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L  Eiugang. 

Dr.    Eslel    hat    im    psycho- physiologischen    Institut    von    Prof. 
Wiindl   eine    expcrimenlalo  Untersuchung   bczüglicfi  der  Titelfiagen 
dieser  Ahhündluug  angestellt*),  woraus  er  die  Schlüsse  zieht:    1)  dass 
das    Webersche    Gesetz    ini    Gebiete    des   Zeitsinnes    keine   Gültigkeit 
hat ;    2)  dass  der  von  Wim  dl  sogenannte  mittlere  SchJUzungsfehler  J 
sich  mit  wachsender  Hauplzeit  periodisch  vergrössere  und  verkleinere. 
Nun    lässt   sich   das  Webersche   Gesetz   in   gewissem  Sinne  als 
das  Hauptgesetz  der  ganzen  Psychophysik  ansehen,  wonacli  die  Frage 
von   selbst vei-sländliclieiu  Interesse  ist,    ob  sich  seine,  bezüglich  der 
Eniplindlichkeit  filr  Reizunterschiede  in  engeren  oder  weiteren  Grenzen 
conslalirle,    Gültigkeit  auch  aul  den  Zeitsiun,    hiemil  von   intensiver 
auf  extensive  Emptindiichkeil  ei-strecke.     Ich  selbst  habe  früher  diese 
Fraise  auf  Grund  der  Versuche  von  Mach,  Vierordt  und   Kollert 
bejahend    beantwortet;    aber   lässl   sich   diese   Bejahung    den   neuen 
Verbuchen  des  Verf.  gegenüber  noch  halten?     Von  anderer  Seile  ist 
die   Periodicitat  eines  psychophysischen  Etementes,  womit  die  Perio- 
dicilät  von  andern  Elementen ,    wenn   auch  vom  Verf.   nicht  nachge- 
wiesen, doch  nachweislich  zusammenhängt,  ein  so  merkwürdiges  und 
unerwartetes  Resultat,    dass   sie    nicht   minder  die  grösste  Aufnierk- 
ftamkeil  verdient  und  die  schürfste  Prüfung  in  Anspruch  nimmt;  aber 
hat   sie  diese  Seitens  des  Verf.  wirklich  gefunden? 

.Nun    habe  ich  von  vornherein  anzuerkennen ,    dass  die  Sorgfalt 
in    Anstellung    der   Versuche    seitens    des   Verf.    und    die   Güte    der 


*)    Zuerst   als   Ooclordlsserlation    erscliienen,    hieuaili    iu    Wiinills    i.Ptiilos. 
Stod.«  II.    p.  37  IT.   aurgenoiiHiien. 


Wiind('sdien  >rclliüde,  iiacli  welcher  derselbe  gearheilel  hat,  sich 
voi'lrefriich  dachircli  bewUhii  haben,  dass  sich  wirklich  sehr  bestimmle 
HesuUale  über  obi}4;e  Fiuij;eii  aus  den  Versuchen  des  Verl',  ziehen 
lassen;  nur,  seltsam,  sind  es  ij;erade  die  entgegengesetzten  Resultate, 
die  ich  bezüglich  der  einen  wie  anderen  Fraf;e  daraus  zu  ziehen 
verniöchle,  als  der  Verf.  zieht ;  und  zwar  bezüglich  beider  aus  einem 
einfach  anzugebenden  Haupigrunde,  dem  sich  allerdings  noch  manche 
Nebengründe  zufügen;  dass  ich  nämlich  den  an  sich  unvermeidlichen 
Versurhszurcdligkeiten,  welche  das  Gesetz  stören  und  den  Schein  der 
PeriüdicitUt  erzeugen,  eine  üeachtung  schenke,  die  ihnen  der  Yet 
fasser  versagt  hat.  ^Zielit  man  sie  ab  oder  compensirl  sie,  so  w« 
CS  nach  den  vorliegenden  Datis  möglich  ist,  so  ziehen  sich  so 
sagen  von  selbst  die  enlgegengeselzten  Schlüsse,  als  der  Verfass 
zieht,  indem  er  die  Versuchszurulligkeiten  als  wesentliche  Versuchs 
resultalc  in  den  Kauf  nimmt,  eine  nöthige  MiUelzieluing  theils  vi)|H 
sSUinit,  Ihcils  untriflig  vorninunl,  und  die  Elimination  eines  conslanlet^n 
Fehlers  nicht  erforderlich  durch  seine  lJnlersuc;hung  durchführt.  Zit 
man  aber  diese  Puncle  in  gehürige  Rücksicht,  so  ergiebt  sich  si 
einer  Wideiieguug  vielmehr  eine  erwünschte  Bestütigung  des  Webi 
sehen  Gesetzes  bis  auf  die,  dem  Zeitgebiete  mit  andern  Gebio 
gemeinsame,  untere  Abweichung,  die  schon  früher  zugestanden  w 
und  der  Schein  einer  wesentlichen,  d.  i.  gesetzlichen,  Periodiciti 
schwindet. 

Indem    ich    nun  Ueides    dem  Verf,   gegenüber  ilarzuthun   sucli 
hat  sich  zugleich  Anlass  gefunden,  über  die  blosse  Kritik  seiner 
beil   nach  manchen,  die  Massverhüllnisse  des  Zeitsinnes  betrcfleudel 
Beziehungen  hinauszugehen,  welche  mir  einer  Erörterung  und  Klar- 
stellung noch  bedürftig  erschienen,  was  eine  nicht  unerhebliche  Er- 
weiterung dieser  .\bhandlung  herbeigeführt  hat. 

Eine  vorUiulige  Bekanntschaft  mit  Versuchen  und  Aufgaben  voi 
Versuchen  über  den  Zeitsinu  ist  dabei  im  Allgemeinen  vorausgese 
nachdem   dies   Feld    schon    früher   mehrfach    behandelt    worden 
Auch   sei   in  Betreff  der  äusseren  Einrichtung  der  Versuche  auf 
Abhandlung  des  Verf.  selbst  verwiesen. 

Wo  Seitenverweisungen  in  dieser  Abhandlung  vorkommen, 
ziehen   sie    sich    mit   8.    auf  diese    Abhandlung    selbst,    mit   p.    ai 
andershin.    —    Einschallungen    in    wOrllich    cilirten    Stellen    aus 


>^^ 


Das  Werer's4:he  Gesetz  im  Gkbietk  ue^  Zi>iTsm>Es.  d 

Ulirand luui^  des  Verf.  oder  andern  Autoren  sind  in  [un<l<^  oder  Cfkij^o 
Kbiuiiiern  eingeschlossen,  je  nachdem  sie  den  beUell'euden  Auloreu 
selbst  oder  luir  angehören. 


IL  Ueber  die  allgomeinere  Tragweite  des  Weber'scheu 
Gesetzes  im  (iebiete  des  Zeitsiiines. 

Mit   dem  Interesse,    dass    durch  dii^    Siclicrstcltuni;    tles  Wi'her- 
schoD  Gesetzes    im  tjebiele  des  Zeilsinnes  die  Herrschaft  dieses  (ie- 
äi'lzcs  ilberhau|»t   und   die    Kenntniss   des  Zeitsinnes   selhsl   sich    ei- 
wi'iti'rl,  verbindet  sich  meines  Eradileus  nach  ein  viel  allgemeineres 
lnl4H(?S8ft,  niHnilich  dass  die  sog.  psjchophysischc  Ansicht  des  Weher- 
st'Jiea  Gesetzes  und  folgweise  der  ganzen  Psychophysik  dadurch  eine 
wicjilige  Stütze  gegeullber  der  sog.  physiologischen  Ansicht  gewinnt. 
Üit*  wesentlichen    Unterschiede    heider,   noch   im    Streit   begriffenen. 
Ansichten    sind  von    mir  in   meiner  '>R(wision«  p.  :2!21  11'.  bes])rocheu; 
hier  wird  es  geniigen,  sich  ilanuif  zu  beziehen,  dass  nach  der  [»syelio- 
physischen  Ansicht  gleiclic  Verhiiltnisse,  nach  der  physiologischen 
Reiche   Unterschiede    psychojthysisrher  ThlUigkcii   oder    Krregung 
«Icn  Eindruck   gleicher   psychischer    Unterschif;<k'.   iiiitluhren,    woraus 
claon  weiter  folgt,   dass   nacli   erster  die  psychische   Thittigkoit  loga- 
rithmisch   von   der   psychopliysischen   abhiingt,    nach    letzterer   beide 
^naoder    proportional    gehen;     psyelitiphysiscfui    Thiitigkeit    isl    aber 
fuchls  .Vnderes,   als  materielle,   physisclie,    physiologische  Thiitigkeit, 
insofem   psychische   davon  abhiingig   gedacht  wird.     So  weit  ich  es 
ülwrsehe  nlkndich,  linden  Hiuwcinde,  welche  im  Felde  der  Emftlindlieh- 
kuil  für  Reize  gingen  die  psychophysischc  Auffassung  des  Weber'schen 
Gesetzes    erhoben    sind,    im    Felde    des  Zeitsinnes    von    vornherein 
kpint'n  Angriff,  und  ich  erläutei'e  es  durch  Hdgende  Deti'achtimg. 

Hiick.sichtslos  auf  die,  unserer  directen  Erkenntniss  entzttgcne, 
I^cliophysische  Thtitigkeit  erscheinen  nach  dem  Welier'schen  Gesetze 
Indisch  die  Unterschiede  zwischen  zwei  Reizen  derselben  Art,  bei 
Acnilorung  ihrer  absoluten  SlUrke,  inuner  gleich  gross,,  nicht,  wenn 
ilirf  ünterschictie,  sondern  wenn  ihre  Verhaltnisse  gleich  gross  bhü- 
'«D.  Nun  kann  mau  unstreitig  ni<ht  von  der  Gültigkeit  des  Gesetzes 
im  einen  Fehle  auf  dessen  Gültigkeil  in  einem  anderen  schliessen, 
also  auch  nicht  von  dessen  Gültigkeil  im  Felde  intensiver  Kmpliudungen 
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auf  iloss^cii  (iulti^keil    im  F»"ldi>  nvlensiver  Em[irni(lunt5»»n,    nocli  iiiE 
^nki^liiU  uulil  aher  scliliessen,  nadidem  dasselbe  in  luMdoti  Gcbido 
<Mnc  unaWh{lni^Mi;o  BcijrUndung   durch  Ki  fiiliruni;    gefunden    hal .   ds 
dassi^lljo    sk-h   j^cineinsamcn   Gosichlspiiniie»    in    l)oidrn    unloroniüe,;] 
ziinial    W(.'iin    e^«:    in    beiden    Gebieten    in    einen    ents|neehenden  Zii- 
satninenhaiii^  anderer  wieliti^er  Momente  eintritt.      Mi   d<>r  Thal  aber] 
sieht   im   Gebiete    der  Hei/.etn[)fin(llictikeit    ntil   dem   \Vel»er  sehen  Gi'- 
selze  die  Ibatsaebe  i\vr  Keizseliwellc  und  l.'nlersehiedsseh\volle  in  Ver- 
bindtmg;  ein  zu  kleiner  Heiz  nnd  ein  zn  kleiner  Heizunterschied  enl^ 
gehen    der  Auflassung  durch    die    Kin|)findiiiig;    ihisselbe    aber,   \>a5 
vom    inix'nsiven    Heize,    gilt   von   der   zeillichen  Extension;    eine  z*-* 
kh?ine  Zeil   Schwindel   für   die  Auffassung  in    den  Zeitpunkt  oder  if^ 
Nichts   zusammen;    ein    zu    kleiner  Zeilunterschied    wird    nielU    meh^^ 
erkannt. 

Nun  kann  nach  p[iysit)logischcr  Auffassung  das  Weber'sehe  Gc-  "^ 
setz  im  Gebiete  der  EmphndHchkeit  für  Reize  entweder  nur  als  ein 
fundamentales  bestrilten  werden,  was  doch  so  zu  sagen  von  Tage 
zu  Tage  schwerer  wird  (namenihch  nach  den  wiederliolten  und  aus- 
gedehnten Bewctlirungen  desselben  im  Gebiete  des  Schalles),  oder 
sein  Zustandekarnmen  nur  dadurch  inklitil  werden,  dass  bei  Fort- 
pflanzung der  Heiz  Wirkung  ins  Innere  sieh  gleiche  Reizverhiillniss« 
in  gleiche  Unterschiede  psychophystscher  Erregung  übersetzen,  u| 
der  ProportionalitlU  zwischen  psychophysischcr  und  psychischer  Thätif 
keil  zu  genügen.  Für  eine  solche  Ceberselzung  giebt  es  nun  zwi 
kein  Itekaunles  physikalisches  oder  physiologisches  Princi[)  (vers 
»Uevision«  p.  225  IT.);  immerhin  kann  man  eine  darauf  hinauslaufenc 
Hypothese  machen,  und  hat  sie  gemacht.  Nun  milsslt^  man  abe 
aucli,  um  das  Zustandeknnnuen  des  (ieselzes  im  Gebiete  des  Zeil 
Sinnes  enlsprechend  zu  erklären,  anntdimen  können,  dass  Zeitintci 
valle  zwischen  Üusserlich  gemachlen  Eindrücken,  die  in  gleicbei 
Ve  rh  ti  1 1  n  jsse  zu  einander  stehen,  sich  bei  Ueberlragung  aus  dei 
Aeusseren  ins  Innere  in  gleiche  Zeit-Unterschi  ed  e  psychopiivi 
scher  Erregung  übersetzen,  wieder,  um  der  von  der  physiologisch« 
Ansicht  geforderten  Pro|)orlioualilül  zwischen  psychopliysisdier  ui 
psychischer  Erregung  zu  entsprechen;  aber,  wenn  zwei  Glockei 
Schläge  droussen  um  eine  Secunde  ditl'eriren,  werden  auch  die  Eil 
drucke,    welche   die   psychophysische    Thtiligkeil   davon   erführt,    u\ 
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^nv  >t'rundo  differiron,  woiml  dit*  voriij;^,  d.  i.  iihysioloLiisrlK'  Aiif- 
tassung  niclil  bestehen  katiii,  nach  welcher  gleicfie  l'ntcrsoliiede  dei' 
tnnerD  Zeiten  statt  gleichen  ünleiseliieden  \iehnehr  gleichen  Ver- 
hallnisseo  der  Uussern  entsprechen  niUssten.  Nach  der  physiologi- 
sclien  Auffassung  komnit  ferner  die  Roinschwelle  nur  dadiireh  zu 
Slautlü,  das»  ein  zu  schwacher  Heiz  gar  nicht  ans  dem  Aeusscren 
Ims  zum  Sensoriuin  einthingt.  Was  hindert  aber  ein  nocli  so  kleines 
Zi'ilinlervall  zwischen  Kindrilcken,  iHe  bis  zum  Sensoriuin  gelangen, 
mit  bis  dahin  zu  gelangen? 

Man    kann  vielleicht  gegen   die  vorige  Betrachtung   einwenden, 
dass  die  Zeit  bei  psychophysischer  Betrachtung  der  Verhallnisse  zwi- 
schen physischer  (psychophysischer)    und  [>sychiseher  Seite  gar  keine 
Stelle  auf  physischer  Seite    Hnde,    sondern    blos  auf  die  psychische 
gelegt  werden  könne;    aber  dieselbe,    Husserlich    durch    die  LHir  ge- 
essene,    Zeit    kann,    auf  die  psychophysische  Eri'egung  übertragen, 
jchis<;h    Itinger   oder   kürzer   erscheinen;    untl    diese    Hezi<*hung 
isl  Gegenstand    psychophysischer    Betrachtung,    wobei    es    u!so    doch 
eine  physische  und    [)sychische  Seile  der  Zeit  zu  unterscheiden  gilL 
Hingegen  wird  man  Hechl  damit  haben:    dass  eine  lungere  Zeit 
rvrischen    zwei    Eindrücken    nicht    wegen    ihrer   abstracten,    Iceren, 
physischen    Grösse,    soudei'n    wegen    der  grösseren   Sunune    j psycho- 
physischer Thäligkeil,  die  sie  enlhtilt,  grosser  erscheint;  dabei  gleiche 
Vn  und  Intensit4it  derselben  vorausgesetzt.     Der  Einwand  gegen  die 
physiologische  Ansicht  aber   ändert   sich  nicht,    wenn  wir  ihn,    slutl 
auf  die  Zeil  selbst,  auf  die  damit  proportionale  Suinine  [tsychophysi- 
>«her  Thaiiskcit  beziehen,  welche  in  der  Zeit  enthalten  iel. 

Manclierlei  Punctc,  welche  in  das  Feld  dieser  Betrachlungen 
tiusclilagen ,  werden  noch  im  VHL  Abschnitt,  nach  Erledigung  der 
p^iwrimenlalen  Seile  der  Frage  des  Weber'schen  Gesetzes,  zur  Sprache 
zu  bringen  sein. 


UI.  Methode  der  MimmaläiideruiigeiL    BezoicliininG;  nnd 
Wßseitige   Beziehimg  der   dadurch  zu   erlialtondcu 

Werthe. 

Da  alle  Werthe,  mit  denen  wir  folgends  zu   Ihun  haben,  durch 
die  vom   Verf.    befolgte    Melhotle    der    Minimaliinderungen  Wuntlt's 
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sei  es  direct  erhalten,  oder  von  den  dadurch  erhaltenen  Werthen 
abhängig  sind,  und  nur  mit  Bezug  auf  diese  Entstehungsweise  klar 
und  richtig  gefasst  werden  können,  so  möge  die  kurze  authentische 
Erklärung  Wundt's  selbst  über  diese  Methode  aus  s.  »Philos.  Stud.« 
I.  558  hieher  wörtlich  übertragen  werden,  nur  dass  ich  zur  directen 
Beziehung  auf  unser  Versuchsfeld  sein  r  (Reiz)  durch  (  (Zeitgrösse) 
ereetze. 

»Die  Methode  der  Minimaländerungen  besieht  in  dem  folgenden 
systematischen  Verfahren:  Bezeichnen  wir  den  constanten  Normalreiz 
qiit  /,  und  den  variabeln  Vergleichsreiz  mit  t\  so  wird  zuvörderst 
i  gleich  t  genommen.  Dann  wird  i  durch  unmerkliche  Zwischen- 
stufen so  lange  verstärkt,  bis  eben  i^t  erscheint.  Dieser  Punct 
wird  aufgezeichnet,  aber  zur  Sichcrstellung  desselben  (  noch  etwas 
weiter  verstärkt.  Hierauf  wird  {'  allmälig  geschwächt,  bis  eben  so 
der  Punct,  wo  (  =.  t  erscheint  [als  zu  zweit  aufzuzeichnender],  er- 
reicht und  [hiernach  des  Weiteren]  überschritten  ist.  Man  hat  auf 
diese  Weise  zwei  Werthe,  die  wir  mit  /<,'  und  ij  bezeichnen  wollen, 

und  zu  denen  man  den  Mittelwerth  /„  =  '^T^  "  bestimmt,  in  ähn- 
licher Weise  geht  man  nun  von  dem  Puncto  ('=  f  nach  abwärts, 
indem  man  i  kleiner  als  l  werden  lässt,  bis  man  wieder  durch  un- 
merkliche Abstufungen  den  Punct  erreicht  hat,  wo  t<^l  erscheint, 
und  von  hier  wird  endlich  wieder  bis  zur  scheinbaren  Gleichheit 
von  (  mit  l  zurückgegangen.  Aus  den  so  erhaltenen  Werthen,  die 
wir  mit  C»  C  bezeichnen  wollen,  wird  ein  Mittelwerth  <„  =:  "T^  " 
berechnet«  *) . 

In  Betreff  der  vorigen,  dem  Verf.  mit  Wundt  gemeinsamen 
und  sonst  von  ihm  gebrauchten,  Bezeichnungen  schliessc  ich  mich, 
abgesehen  von  den  ausdrücklich  zu  bemerkenden  Ausnahmen,  ganz 
dem  Verf.  an,  habe  aber  einige  Bezeichnungen  für  Werthe,  die  bei 
ihm  nicht  vorkommen,  hinzuzufügen,  was  doch  in  der  Hauptsache 
auf  die  Stellen,  wo  davon  Gebrauch  zu  machen,  verspart  werden 
kann,  und  zunächst  nur  Folgendes  zu  registriren: 


*)  Die  vom  Verf.  selbst  p.  40  gegebene  kurze  Schilderung  des  Veffahreiis 
stiiumt,  abgesehen  von  dem  blos  formellen  Unterschiede,  dass  er  in  dem  von  ihm 
gegebenen  Beispiele  Verkleinerung  und  Vergrösserung  in  umgekehrter  Ordnung  als 
oben  folgen  lässt,  mit  der  obigen  wesentlich  überein. 
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Zeilciuheil   überall  ilie  Scciindü, 

I  die   Hauptzeit,    niil  welcher  die   sog.  Vergleichszeit  t 
verglichen  wird, 

d^z^  t^ — /    und    */„  ^  /  —  /„    die   obere    und    untere    önLer- 
schicdsschwelle,  d.  s.  »tlie  Zuwüchse,  die  man  l  erlhcilen  niuss, 
damit  dies  dem  betretenden  Beobachter  nierkhch  grosser  oder  kleiner 
ersehcioe«,  und: 

1^,.  i^  die  so  erscheinenden  Vergleichszeiten  selbst,  deren  Iilnl- 
slchuttg  als  Mittel  je  zweier  Beubachtuuijsvverlhe,  resp.  /,/,  i^'  und 
ij,  l^  oben  angegeben  ist. 

Zu  Vorigem    die  liemeikun;^,    dass   der  Verl',  «lie  untere  Unlcr- 

.scliiedssohwelle  d^^  nicht,  wie  so  eben  von  mir  geschehen,   =:  l  —  Z^^, 

jDDtJorn   =  („ —  t   setzt,    womit   sich   das  Vorzeichen    gegen    unsern 

GebrHiK'h  umkehrt.      Die  Molivirung   unseres  Gebrauches  wird   unten 

fol|j;en;    der    Gebrauch    dos   Verf.    aber    ist    um    so    auffslltger,    als 

Wuiidl,  dessen  Verfahren  der  Verfassei'  doch  eiidiUlt,  tinsern  nicht 

«•inen  Gebrauch   iheilL    (»Philos.  Sind.  I.    |).  550).      Sachlich    ver- 

«"hiwlene  Folgerungen  /wisclien  dem   Verl',   und   mir  gehen  übrigens 

oichl   aus    unserer    verscliiedeneu    Gebrauchsweise    des   Vorzeichens 

henor. 

T  =  -^^-^  nach  dem  Verf.  »der  Zeilwerlh,  welclier  in  unserem 
2 

Bewussiscin  der  Hauptzeil  l  entspricht",  von  Wundt  (4*hilos.  Stud.« 
I-  563)  als  "Schcitzungswerlh  der  Zeit"  bezeichnet. 


J=  T~t 
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f  rzr   '-k 


von  \V  u  n  tl  t  als  m  i  1 1 1  e  r 


St'haizungsfehler    bezeichnet.    —    Wo     f  negative   Werthc    un- 

oinitiit.  setzl  der  Verf.  ./ —   dafür. 

(i  —  (l 
Die  Austlrucksweise  von  ./  durch  -^^  "  ilnde  ich  zwar  weder 

l»pi  Wundt    noch    beim    Verf.    ausdrückhch    notirt,    wohl,    weil  sie 

^f'inen  Anlass  fanden,  auf  die  dadurch  ausgedrückte  Bedeutung  von  .J 

RucLj^ang  zu  nehmen,  nach  welcher  dieser  Werth  einfach  als  halber 

inler^jchied  zwischen  oberer  und  unlerer  Unterschiedsschwelle  crklilrt 

»pnlen   kann.     Man    kommt   aber    leicht  auf  den  belreßcnden  Aus- 

dnick,    indem  man  die    in  ./  eingehenden  Werihe   i^^■,  /„    rcspective 

iat-\-d^  und  t  —  «Z,^  übersetzt.     Die  Vernachliissigung  der  Bedeutung, 
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\vfl<lri>  Ai'iu  ./  liiorniif'h  ztikoniriil,  Scileiis  (IcsNCii',.  winl  sich  il 
itii   K()lij;rn(leii  si'lir  rtihllitir  iiuitlien  '). 

1  n  (1  i  f  i o  V  e  n  z  p  u  n  e  t   dor  Weillt    \  «n  l ,    l)<ji   \\  ek-hciii   .  /  Ni 


WIK 


\M)  also 


to-^fu 


t   isl. 


Dieser  Piirn.t  wird  vom  Verf.  p.  .'»7    lur  den  PudcI  ciklärl,    uaa 


•k 


Zcilf 


ill) 


ner    1 

m 

niir 
inct 
iden 

dW 


tximg  an»  genaiieslen  sei«,  was  si 
licli  k<'ijicsralls  hallen  lüssL    Denn  uustreitig  haben  wir  die  Schükung 
liir  so  genauer  zu  hallen,  je  weniger  der  VergU'ichswerlh  (  von  der 
zu  sehlUzendcn  Zeil   l  in  jilus  oder  minus  abweicht,    d.  i.  je  kleiner 
nach    einer  Seile  </,^,    nach    der    anderen  d^^  isL     Nun  konnten  al 
beide  sehr  grosse  und  mithin  die  SehSUzung  nach  beiden  Seilen  s(^ 
ungenau  sein,  sü  würde  man  doch  ./  ^  0  haben,   wenn  beiilc  nur 
gleicli  sind.     Also  wird    meines  Erachlens   der   sog.   IncUirerenzpunct 
nur  charakteristisch    für   the   beiden   sulidarisch   zusanuüenhihigenden 
Puncte  sein:     1)  dass   die  beiden,    in   ilireni  allgemeinen  Gange 
zUgtich  i  von  einander  abweichenden,  Unterschiedsschwellen  sich 
IndilTcrcnzpuncte    in    Gleichheit    begegnen;    2!)    dass    das    Mittel 
beiden    Schiilzungswerthe    /,, ,    /,,    mit   dem   Han[)t\verthe    l    tiberei 
stimmt. 

Nun  kann  man  vielleichl  dieser  Bemerkung  entgegenlialten.  ds 
die  Ungleiehhcil  von  J^,  und  d^^  überhau|il  nur  diueii  Vcrsuchsfebler 
eingeführt  werde,  und  man  in  ilem  Puncte,  wo  beide  gleich  werde^fl 
zugleich  die  richtigen  Werlhe  brider  erhalte;  ja  dass  das  Verfahrer^ 
der  MinimaUinderungcn  eben  darauf  abziele,  durch  Combination  der 
Versuche  nach  übi'u  und  Tuten  die  von  einseiliger  Vergleichsrichlung 
abhängigen  Fehler  zu  eliminiren,  was  nun  eben  bezüglich  der  Hichlig- 
stellung  der  rnterschiedsschwellen  durch  den  Wertli  derselben  beiip  , 
IndilVerenzpuncte   zu   geschehen   habe.     Inzwischen  isl  Zweies  gegi|^| 
zu  bemerken:     I)   dass,  da  der  Unterschied  d^^  bei  gegebenem  t  im 

')   Beiläufig  gehört    tiicrli(?r  Folgendes:     Auf  1».  47  hemertil  der  Verf.:     »d 
bei  Zpitschälzungen  der  gefuadene  ünlerschiedssctnvellcnworlli  rf„  oder  1/,^  von 
zugefKiriRon  Werthe   von  J    abliüngl   und    in   lUieksirtU  niil"  dirsc  AbtrrhijiiKlieit 
riciuif'l  werden  müsse,   nm  den  walircn  l'iid'rscIiiedssihwotteiuverHi  zu  erlangutfl 

Dieser  Stelle    aber   lüssl    sich    nath    uldner   zweilelsfreier  Gleichung    ^  ^ -^ = 

kein  Silin  abgewinnen,  da  utugekohrt  J  von  (/,,  und  d^^  zugleich  abhängt.  Nach 
ßpUteren  Erörterungen  (Al)schn.  Xi)  bedürfen  sowohl  </„  :ds  f/„  einer  Corrcchou, 
\on  dt>r  dann  auch  die  *oii  J.   wht'v  luclil   nttipekehrl,   abliVuif;!. 
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Ganzen  zwischen  ijrossercn  Werllii'n  slaltlinidL'l,  cils  di^r  l  iitririchicd 
</y,  jener  nlunlicli  zwischen  (dorn  grüsseren)  l^  und  l,  diesiT  zwi- 
schen deinscibi'ii  /  und  (dem  kleineren)  f^,  dass,  sage  ich,  beide 
als  abhängig  von  der  Hühc  der  /-Srah?,  in  der  sie  sicli  befinden, 
principiell  VL'rschieden  i^ein  müssen,  mithin  die  an  sieh  richtigen 
Werthc  von  f/,,  iukI  </„  niehl  uil  der  Gleichheit  beitler,  also  auch 
nicht  mit  ./ =z  U  zusarninenlallen  kiinncn;  2)  dass  mit  der  Gleichheit 
der  Werlhe  </„,  i/^,  welche  bei  ./=  0  stattfindet,  nicht  niiv  nichts 
dafür  bewiesen  ist,  dass  beide  kleiner  als  bei  irgendwelchen  anderen 
/-Wertlien  sind,  iiiilliin  der  genauesten  Schätzung  entsprechen,  sondern 
dass  dies  aucli  mit  der  direcLen  P]rtahnmg  nicht  stimmt*). 

Die  vorigen  Bemerkungen  (nhren  dazu,  die  Bezeichnung  von  .J 
als  "mittleren  Schaizungsfehler«  überhaujit  misslich,  weil  leicht  niiss- 
versttindlich ,  linden  zu  lassen.  Denn  zunüchsl  scheint  sie  freilich 
vollstüodig  durch  die  Betrachtungsweise  selbst  niotivirt,  der  sie  ihren 
Ursprung  verdankt:  d.  i.  wir  schützen  beim  Verfahren  der  Mininial- 
änderungen  einmal  /  (nahe)  gleich  /,^,  anderemale,  und  zwar  gleich  oft, 
gleich  f„,  im  Mittel  also  gleich  T^  ^~9~^  ">  ""*•'  ^'"^  Abweichung 
dieses  mittleren  Schätzungswerthes  von  der  zu  schützenden  Zeit  l 
giebt  nun  den  mittleren  Schätzungslehler  ./.  Nichts  scheint  hier- 
nach rationeller  als  diese  Bezeichnung.  Dennoch  liegt  folgende,  von 
der  vorigen  ganz  abweichende  und  jedenfalls  niehl  weniger  Anspruch 
auf  Beachtung  machende,  Bedenlung  eines  mittleren  Schälzungsfehlers 
viel  naber.  Ein  Werlh  (/)  sei  an  sich  gleich  10,  aber  werde  ein- 
mal gleich  15  {r=z  Ij^  das  anderema!  gleich  5  {=  tj  gescliiitzt,  so 
wird  man  natürlich  jeden  beider  SchiUzungsfehler  sowie  das  Mittel 
derselben  gleich  ö  nehmen,  und  den  mittleren  Schlitzungsfehler  da- 


•)  Siehe  Kolk'rl's  Versuche  in  »Piiilos.  Sliii!."  1.  ni  IT.,  wo  die  Unl^rsi-Iiieds- 
*chweHen  d„,  d^^  mit  ^/,  ,  t/,  liexeictinel  Sinti,  liier  liiidel  sieb  z.  (1.  Jieiiii  ßfob- 
achter  W  der  Werth  J^ii,{)i\\  ;i]so  merklicli  =0  bei  t  =  (l,H,  tni«  </,  =  0,075 
lind  d^  ==  0,0~2  also  bei  iiirrklk'tH'r  (Jlciciiheil  bcidrr,  wie  »'s  der  Iridillfrenz- 
(Hiuct  fordert.  Aber  diese  jjlejciiei»  VVerllte  sind  keineswegs  2Uf;leicli  die  Itlein- 
slen;  sondern  bei  f  =  0,7  ;  0,ö ;  0,i  hat  man  t/^  respeclive  =0,013;  0,0ö3; 
0,013  ;  also  alle  kleiner  als  beim  Inilillerenzpiincl  t  =  0,7,  und  i/,  ist  =  0,057  bei 
1=  0,7  und  =  0,Oßfi  bfi  /  =  \  ,i  ,  also  iuich  kleinnr  als  bei  (  =  0,8.  Eben 
80  isl  <lo~{~ '^u  "'*-"lit  allgemein  am  kleinHlen  <un  IndilTereii/punktc ,  wo  d^^  d^,, 
i^üudem  z.B.  für  W  gleich  0,129  bei  (  ^  n,  i  ,  und  =(t,IO0  liei  /  =  {J.7, 
liingegen   0,147   beim  liidilTen'n/:[)uncl    »,>i  . 
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durch  bezeichnet  finden  künnen;   wogegen  der  mittlere  Schätzungs- 
fehler  nach  Wundt    = — 5 10  =  0    sein  und  gar  keine  Be- 
ziehung  zur  Fehlerhaftigkeit    der   Schätzung   haben  wird.      Gesetzt 
femer,  die  Abweichungen  nach  beiden  Seiten  von  1 0  seien  ungleicb, 
indem  etwa   der  eine  Schätzungswerth  15,   der  andere  7  betrüge, 
so  würde   nach   unserer  natürlich  scheinenden  Fassung  der  mittlere 
Schätzungsfehler    _  (l5-10)-f-(10-7)  ^^      ^^^^    ^^^   Wundl- 

15  4-7 
sehen  Fassung   — ^ 10  =  1    sein.     Und   so   würde    allgemeio 

nach   der  natürlichsten  Fassung  der    mittlere  Schatzungsfehler  stall 

^ol^'j*  =  f2+i«_<   vielmehr   =  ^^^^  =  'v^  zu  nehmen  sein, 

wovon  letztere  Gleichung  sich  wieder  leicht  ergiebt,  wenn  man  d^ 
in  tg —  t  und  i,^  in  f  —  <„  übersetzt. 

Inzwischen  lassen  wir  immerhin  dem  ^  =    "  ^       die  Bezeich- 
■  nung  »mittler  Schätzungsfehler«,  da  sie  zugleich  das  obige  Motiv  und 
die  Priorität  vor  -^"^-^   für  sich  hat,  so  bleibt  jedenfalls  hinsichtlich   ! 

I  t 

der  sachlichen  Bedeutung  gewiss,  dass  nicht    "~  ",   sondern 
"^t_"  (nach  reciprokem  Wcrthe)  massgebend  für  die  mittlere  Unter- 

Tu 

schiedsenipfindlichkeit  ist,  und  dass  die  grösste  Genauigkeit  der 
Schätzung  nicht  bei  dem  sog.  IndiiTercnzpuncte  zu  suchen  ist,  wo 
J  =    °      "  gleich  Null  ist,  sondern  wo  -^^— ^  ein  Minimum  ist. 

Hiernach   bleiben   noch   folgende  Bezeichnungen   zu   registrirei» 
übrig: 

Vg  =  -f  und  v^  z=  -  die  obere  und  untere  Verhältnisß' 
schwelle, 

V  =  Vv„v^  =  |/  -J  die  mittlere  Verhältnissschwelle.  Sie  i^ 
nicht  als  arithmetisches  sondern  als  Verhältnissmittel  bestimmt,  w^^ 
^0'  **«  selbst  Verhältnisse  sind  (vergl.  »Revis.«  p.  399). 

Hieraus  fliessen  weiter 

rf,=  K-1)(;         rf«=^-< 


J-tizi. 
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lilicli  noch  t'olgentle  von  mir  selbst  gewählte  Bezeichnungen : 
r^,    w   die  obere,    untere  und    miniere    rrlativi'    llnliM- 
schiedsschwelle,  und  zwar: 

«•o  =  ^  =  i'o-  <  :    "•«  =  '^  =  t «-  •  ;    Vf^'  =  l^(v=^i^;=^)  , 
hiernach 

Ueber  die  Weise,  wie  die  unteren  Schwellen  gegenüber  den 
oberen  zu  fassen  sind ,  hat  bisher  nodi  nicht  überall  hinreichende 
Klarheit  geherrst^ht,  und  es  dürften  daher  einige  Bemerkungen  darüber 
nUt/.lich  sein.  So  hat  Tisclu^r  in  seiner  Abhandlung  über  die 
Schallversuche  die  untere  relative  L'ntersehiedssch welle  als  "  gegen- 
über der  oberen  als  -2  gefasst,  während  ei-stere  vielmehr  als  --  zu 
fassen  ist  (»Revis.«  p.  397  ff.K  und  unser  Verf.  setzt  bemcrktermassen 
die  einfache  untere  und  obere  Utitei'schiedssch welle  einander  als  nega- 
tive und  positive  gegenüber,  während  beide  als  positiv  zu  fassen 
sind,  was  natürlich  nicht  ausschhe.sst,  dass^  wenn  das  positive  J„  in 
Abzug  kommt,  dies  durch  das  Zeichen  —  angezeigt  werde,  wie  in 
dem  vorhin  besprochenen  jj  z=  -"  ".  Ich  denke  aber,  dass,  wenn 
man  anders  consequent  sein  will,  fotgenile  Gesichtspunkte  als  ina.ss- 
gebend  zu  gellen  halten. 

Man  nimmt  i\iv  obere  Unlerschiedsschwelte  (/„  nach  Convention 

als  positiv  an,  indem  man  sie  dadurch  erhiill,  dass  man  den  kleineren 

VVcrIh  /  viiiii  grösseren  /^ ,   nicht  uingekehrl,  abzieht,  um!  wird  ilatin. 

Um    sich   im  Yorzcichengeb rauch    treu   zu    bleiben,    auch    die    unlere 

Unt^^rechiedsschwelle  </,^  jn>sili\    zu  nehnven    haben,    indttm   man  den 

Wieineren  Werlh  /^^  vom  grösseren,    nicht  umgekehrt,    abziefil;    also: 


t..  =  /  —  iL. 


^^^        /„  =  f-f  f/^,  ;         t„  =  /  —  J„  ,     nicht  =  /-hrf«   (E.slel)  . 

^^^AU  demselben  Uesulkil  ruliil  folgcTule  Helrachlung.  Wir  kfinnen 
für  den  vorliegenden  Zweck  die  Lnleischiedsscliwelk'  als  den  Unler- 
s<hieil  zwischen  zwei  Werthen,  wie  t  und  /',  erklären ,  der  nicht 
Überschritten  werden  kann,  ohne  erkannt  zu  werden.  Dabei  ist  es 
an  sich  gleichgilhig,  ob  wir  den  Unterschied  als  /  —  /'  (»der  /' — / 
fassen:  es  handelt  sirli  jedenfalls  nur  hin  dii'  jibsohilc  (irnssc  «Jos 
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nicht  uberschreitbaren  Unterschiedes;  und  nachdem  die  Convention 
besteht,  absolut  gefasste  Grössen  mit  positivem  Yozeichen  zu  be- 
hauen, werden  wir  dies  auch  consequent  mit  der  Unterschiedsschwelle 
als  Differenz  zwischen  t  und  f  zu  thun  haben.  Anders  bei  Beob- 
achtungsfehlem, zwelche  zwar  auch  Unterschiede  zwischen  zwei 
Werthen,  einem  gegebenen  Werthe  und  einem  Fehlerwerthe ,  sind; 
yvo  wir  aber  positive  und  negative  Fehler  unterscheiden,  weil  hier 
das  Interesse  und  die  ausdrückliche  Aufgabe  darauf  geht,  mit  der 
Grösse  auch  die  Richtung  der  Abweichung  bezüglich  des  gege- 
benen Werthes  zu  bestimmen.  Hingegen  steht  es  an  sich  eben  so 
frei,  die  Unterschiedsschwelle  als  Abweichung  des  Vergleichswerthes  ( 
vom  gegebenen  Werthe  t  wie  umgekehrt  zu  nehmen,  nur  dass  die 
Consequenz  fordert,  sie  nicht  einmal  als  Abweichung  des  grösseren 
vom  kleineren,  das  andere  Mal  als  Abweichung  des  kleineren  vom 
grösseren  Werthe  zu  fassen. 

Entsprechend  wie  mit  den  absoluten  Unterschiedsschwellen  d^^d^ 
verhält  es  sich  nun  auch  mit  den  relativen  w^,  «?„.  Nachdem  die 
Convention  besteht,  die  obere  relative  Unterschiedsschwelle  Wg  da- 
durch zu  bilden,  dass  man  den  Unterschied  d^  mit  dem  kleineren 
der  beiden  Werthe  ty  t^,  wozwischen  er  besteht,  dividirt,  wird  man 
auch  die  untere  relative  Unterschiedsschwelle  w^  dadurch  zu  bilden 
haben,  dass  man  den  Unterschied  d^  mit  dem  kleineren  der  beiden 
Werthe  ^  <„,  wozwischen  er  besteht,  d.  i.  mit  t^^  dividirt,  wonach 

Wo=-f  \  «^tt  =  7^  >     liicht  =  -f  (Tischer) 

Sofern  nun  dp=  t^ — /  und  rf„=  t  —  f„,  hat  man  dann  auch 

to—t  I  i  —  tu  i 

Wo  =  -^j—  =  Vo—  i  ;  w„=  -p-K  =  y„—  \  , 

d.  h.  die  obere  und  untere  relative  Unterschiedsschwelle  werden  e^ 
halten,  wenn  man  respective  von  der  oberen  und  unteren  Verhaltniss- 
schwelle 1  abzieht;  und  wohl  durch  Analogie  hiermit  verleitet,  setzt 
nun  auch  der  Verf.  ohne  Weiteres  p.  64  die  mittlere  relative 
Unterschiedsschwelle  w  gleich  der  mittleren  Verhältnissschwelle  weni- 
ger 1,  d.  i.  =  VvqV^ — 1  =  f> —  1  .  Wenn  aber  die  einfachen  re- 
lativen Unterschiedsschwellen  w^ ,  w^  respective  =  «^ —  1  und  »^ —  \ 
sind,  so  ist  die  mittlere  consequenterweise  =  Ylv^ —  i)(«y —  1) ,  wai 
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Vv^v^ —  1  ganz  abwcichl  und  gar  nicht  dnruuf  zuiückfülirbiir 
leint.  Nun  wird  sich  zwar  weiterhin  (Abschnitt  X)  zoigen  lassen, 
ich  mittelst  einer,  auch  aus  anderen  Gcsichtspuncten  geforderten 
ction  der  aus  den  diret-ton  Büühaclitunijjsweiilieii  lliessendun 
,  r^  jener  Analogie  doch  genügen  und  dio  bctrelTendc  Zuriirk- 
lohnmg  in  aller  Strenge  liewirken  liisst;  ziinlichsl  aber  Weiht  der 
Wiilcrspruch  dagegen  bestehen.  Dies  fului  auf  folgenden  Ptinct 
\m  allgemeinerer  Wichtigkeit.  '' 

Alle  bislierigen  Bczeifimungcn    und  Gteichungen  sind  übeHiaupt 

«uf  die   betrefTenden  Werthe   zu   beziehen,    wie   sie  unmittelbar  aus 

des  Versuchen   hervorgehen   oder  aus  Analyse   und    mathematischer 

Terkuüpfung  der  so  gewonnenen  Werlhe  lliessen.     Voran    stehen  in 

dicicr   Beziehung   mit  dem    in  dem  Versuch  gegebeneu  /  die  Beob- 

ütliluogsw erthe  /„,  Z^,  wenn  man  nicht  gar  auf  deren  Compuneuteu 

C  V'  C'  C  zurückgehen  will.     Von.  den  beobachteten  f,^,  t^^  unter 

Ziuiebuug   der   gegebeunn   /   liiliigen    dann    weiter    die    J,^,    J^,    ./, 

h'  '■«•  "'o'  "«   ""<^'    deren  MilleUverlhe    im  Sinne  der  angegebenen 

Gleichungen    ab.      Denn    in    der   Thal    sind    /„,   /^    nicht   durch    Zii- 

aramcnsetzung  von  l  mit  abgesondert  zu  beobachtenden  t/„,  </„  be- 

slunral,  sondern    t/,^,    ä^    sind  durch  Analyse  \on    (,^,  i^^    in    / -f- (i,^  , 

l-r/^  hervorgegangen.     Nun    führt  aber   nicht   nur  der  belietfende 

Widerspruch,    sondern   führen   (nach  Absclni.  X)   nocli   fundamentaler 

«ödere  Umstünde  zu  d«M-  Aniialune,  dass  die  Werlhe    l^,  l^    als   un- 

BuUc'lhare  Versuchsergebnisse  noch  mit  einem  Versuchsfehler  iiehaftet 

and,  von  dem  sie  ei^t  befreit  oder  hinsichtlicli  dessen  sie,  wie  ich 

Mg«',  rurrigirt  werden  müssen,   um  zu  einfachen  Gesetzlichkeiten  zu 

lomiueD,   und  auf  reiue  IJuLerschiedsemplindlichkeit  bezogen  werden 

i!"  küunen,   eine  Correction,    die    von  den    /„  und  /^    sich  auch  auf 

^v:  (lavou  abliangigen  Werlhe  zu  er'strecken  hat,  wonach  uncorrigirte 

oder  ruhe    und    corrigirte  odoi*  reine  Wertlie   zu  unterscheiden  sind. 

Hierauf   beziehen    sich    eingehende    Erörterungen    in    sjtüleren    Ab- 

l^tlen  {X,  XI);  vorweg  aber  möchte  ich  Folgendes  bemerken. 

^^  Der  Verf.  selbst  geht   bei  der  PrUfungsfrage  des  Weber'schen 

Jftsetzes    p.  G3)    auf  ilie  >löglichkeit   des    betreuenden  ^^^hleis    und 

le«st^u  Ehminirbarkeit  sachgemliss  ein,  llisst  aber  die  Rücksicht  darauf 

ei  Verfolgung  der  Verhllltnisse  und  des  Ganges  der  ^/,  worin  sich 

ine  Abhandlung  haupisiichlich  bewegt,    ganz  bei  Seite,  und  hierin 
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finde  ich  zu  seiner  Nichtberücksichtigung  der  Zufäliigkeiten  eineD 
zweiten  Grund,  seiner  Behandlung  des  vorUegenden  Thema  nicht 
zustimmen   zu   können,    da   ich   in   der   Thal   in  den   von   ihm  als 

^-^^ 1  bestimmten  J  nur  rohe  Werthe  sehe,  die  erst  durch  Cor- 

rection  der  t^^  <^  in  reine  verwandelt  werden  mtlssen,  um  für  da 
Zeitsinn  massgebende  Bedeutung  zu  erlangen,  womit  sich  die  Ver- 
hältnisse der  J  und  der  damit  functionell  zusanmienhängenden  Werthe 
ganz  und  gar  ändern  und  einfacheren  Gesetzlichkeiten  fügen. 


IV.  Untersuchungsmaterial  und  Versuchstabellen. 

Die  zur  Unterlage  der  folgenden  Untersuchung  dienenden  y&- 
suche  des  Verf.  zerfallen  in  zwei  Hauptgruppen ,  die  sich  durch  et- 
was veränderte  Anordnung,  andere  Beobachter  und  dadurch  unte^ 
scheiden,  dass  in  der  ersten,  1881  angestellten,  zwischen  der  Haupl- 
zeit  l  und  Vergleichszeit  f  ein  der  Hauptzeit  gleiches  Intervall  d  ge- 
lassen wurde,  wogegen  bei  der  zweiten,  1882  angestellten,  d«8 
Zwischenintervall  d  ganz  weggelassen  wurde,  so  dass  der  zweite 
Schlag  der  Hauptzeit  t  zugleich  als  der  erste  Schlag  der  Vei^eida- 
s!«it  H  galt. 

An  den  Versuchen  erster  Gruppe  betheiligten  sich  nicht  weniger 
al»  mhn  B(^obachter,  S  (Schmerler),  W  (Wundt),  We  (Wendel),  E  (Este!), 
Tr  (Trautscliold) ,  P  (Papperitz) ;  an  denen  der  zweiten,  abgesehen  vM 
(einigen  hier  nicht  zur  Sprache  zu  bringenden  Nebenreihen,  blos 
drei,  H  (Hansen),  Tr  (Trautschold)  und  T  (Tischer).  Der  Verf.  selbst 
beiheiligte  sich  bei  letzterer  gar  nicht  als  Beobachter,  sondern  be- 
diente nur  den  Apparat  und  notirte  die  Angaben  der  Beobachter, 
was  nicht  hindern  wird,  die  Gesanimtheit  dieser  Versuche,  als  von 
ihm  vertreten,  in  seiner  Abhandlung  registrirt  und  bearbeitet,  kurz 
als  Kstel'sche  zusammenzufassen. 

Die  Versuche  erster  wie  zweiter  Gruppe  theilen  sich  in  sog. 
normale  und  anomale.  Schon  Kollert  nämlich  hatte  bei 
früheren  Versuchen  tlber  den  Zeitsinn*)  Anlass  gefunden,  beiderlei 
nach  dem  verschiedenen  Gange,  welchen  die  ^  darin  nehmen,  W 
unterscheiden,  unser  Verfasser  aber,  dem  sich  nicht  minder  ein  solcher 

*)   Wundl's  »Philos.  Stud.«  I.  78  ir.  (i88l). 
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5hied  sogai-  in  dojjpelk'iii  Sinne  ihirliot,  fand  hoi  niiherer  Unler- 
KYtuns;  des  Gmndes  dieses  Unterschiedes  tlenselben  darin  beruhend, 
die  nomialen  Versuche  contrastfrei.  die  anomalen  hiniiegen 
den  (^.ontrasl  mit  früheren  Versuchen,  welche  tiiit  grösseren 
ier  kleineren  /  angestellt  waren,  heeiullussl  sind,  worauf  unlen  l»ei 
littbeilunj;  der  anomalen  Reihen  zurUckzuküinuien.  Dabei  wird 
ich  zeigen  lassen,  dass  die  anomalen,  trotz  dieses  Einflusses,  hin- 
idillich  unserer  Fragen  wesentlich  zu  denselben  Ei'gebnissen  ftihi'en. 
Hie  normalen. 

^tes  würde  nun  hinreichen,  auf  die  Ver-suchstidtellen  des  Verf. 
wschon  vorliegende  Unterlagen  der  folgenden  Untersuchung  zu  ver- 
reisen und  dadurch  diese  Abhatulhiiig  abzukürzen,  wenn  die  Daten 
er  Taljellen  in  einer  für  die  Ibuintzwecke  unserer  Untersuchung 
pcigneten  Form  und  Zusaniinenslellung  dargeboten  wären;  da  dies 
l>er  nicht  der  Fall  ist,  werden  wir  sie  dcmgemäss  umgestaltet  re- 
XMluciren  müssen.  Es  konunt  niinilich  Folgendes  in  Betracht.  Unter- 
bciden  wir  Gesanim  trci  hen  als  solche,  woran  sich  eine  Mehr- 

Kerschiedener  Beobachter  betheiligen,  und  S  p  e  c  in  1  r c  i  h  e  n  als 
;,  welche,  in  Unterordnung  unter  die  vorigen,  für  die  einzelnen 
chter  insbesondere  gelten,  so  simi  die  Versuclistabellen  des 
ifur  jede  tjcsanunl reihe  in  die  der  Speciatreihen  geglie{lert ;  und 
er  dieser  Ueilien  sind  zu  einer  lleihe  von  /'s  die  zugehörigen 
^,  rf,  und  ./  gegeben;    solern    aber    diese  grossentheils   ein    Mittel 

PIßrer  Bestimmungen  sind,  ist  auch  die  Zahl  dieser  Bestinunungen 
n  liiD/ugefUgt.  Hierzu  konmicn  endlich  noch  die  Abweichungen 
J  der  Tür  die  verschiedenen  Beobachter  gellenden  ./vom  Mittel  ./^, 
crselhen.  und  bei  den  an<)malen  UeiluMi  noch  Werlhe  /,.,  ilereu  Be- 
leutuog  weiterhin  anzugeben  sein  wiril. 

K~iie8e  Einrichtung  der  l'abelten  mag  nun  für  den  Hau[>lzweck 
erf.,  die  Verhaltnisse  der  ./,  welche  unmittelbar  von  den 
Ig,  d^  ahhtingen,  zu  untersuchen,  als  die  geeignetste  erschienen  sein. 
l)a  aber  für  uns  diesem  Zweck  noch  voransteht,  die  Gültigkeit  des 
K^eber'schen  Gesetzes  für  iU^n  Zeitsinn  aus  der  Constanz  der  niill- 

^  Verhaltnissschwelle  v  =  [/  ■-  oder  dem  um  1  verminderten 
Jie  derselben  bei  aufsteigendem  l  nachzuweisen,  diese  Schwelle 
,UDmiltelbar  vielmehr  von  j:,, ,  f,^    als  von    */,  ,  ti^   abhängt,  muss 
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es  auch  für  uns  zweckmässiger  erscheinen,  in  die  Tabellen,  auf  die 
wir  uns  zu  stutzen  haben,  die  t^,  <„  als  die  d^,  d^  aufzunehmeo; 
und  so  wird  dies  auch  im  Folgenden  geschehen,  was  übrigens  oKlit 
hindert,  von  den  t^^  t^  und  zugehörigen  t  nach  den  Gleichungei 
d^  =  t^ —  t  und  d„  =  t  —  <„  auf  die  d^ ,  d^  und  hiermit  auf  die  T*- 
belleneinrichtung  des  Verf.  zurückzukommen'^').  Die  ^  übergehe  idk 
zunächst,  um  später,  wo  ich  meinerseits  auf  die  Verhältnisse  der  J 
eingehe,  deren  Angabe,  so  weit  als  nöthig  schien,  nachzuholen,  and 
gebe  dafür  in  den  Tafeln   der  Mittel  die  aus  den  t^y  t^  folgend« 

v„,  t>„   und  V  —  1    mit   einem  Werthe   p  =  V-'*  =  -r=,   dessen 

wichtige  Bedeutung  als  Correctionsfactor  roher  Werthe   später  (Ab- 
schnitt X.  XI)  erhellen  wird. 

Eine  zweite,  für  unsem  Hauptzweck  wesentliche  Umänderung 
der  Tabelleneinrichtung   des  Verf.  liegt   in   folgendem  Puncte.    An 
sich  hindert  nichts,   sei  es  die  d^,  rf„  oder  Z^,,  i^  durch  die  Rohe 
der  Cs   in  jeder  Specialreihe  eines  Beobachters   besonders  zu  ver- 
folgen ,   und   die  daraus  abzuleitenden  t»   oder  v  —  1    betreffs  ihrw 
Constanz  bei  aufsteigenden  t  besonders  zu  prüfen ;  aber  theils  würde 
die  Durchführung  hiervon  durch  eine  Mehrheit  von  Specialreihen  sehr 
umständlich   sein    und   zu  wenig    übersichtlichen  Resultaten  führen, 
theils  würden  die  zufälligen  Fehler,  die  den  Werlhen  jeder  Special-    | 
reihe   noch   anhaften,   nicht  die  durch  Mittelziehung  mögliche  CoiD'     ] 
pensation  erfahren,  und  man  schliesslich  eine  NebeneinanderstellaQS 
unsicherer  Resultate  erhalten.     Also  ziehe   ich  vor,   aus  den  <„,  ^« 
der  verschiedenen  Beobachter  Mittelwerthe  zu  ziehen,  und  hiernach 
die  zugehörigen  v  oder  v  —  1   zu  bestimmen,  auf  deren  Constanz  b^^ 
verschiedenen  t  sich  die  Prüfung   richtet.     Da  nun   aber  der  Vef*»- 
die  Specialreihen  jeder  Gesammtreihe  in  besonderen  Tabellen  au^ 
führt,   so  fallen  hiermit  deren  t^,  t^  aus  einander,  und  die  Mittel" 
Ziehung  daraus  wird  unbequem.    Also  vereinige  ich  alle  Specialreihef^ 
derselben  Gesammtreihe  in  eine  einzige  Haupttabelle  a)  so,  daßS 


*)  Abgesehen  von  besonderen  Zweckmotiven,  welche  dazu  bestimmen  könnoi, 
vielmehr  die  dß,  (i„  oder  tf,,  t„  in  die  Versuchstabellen  aufzunehmen,  verdient 
letztere,  von  mir  bevorzugte  Aufnahme  jedenralls,  allgemein  gesprochen,  insofern 
den  Vorzug,  als  nicht  die  d^,  d„,  sondern  t^,  t„  direct  aus  den  Yersuchen  her- 
vorgehen, aber  die  dg,  d^  erst  als  1^—1  und  t  — 1„  daraus  folgen. 
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:die  filr  die  verschiedenen  Beobachlor  t^eltonden  Werlhe  /^^,  /„,  welche 
kleniselben  /  zngehören,  unter  einander  zu  stehen  kommen,  was  eine 
leichte  Sunimiriini,'  und  Mitlelziehuna;  daraus  gestattet.  Hier  und  da 
fehlen  aber  Beohachtun.i^cn  dieses  oder  jenes  BeobaolUers  für  dieses 
oder  jenes  /,  wo  dann  die  Lücke  durch  einen  blossen  Strich  von 
mir  ausgefüllt  wird. 

Die  kleinen  Ziffern  über  den  Zahlen  der  i„  in  der  Haupttabelle  a) 
bedeuten  die  Zahl  der  Beslinmiungen,  das  n ,  aus  welchem  die  An- 
gabe des  beireffenden  Beobachters  fUr  dieses  t,^  gewonnen  ist.  Das- 
selbe w,  was  für  („  gilt,  gilt  dann  auch  stets  für  das  in  Zusainnien- 
Uaug  damit  beobachtete  /,^  und  die  aus  beiden  abzuleitenden  Werlhe, 
ohne  nocb  besonders  angegeben  zu  sein. 

Kürze  halber  führe  ich  die  hier  vorzuführenden  Gesamnitreihen 
als  No.  1,  No.  2  u.  s.  w.  auf  unter  Vervv^eisung  auf  die  römischen 
Nurnmcrn  der  OriginaUabellen,  aus  denen  sie  abgeleitet  sind.  Voran 
sieht  unter  jeder  Nummer  die  Haupttabelle  a),  welche  als  Wieder- 
gabe der  von  den  einzelnen  Beobachtern  direct  beobachteten  Werthe 
iingesehcn  werden  kann ;  dann  folgen  unter  b)  c)  eine  oder  zwei 
Tabellen  der  aus  der  Tabelle  a)  abgeleiteten  Tabellen  der  Älillel. 

Die  Tabellen  der  Mittel  gebe  ich  sei  es  für  alle  Beobachter 
lind  alle  <'s,  die  in  der  Gesammtreihe  vorkommen,  wenn  alle 
plfecialreihen  der  Gesammtreihe  lückenlos  bezüglich  der  /'s  sind,  oder 
nur  für  den  Theil  der  Beobachter  und  Ts,  bezüglich  deren  sich  keine 
Lücken  finden ,  wo  vielmehr  zu  allen  in  Betracht  zu  nehmenden 
fs  auch  Daten  von  allen  in  Betracht  zu  nehmenden  Beobachtern 
Torliegcn,  um  nicht  unvergleichbare  Millel  für  die  verschiedenen  l's 
JEU  erhallen.  Der  Verf,  freilich  verfahrt  in  dieser  Beziehung  anders 
und  zieht  überhaupt,  wie  auch  schon  früher  Kollert,  die  Mittel  in 
anderer  Weise  als  von  mir  geschieht,  einer  Weise,  die  meines  Rr- 
Ifiichlens  nur  gerechtfertigt  sein  würde,  wenn  alle  Beobachter,  aus 
[deren  Datis  die  Mittel  zu  ziehen,  dieselbe  Untenschiedsempfindliclikeit, 
liiennit,  abgesehen  von  ZurJlIigkciten,  dasselbe  rf„,  (/„  hiltten,  was 
l^ich  doch  nach  den  Ergebnissen  des  folgenden  Abschnittes  sehr 
nders  verhüll.  Hierauf  wird  im  VI.  Abschnitt  noch  besonders  zu- 
ckzukommen sein. 

Aus  den  Tabellen  der  Mittel  kann  man  sich  nun  schon  vorliiufig 
berzeugen,  ob  die,  den  verschiedenen  /  zugehörigen  i'  —  I    der  vom 

2» 
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Weber'schen   Gesetze    geforderten   CoDstanz  so  weit  entsprechen, 
dass  die  Abweichungen  davon  auf  einen  Rest  unausgeglichener  Zo- 
fUliigkeilen  geschoben  werden  können.     Im  Abschnitt  YIII  aber  wird 
noch  eine  besondere  Zusammenstellung  der  Ergebnisse  der  verschie- 
denen  Reihen   in   dieser  Beziehung  gegeben   und   auf  ErörteningeD 
darüber  eingegangen  werden ;  indess  die  Verhältnisse  der  p  auf  GruDd 
der  folgenden  Mitteltabelle  in  einem  anderen  Abschnitt  (X)  besprocheo 
werden  sollen. 

Von  den,   in  der  Abhandlung  des  Verf.  mit  römischen  Ziffern 
bezeichneten  Versuchstabellen  sind  folgends  die  klein^en  Tabellen  IX, 
XVIII,  XIX  und  die  grösseren  X,  XI  unberücksichtigt  geblieben,  die 
ersten  drei,  weil  sie  blos  zu  ergänzenden  oder  Nebenbestimmungeo 
dienen,   auf  die  für  uns  kein  Anlass  sein  wird,   besonderen  Rück- 
bezug zu  nehmen,  letztere  zwei  (anomal),  weil  sie  für  die  einzelnen 
Beobachter  zu  lückenhaft  sind,  und  fraglich,  ob  zu  •<[  oder  ]>  ge- 
hörig.    Die   übrigen,   von   mir   folgends  nur  in  anderer  Form  re^ 
producirten  Tabellen  des  Verf.  aber  gewahren   schon   für  sich  dn 
reiches  Untersuchungsmaterial   bezüglich   unserer  Fragen,   indem  sie 
sich  theils  auf  Reihen  erster,   theils  zweiter  Gruppe,   also  mit  und 
ohne  Zwischen-d,  theils  auf  normale,  theils  anomale  Reihen,  also  ohne 
und   mit  Contrasteinfluss,   beziehen.     Sie   gehen   von    <  =  1,5  bis 
t  =  8,0    und   gewähren,   wie  man  sehen  wird,   in  dieser  grossen  ,| 
Ausdehnung  eine  zufriedenstellende  Bewährung  des  Weber'schen  Ge*  ] 
setzes  und  einen  genügenden  Anhalt,  die  Periodicitätsfrage  zu  unter-' 
suchen.     Inzwischen  lassen  die   früheren   KoU erloschen  Versuche, 
in  den  »Philos.  Slud.«  I.  1881,  p.  82  ff.,  mit  Hauptzeiten  von  t  =  0,i 
bis   1,2   oder   1,3,   allerdings   an   eine   für  sehr  kleine  Hauptzeiten 
stattfindende  untere  Abweichung  vom  Weber'schen  Gesetze  denke«, 
wofür  auch  frühere  Versuche  von  Mach  und  Vierordt  sprechet 
und   so   sind  die   dahin  gehörigen    Kollert'schen  Reihen   fo^en^ 
nach  den  Estel'schen  mit  aufgenommen.     Sie  sind  wesentlich  na<^ 
demselben  Verfahren  als  die   Estel'schen   erster  Gruppe,   also  H^ 
Zwischen  -  (^  =  (,   theils   normal,   theils  anomal,   unter  Beiheiliguflf 
von  sechs  Beobachtern  dabei,  angestellt.     Diese  Versuche  sind  zwar 
schon   in  »Revis.«  p.  422   von  mir  berücksichtigt,  aber  damals  niodi 
nach  den  von  Kollert  selbst  gezogenen  Mittelzahlen. 
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Diese  Tabelle  ist,  wie  man  sofort  aus  den  vielen  —  übersieht, 
sehr  lückenhaft,  was  ihre  Verwerthung  zu  Mittellabellen  sehr  eiiv- 
schrilnkt.  Bios  E  (Eslel)  hat  bei  allen  11  fs  beobachtet,  demnächst 
folgt  We  (Wendel),  der  blos  bei  /=rü,7,  i.O,  5,5  Beobachtungen 
vemiissen  Uisst.  Also  gebe  ich  unter  b)  eine  Mittellabelle  für  VVe 
und  E  bezuglich  auf  die  8  fs,  die  ihnen  gemeinsam  sind;  und  unter 
c)  eine  zweite  Milteltabclle  für  S  und  W  bezüglich  der  5  ('s,  die 
ihnen  gemeinsam  sind. 


h)  Mittel  für  We  und  E. 


c)  Mittel  ftir  S  nnd  W. 
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1,1636 

0,0862 

1.0713 
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1,7250 

0750 

1594 

1164 

Ü385 

2,75 

2,7901 

2,3703 

0146 

1602 

0850 

0694 

2,85 

2,9562 

2,3182 

0373 

2294 

1293 

0887 

3,0 

3,0917 

2,5167 

0306 

1920 

1084 

0755 

3,7 

3,8452 

3,0700 

0393 

2052 

1192 

0769 

6,0 

6,1405 

5,0201 

0234 

1952 

1060 

0807 

8,0 

8,2025 

6,6129 

0233 

2098 

1132 

0862 

30,1 

i 
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t 

t. 

t. 

*>e 

t"« 

v-^i 

P 

1,8 

1,8458 

1,5650 

1,0254 

1,1502 

0,0860 

1,0591 

2,75 

2,8532 

2,2686 

0376 

2122 

121 S 

0809  1 

3,7 

3,8490 

3,0701 

0403 

2052 

1197 

0763  ' 

5,5 

5,5687 

4,6288 

0126 

1882 

0969 

0833 

6,0 

6,0945 

5,1159 

01.58 

1728 

0915 

0745 

19,75 

i 
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No.  2.     XII.  XIII.  XIV.  p.  52.  53,    normal,    ohne  d, 
3  Beobachter,  H,  Tr,  T,   l  =  1,5  bis  5,0. 

a)  liaupltabelle. 
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1,5 

*.o 

ä,J5 

i,& 

9,0 

3.5 

8^75           *.0            4.5 

5,0 
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4 
1,583 

4 

f,596 

3 
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10 
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7 
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s 
2,350 
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i 

2,676 

3,100 

3,237 
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3 
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5,073 
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1,3*2 
«,288 
4,311 

1,785 
1,764 
1,72t 

2,067 
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2,225 
2,150 
2,150 

2,700 
2,500 
2,575 

2,900 
2,940 
3,033 

3,175 
3,150 

3,520 
3,435 
3,375 

4,025 
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4,225 
3,950 

21,5 


b)  Mittel  fiir  H,  Tr,  T. 


,     ( 

lo 

(.. 

'« 

v„ 

i'—  1 

P 

^  1,5 
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3,5 

3,6700 
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0496 
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4,0 

4,1790 

3,4433 

0447 

1617 

1017 
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5,2000 

4,1583 

0400 

2024 

1183 

0753 

3.    Anomale  Reihen.    XV.  XVI.  X^II.  p.  53.  5i,  ohne  d, 
feselben    drei   Beobachter   H,   Tr,    T    aU    unter   No.   2. 

/  r=  1,5  bis  5,0. 

Während  die  vorigen  Reilien  sog.  normale  waren,  sind  die  fol- 
gentlt'n  sog.  anomale.  Ueber  den  Unteriscliied  beider  aber  ist  Fol- 
jn^Dttes  vorauszuschicken. 

Beiuerktermassen  Führt  der  Verf.  den  Unlcrechied  der  anomalen 
lii'ihen  von  den  normalen  dtirauf  zurück,  dass  die  crsteren  durch 
eine  (Kontrastwirkung  beeintlusst  sind,  welche  sich  von  früheren  Ver- 
wehen mit  einem  r,  dass  der  Verf.  als  t^.  bezeichnet,  auf  die  splitercn 


Si 
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erstreckt,  die  anderen  nicht.  Bei  den  ersten,  den  anomale 
Reihen  aber  kann  man  zweierlei  Fälle  unterscheiden,  erstens,  wc 
die  t  und  /,^  sowie  t  und  /„,  welche  als  Elemente  der  anormalen 
Reihen  auftreten,  durch  den  Conlrast  mit  einem  ihnen  vorangehendeo 
kleineren  Werlhe  l^  beeinflussl  sind,  und  dadurch  im  AlIgeineioen_ 
für  die  Auffassung  vergrössert  erscheinen;  zweitens,  wo  die 
treffenden  t  und  i^^,  t  und  l^  durch  den  C.ontrast  mit  einem  ihnen 
vorant^ehenden  grösseren  (^  hceindusst  sind  und  dadurch  im  All- 
gemeinen für  die  Auffassung  verkleinert  erscheinen,  ein  Unter- 
schied, der  mitbringt,  und  damit  selbst  den  empirischen  Beweis  d 
Contrasl Wirkung  liefert,  dass  die  t^^  so  wie  ^„,  welche  unter  d 
ersten  Fall  Irelen,  im  Allgemeinen  grösser  sind  als  die  ihnen  ent- 
sprechenden, welche  unter  den  zweiten  Fall  treten.  In  Ausnahme- 
Pckllen  findet  freilich  auch  das  Umgekehrte  statt,  was  man  dann  a 
Fälle  scheinbar  umgekehrten  Contrastes  ansehen  kann,  die  unstreitig 
von  zufälligen  Nebenunistiinden  bedingt  sind. 

Da  sowohl  l  als  l'  (sei  es  als  l^  oder  /J  durch  den  Contra; 
mit  dem  vorgüugigen  f^.^  mag  dies  grösser  oder  kleiner  als  bei 
sein,  in  gleicher  Richtung  betroffen  werden,  so  eliminirl  si 
für  die  Auffassung  die  GontrasLwirkung,  in  so  weit  man  a 
nehmen  kann,  dass  der  Conlrast  auf  l  und  t'  in  der  Art  gleich  stark 
wirkt,  dass  sie  für  die  Auffassung  in  gleichem  VcrhtUlniss  dadurch 
verilnderl  werden,  und  die  Contrastwirkimg  würde  daher  gar  nicht 
zum  Vorschein  kommen,  wenn  nicht  t  iiusserlich  gegeben  und  inso- 
fern üusserlich  durch  den  Contrasl  unantastbar  bliebe,  indess  /'  na 
der  vergrösserten  oder  verkleinerten  Auffassung  von  t  grösser  od 
kleiner  gemacht  wird.  Nun  besteht  allerdings  die  Voraussetzung, 
dass  der  Contrasl  im  angegebenen  Sinne  gleich  stark  auf  t  und 
wirkt,  für  jedes  einzelne  t  nicht  streng,  weil  /  und  t\  wenn  auch 
gleicher  Richtung  von  l^  abstehend,  doch  nicht  in  gleichem  Zeit-  i 
WerthverhiUtnisse  davon  abstehen.  Aber  gesetzt,  der  Verhältnisse 
unterschied  in  dieser  Hinsicht  schwankte  doch  für  die  verschie- 
denen f's  nicht  stark  und  sei  an  sich  vcrhällnissmassig  nicht  groi 
gegen  den  mittleren  Abstand,  so  können  die  davon  abhangig 
Schwankungen  im  Wcrthe  -f  sowie  -,  d.  i.  v^  und  t',^,  und  mithin 
im  Werthe  v  =  Vv^Vj^  recht  wohl  merklich  in  den  zufEllligen  Ab- 
weichungen von  einer  vollkommenen  Constanz  der  v  und  v  —  1   mit 


h 


i 
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aufgehen,  die  wir  uns  bei  Aenderung  von  t  uberhau])!  gt'fallcn  lassen 
müssen.  Wenigstens  erläutere  ich  mir  selbst  so  die  MOglicIikeit,  die 
Contraslreihen  nicht  minder  als  die  contrastfreien  Reihen  zur  Prüfung 
des  Weber'schen  Gesetzes  zu  benutzen;  denn  der  Verf.  selbst  ist 
nicht  auf  eine  Erörterung  darüber  eingegangen. 

Möchte  nun  aber  die  vorige  Auffassung  und  Theorie  der  dm- 
Irastvvirkungen  in  den  anoaialen  Reihen  noch  etwas  zu  wünschen 
übrig  lassen,  was  wegen  UnzuIängUchkeil  der  vom  Verf.  in  dieser 
Hinsicht  gegebenen  Anhaltspunkte  (s.  Absciin.  VII)  wohl  möglich  ist, 
so  erweist  sich  jedenfalls  die  Thalsachc,  auf  die  es  uns  ankommt, 
durch  die  Erfahrung  selbst,    sofeni   sich    die   nur  noch  wenig  durch 


Zufälligkeiten 


gestörte   Constanz    der    v  —  1    bei    aufsteigendem  t   in 


'  «e 


den  anomalen  Reihen  in  ganz  entsprechender  Weise,  als  in  den 
normalen  wiederfmdcl,  wenn  man  nur  ebenso  hier  wie  da  das  Seine 
Ihut»  die  ZufUlligkeitcn  so  weit  als  möglich  auszugleichen,  da 
ja  bemerklermassen  nicht  ganz  geschehen  kann. 
Unterscheide  ich  niin  folgends  die  Reihen,  wo  den  zusammen- 
gehörigen /,  t„,  („  ein  kleineres  t^.  vorangeht,  nnd  die,  wo  ihnen 
ein  grösseres  vorangeht,  beziehentlich  durch  <^  und  ]]>,  so  er- 
giebl  sich  aus  den  Tabellen  der  anomalen  Reihen  XV,  XVI.  XVlt 
des  Verf.  (zweiter  Gruppe)  für  jeden  der  drei  Beobachter  eine 
Reihe  <^  und  eine  Reihe  ^,  im  Ganzen  also  sechs  Specialreihen, 
mit  den,  in  den  nachfolgenden  MilteltabcUen  verzeichneten  Werlhen 
V — 1  für  die  aufsteigenden  t.  Da  aber  bei  manchen  ('s  in  manchen 
Reihen  statt  blos  eines  kleineren  oder  e  i  u  e  s  grösseren  l^  deren 
mehrere  vorangegangen  sind,  wuzu  verschiedene  v  —  I  gehören,  so 
sind  in  den  folgenden  Mitteltabellen  die  Mittel  davon  mit  Rücksicht 
auf  die  «  angegeben,  wie  nachher  an  einem  Beispiel  noch  bestinmiler 
erlituterl  werden  wird. 
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a)  Hanpttabelle. 


( 

1,5 

2.0 

2.25 

2.5 

8,0 

3,5      1      4,0 

4,5 

s,ii 

<to- 

H 

Tr 

T 

— 

4 

2,073 

3 

2,425 
2,133 

3 

2,336 

5 

2,370 

4 
2,600 

6 

2,644 

5 

2,630 

11 
3,436 

9 

3,432 

0 

3,470 

8 

3,584 

« 
3,647 

7 

3,622 

7 

4,400 

5 

4,408 

4 

4,488 

2 

4,600 

1 

5,300 

1 
5,100 

<tu- 

11 

Tr 

T 

— 

1,834 
1,694 
4,700 

1,984 
4,860 

2,200 
2,433 
2,445 

2,636 
2,542 
2,550 

3,056 
2,958 
2,993 

3,464 
3,325 
3,337 

3,875 

4,300 
i,300 

>to- 

U 

Tr 

T 

1 
4,566 

8 

2,400 

s 
2,247 

2,183 

8 

2,366 

5 

2,480 

4 

2,604 

7 

2,681 

5 
2,680 

4 

3,075 

5 

3,250 

8 

3,450 

4 
3,643 

4 

3,747 

3 

3,747 

2 

4,450 

s 
4,283 

4,275 

1 
4,525 

5,400 

>iu^ 

H 

Tr 

T 

4,334 

4,833 
4,800 
1,734 

2,076 
2,030 

2,259 
2,236 
2,490 

2,725 

2,717 
2,683 

3,060 
2,950 
2,867 

3,550 
3,367 
3,600 

3,975 

4,550 

b)  Mittel  Ton  H,  Tr,  T  für  <  und  >  besonders. 

< 


t 

«0 

iu 

«0 

»« 

»  —  1 

P 

2,0 

2,110 

1,744 

4,0550 

4,4484 

0,4009 

4,0432 

2,5 

2,624 

2,449 

0496 

4633 

4050 

0528 

3,0 

3,146 

2,566 

0487 

4691 

4073 

0559 

3,5 

3,607 

3,002 

0306 

4659 

4088 

0637 

4,0 

4,432 

3,375 

0330 

4852 

4065 

0744 

45,0 
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1*  — 

«0 

'„ 

•'<, 

t'u 

t'  —  i 

/' 

^M 

2,<67 

1,795 

1,0835 

1,<U2 

0,0987 

1,0141 

F«.5 

2,655 

2,228 

0620 

1221 

0917 

0279 

,3,0 

3,158 

2,708 

0527 

1078 

0798 

0259 

P^.s 

.3,682 

2,959 

0520 

1829 

1027 

0604 

■^M     ' 

4,236 

:i,506 

0590 

140Ü 

09112 

0379 

15,0 

^nliD  die  OrigioaUaheilon  des  Verf.  fUr  dio  anoinabn  Reihen  zugleich 
Brder  AbleiluDgswc'ise  der  Noria;cn  Tabcltcn  daraus  etwas  bestinimler  zu 
prläulero,  beziehe  ich  mich  iieispielswetse  auf  den  Anfang;  der  Hansen'sfhoa 
Origiaallabelle  XV  welcher  lautet: 

fl.öO 

2,00  U,00 

(4,50 

Öem  Hauplwerthe  l  =  2,00   sind  hiernach  die  Werlhe  /,.  ^  1,öO  ,   =  4,00, 

»4,50  vorausgei^Hiijien ,  welche  einen  Conlrasl  darnil  und  mit  den  zu- 
Örigen  f  bedingen.  Da  das  erste  l^.  kleiner,  die  beiden  anderen  grösser 
»Is  I  sind,  so  haben  wir  ftlr  den  ersten  Fall  ein  i,  welches  in  die  Reihe  <C 
gthftrt,  indess  die  beiden  anderen  in  die  Reihe  >  gehören.  U?n  nun  zuerst 
'«.  'm  tür  <C  zu  erhallen,  haben  wir  /^  =  /  +  (/„=  2,073,  und  /„  =  '~''« 
=  1,834.  Für  >  haben  wir  zwei  Werthe  t,.  und  mithin  t^  und  /„  für 
jedec  besonders  zu  besliinminen.     Das  gicbt  entsprechend  als  so  eben 

bei  /,  =  5,5 


rf<,+ 

d„- 

n 

0,073 

0,166 

4 

0,125 

0,200 

2 

0,050 

0,100 

1 

bei  tc=^ 


2,125 

1.800 


2,050 
1 .900 


aus  beiden  Bestimmungen  das  Mittel  mit  Rücksicht  auf  die,  in  dor 
|>ttabelle  beigefügten  «  =^  2  und  1   zu  erhalten,  haben  wir  zu  setzen: 

f,  =  ^:i^l^^±^iMM  =  2,1000 

<,  =  ^liii2i±lli^°  =  1,8337. 

die  in  der  Tabelle  ftlr  /„ ,  i,^  bei  II  angegebenen  Werlhe. 
)er  Werth  /^  in  obiger  Wiedergabe  des  Anfangs  der  Origtnaltabelle  ist 
Ün  Verf.  mit  einer  eckigen  Klammer  behaftet,  um  damit  zu  bezeichnen, 
ass  er  dem  Falle  verkehrter  Conlraslwirkung  angehört,  wovon  oben  die 
ed«  war.  Nun  könnte  man  meinen,  solche  Fülle  mU.sslen  von  der  fie-> 
chnung   überhaupt  ausgeschlossen   werden,    was    ducli    meines   Erachtens 
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untriftig  wäre,  da  sie  unstreitig  auf  unberechenbaren  zufälligen  Neben- 
umständen  beruhen,  die  man  auch  bei  den  Conlrastwirkungen  im  ricbiigea 
Sinne  nicht  ausschliessen  kann,  sondern  nur  bestmöglichst  durch  ZusammeB- 
nahme  vieler  Fälle  möglichst  unschädlich  zu  machen  suchen  muss. 


No.  4.     Nach    Kollert's  Abhandlung    p.  82.    83,    normal, 
mit    d=t,    4   Beobachter,   W    (Wundt),   S    (S.chmerler), 
L  (Laniprecht),   M    (Modrach),   f  =  0,4  bis  1,2. 

Ausser  den   genannten  vier  Beobachtern   betheüigten  sich  noch 
zwei  andere,  H  (Hermann)  und  T  (Tischer)  an  den  hierher  gehörigen 
Versuchen,  aber  nach  der  Bemerkung  des  Verf.  im  Ganzen  nur  spar- 
sam, daher  ich  mich  behufs  der  nachherigen  Mittelziehung  in  folgender 
Tabelle  auf  die  Daten  der  anderen,  d.  i.  der  obigen  vier,  Beobachter, 
beschränke.     Auch   lasse  ich  das  höchste  <,  d.  i.  1,5,   bei  welchem 
beobachtet  worden  ist,  in  der  Tabelle  aus,  theils  weil  hierbei  Beob- 
achtungen  seitens   W   und   M   fehlen,    theils   weil    Kollert  selbst 
(p.  84)  die  von  S  und  L  dabei  erhaltenen  Werthe  verdächtigt.  —  Man 
kann  übrigens  bemerken,  dass  von  den  hier  mit  zugezogenen  Beob- 
achtern Kollert's  zwei,  d.  i.  Wundt  und  Schmerler,  auch  bei 
den  E  s  t  e  1  'sehen  Versuchen  No.  \  betheiligt  sind.    Gewichtszahlen  f* 
fehlen. 


a)  Hanpttabelle. 

( 

0,4 

0,5                   0,7 

0.8 

«,0 

*,* 

fW 

0,506 

0,606 

0,757 

0,875 

4,085 

4,266 

s 

479 

596 

746 

860 

4,030 

1,289 

'o    ^ 

L 

497 

612 

759 

838 

4,064 

4,298 

470 

585 

753 

849 

4,036 

1,243 

rw 

0,377 

0,447 

0,657 

0,728 

0,899 

0,986 

i 

s 

392 

463 

666 

748 

947 

1,044 

'm 

L 

363 

463 

637 

•707 

876 

0,997 

M 

398 

480 

674 

725 

947 

1,036 
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b)  Mittel  fBr  W,  S,  L,  M. 


( 

to 

tu 

t'o 

Vu 

v—i 

P 

0,4 

0,4880 

0,3825 

1,2200 

1.0458 

0,1295 

0,9259 

0,5 

0,5998 

0,4632 

4996 

0794 

1380 

0,9486 

0,7 

0,7538 

0,6577 

0769 

0643 

0706 

0,9942 

0,8 

0,8608 

0,7270 

0760 

1004 

0882 

1,0113 

<,o 

1,0530 

0,9022 

0530 

1084 

0802 

1,0260 

<,2 

4,2740 

4,0083 

0617 

1901 

1241 

1,0588 

0.5.     Nach   Kollert's  Abhandlung  p.  87,   anomal,   frag- 
ich  ob   <^oder^,   mit   d  =  t,    Beobachter   wie   unter 
No.  4,   tz=  0,4  bis  1,2. 
a)  Hanpttabelle. 


t 

0,* 

0,5 

0,7 

0,8 

1.0 

«.2 

'o 

w 

s 

L 
M 

0,454 
448 
454 
448 

0,563 
542 
563 
550 

0,822 
767 
818 
856 

0,875 
894 
877 

1,106 
1,077 
1,166 
1,086 

1,355 

'u 

W 

s 

M 

0,358 
347 
338 
368 

0,461 
479 
448 
463 

0,655 
679 
650 
650 

0,766 

737 
775 

0,894 
923 
894 
914 

1,046 

Bei  der  Mittelziehung  wird  t  =  0,8   und  =1,2   bei  Seite  ge- 
assen,  weil  nicht  alle  Beobachter  dabei  betheiligt  sind. 


b)  Mittel  für  W,  S,  L,  M. 


l 

to 

tu 

Vo 

v« 

v—i 

P 

0,4 

0,4510 

0,3528 

1,1252 

1,1338 

0,1307 

1,0028 

0,5 

0,5545 

4628 

1090 

0804 

0946 

0,9870 

0,1 

0,8158 

6585 

1654 

0630 

1130 

0,9551 

<,o 

1,09.33 

9063 

0933 

1034 

0984 

1,0046 

30  G.  Th.  Fechner, 

V.   Nachweis  von  Verschiedenheiten  der  Unterschieds- 
empfindlichkeit bei  den  verschiedenen  Beobachtern. 

Von  vornherein  durfte  man  es  ziemlich  selbstverständlich  finden, 
dass  die  verschiedenen  Beobachter,  welche  sich  bei  den  Versuchen 
des  Verf.  betheiligt  haben,  in  dem  Grade  der  Unterschiedsempfind- 
lichkeit,  mithin  auch  den  Werthen,  welche  zum  Masse  derseibai 
dienen,  nicht  Übereingestimmt  haben;  und  es  würde  also  kein  Interesse 
haben,  noch  einen  besonderen  empirischen  Nachweis  daftir  zu  führen, 
wenn  nicht  die  Rücksicht  auf  diese  Verschiedenheit  eiben  Einfluss 
auf  die  Mittelbestimmung  aus  den  Datis  der  verschiedenen  Beobachte 
mitführte ,  den  ich  vom  Verf.  nicht  berücksichtigt  finde ,  worauf  im 
folgenden  Abschnitte  einzugehen;  indess  es  sich  hier  nur  um  den 
thatsächlichen  Nachweis  der,  zwischen  manchen  Beobachtern  in  der 
That  nicht  unerheblichen,  Verschiedenheit  in  betreffender  Hinsicbt 
handeln  wird. 

Wir  werden  die  Unterschiedsempfindlichkeit  zweier  oder  mehrerer 
Beobachter  für  gleich  oder  ungleich  zu  nehmen  haben,  je  nachdem 
ihre  Unterschiedsschwellen  d^,  d„   für  dieselben  fs  bei  vergleichbar 
gehaltenen  Versuchen  und  möglichster  Ausgleichung  von  Zufälligkeitea 
gleich  oder  ungleich  ausfallen.     Um  aber  letzteren  Zweck  möglichst 
zu  erreichen,  werden  wir  den  Vergleich  nicht  blos  für  das  eine  oder 
andere  l  vorzunehmen,  sondern  auf  die  ganze  Anzahl  der  fs  zu  er- 
strecken haben,    welche  den   betreffenden  Beobachtern   gemeinsam 
und   demnach   in  Abschn.  IV  zur  Bildung  der  Tabelle   ihrer  Mittel 
benutzt  worden  sind.    Ich  gebe  nun  folgends  die  so  zu  erhaltenden 
Summen,  resp.  yd^j  ^d^^,  für  die  verschiedenen  Reihen,  die  uns 
hier  zu  beschäftigen  haben,   mit  den  Summen   der  t  =  St^   wozu 
die  -S'rfp,  ^'rf„  gehören,  wie  auch,  wegen  späterer  Beziehung  darauf, 
den  Summen  1"J=^  — --^ ^.     Da  in  unseren  Tabellen  (Abschn.  IV) 

statt  der  d^,  d„  die  <<,»  K  ^^^  ^^^  ^S'  wozu  sie  gehören,  gegeben 
sind,  so  mag  erinnert  werden,  dass  sich  die  Summen,  um  die  es  sich 
hier  handelt,  daraus  nach  den  Gleichungen  finden 

Die   folgenden  Verweisungen   beziehen   sich   auf  die   Nummern 
und  Buchstaben  des  Abschn.  IV. 
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Sd,, 

id„ 

i^ 

£t 

/We 

^,0350 

5,0176 

—  1,9913 

\      30,10 
}      19.75 

a    normal 

{w 

0,7669 
0,4783 

4,7237 
2,7601 

—  1,9782 

—  1,1409 

0,4441 

3,4431 

—  1,4995 

1        n^ 

n,758 

2,728 

—  0,985 

a)  normal   Tr 

1,077 

3,198 

-1,tlfi| 

21,5 

T 

1,430 

3,382 

—  0,976 

'                   i« 

0,490 

1,184 

—  0,341 

vTr 
<  anomal   ^ 

0,623 

2,3R1 

—  0,879 

0,747 
0,542 

2,305 
1,573 

—  0,779 

—  0,516 

15,0 

^  anomal    Tr 

1,148 

1,930 

—  0,391 

<,00S 

1,926 

— 0,46i 

[S 

0,400 

0,400 

0,000 

a]  norm.-il 

w 

495 

486 

506 
557 

—  0,006 

—  0,036 

4,6 

u 

356 

371 

—  0,008 

L      ' 

0,234 

0,172 

H-0,031 

■^normal'' 

395 
399 

232 
270 

4-0,082 
-f0,065 

4,6 

1 

\M 

340 

205 

4-0,068 

MUrlich  kann  man  nichl  erwarten,  dass  in  der  Sttmmirung  der 

verschiedener  Heübachler  für  eine  boschrünkle  Anzalil  von  f 

iltigcn  Abweichungen    zwischen    ihnen    schon    vollständig 

licheD  sind,  wohl  aber,  dass  es  so  weit  der  Fall  ist,  um  starke 

liede  zwischen  ihren    ^d^,  ^'J^    nicht  mehr   blos    auf  un- 

ichene  Zufälligkeiten    schieben    zu   können;    es  kommen  aber, 

m  aus  voriger  Tabelle  sieht,   Unterschiede  vom  Einfachen  bis 

Doppelle  (No.  2.  a    und   No.  3-  a)  ^)   vor.     Um  so  weniger 

geschehen  können,    wenn  wir  sehen,   dass,  abgesehen  von 

»en   Ausnahmen,    die   Unterschiede   für   dieselben    Beobachter 

rschiedenen    Versuchsumsländen    dieselbe    Rieh  tu  Dg,    wenn 

icht   dasselbe   Grössenverhältniss ,    behalten.      So    sehen    wir 

(Hansen)    zu    ^d^   T    (Tischer)    in   der   normalen    Reihe 

l)   im  Verhaltniss    0,758:1,430;    in  der   anomalen   No.  3. 
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a)>  im  Verhältniss  0,542:1,005;  und  in  No.  3.  <  im  Verhält 
0,490:0,747  stehen.  Ferner  finden  wir  das  Veriiältniss  zwisc 
S  (Schmerler)  und  W  (Wundt)  in  der  normalen  Kollert'sc 
Reihe  No.  4.  a)  wie  0,400:0,495,  in  der  anomalen  Kolle 
sehen  Reihe  No.  5.  b)  wie  0,234  : 0,395  ;  und  nur  in  der  norma 
Estel'schen  Reihe  No.  1.  a)  weicht  das  Verhältniss  rwis( 
denselben  Beobachtern  S  und  W,  d.  i.  0,4783 : 0,4441  in  der  R 
tung  von  den  vorigen  ab.  Endhch  stimmen  auch  die  Untersch 
zwischen  den  d„  der  verschiedenen  Beobachter,  abgesehen  von 
paar  schwachen  Ausnahmen  bei  sich  nahe  stehenden  Summen,  üb 
in  der  Richtung  mit  den  ^d„  uberein. 

Vergleicht  man  die  Summen  -S'd,,,  ^d^  mit  den  zugehör 
Summen  ^'J  =  -  "  a"  ^ »  so  kann  man  bemerken,  dass  die  e 
ren  zwischen  verschiedenen  Beobachtern  sehr  stark  differiren  kön 
wahrend  die  letzteren  sehr  wenig  difleriren  (so  z.  B.  No.  1 .  b),  N 
a)  ]»;  daher  man  nicht  Reihen,  welche  ganz  oder  theilweise 
verschiedenen  Beobachtern  gewonnen  sind,  deshalb  für  vergleic 
halten  und  bei  Prüfung  des  Weber'schen  Gesetzes  zur  Ergän 
von  einander  benutzen  kann,  wie  der  Verf.  in  der  Tabelle  XX  { 
thut,  weil  er  nach  einer,  übrigens  sehr  unbestimmten,  Vergleic 
(p.  43)  keine  wesentliche  Abweichung  zvvischen  den  auf  dies( 
f's  bezogenen  J's  der  beiderlei  Reihen  glaubt  annehmen  zu  di) 
Auch  ist  es  ja  abgesehen  von  directen  Versuchsresultaten  an 
natürlich,  dass  eine  gleiche  Differenz  d^  —  d„  für  zwei  Bcoba 
noch  gar  nichts  für  eine  Gleichheit  der  absoluten  Werthe  d^ 
bei  Beiden  beweist.  So  giebt  d^=10;  rf„=  1  dieselbe 
renz  9,  als  die  so  viel  grösseren  Werthe   dj,=  100,   d^=  91 

Man   kann  gegen  den  zulänglichen  Vergleich  der  Unterset 
«mipfindlichkeit  der  verschiedenen  Beobachter  nach  den   JSdg, 
einwenden,   dass  die   d^,   d^  im   Grunde   noch   rohe  Werthe 
welche  kein  Mass  der   wahren  Unterschiedsempfindlichkeit  g 
wie  ich  S.  15  bemerkte  und  später  weiter  verfolgen  werde, 
iriwifern    es    hier   nicht   darauf   ankommt,    die    reine   Unterscl 
'-iiipfindlichkeit  bei  verschiedenen  Beobachtern  vergleichend  zu 
>*<*»i,   Kondem  blos  nachzuweisen,  dass  überhaupt  erhebliche  \ 
miUUuU;   dazwischen  bestehen,   welche  bei  der  Mittelziehung  z 
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ftirksichtigen  sind,  kann  man  sich  allürdings  iitich  <m  den  Vergleich 
ler  rohen  Werthe  halten,  wenn  sie  nur  iintei-  vergleichbaren  üm- 
tamlcn  für  <lio  verschiedenen  Benhachler  erhallen  wfM'den  und  hei 
gemeinsamer  Ahantlenmg  der  llinsliinde  für  sie  (he  Hiihtung  des 
Culei-schiedes  dieselbe  bleibt. 

Nun  hindert  aber  auch  nichts,   da  in  tler  millk'ren  VerhJiltniss- 
schwellc  r  der  Fehler,   welclier  den  </,, ,  (^^^    noch  anhaflet,  eliminirt 

isL,  wie  später  zu  zeigen,  uns  hieran  oder  an  v  —  1    anstatt  an  die 
Hnch  rohen  Masse    d^y   </„    der  Unterschiedsschwelle  zu  halten,    und 
Verhielt  ich  als  mittlere  Werthe  v —  1    (nach  Verfahren  ^^  <les  fnlgen- 

den  Abschnittes)   für  «lieselbeu  /'s,   für  welche  oben  die    —'*/,,,   2:4,, 

gellen,  folgende  Mittclweithe: 

Mittel    V—  I 


No.  \.h) 

Wendel 

Kslel 

0,^22 

0,105f 

No.  < .  c) 

Sclimfiicr 

Wiindt 

O.OHOTI 

0Jli2Ü 

No.  «.  h] 

Ihtnseti 

Traulschold 

'Uscher 

0,0835 

0,H24 

0.H72 

Diese  Werlhe  zeigen  dieselbe  Reihenfolge  nach  den  Beobachtern, 
als  die  2Vi^,  2'ä^  der  vorigen  Bestimmungen,  indess  auf  entsprechende 
Verhältnisse  bei  reinen  und  rohen  Werllien  nicht  zu  rechnen. 
.Man  sieht  aber  auch  hier,  wie  beträchtliche  Unterschiede  zwischen 
Schujerle  1"    und    Wundt,    Hansen    und    Tisch  er    vorkommen. 

VI.  Ueber  das  bei  der  Mittelziehung  eiiizuaehlagende 

Verfahren. 

Zu  jeder  der  Gesammtreihcn  No.  1 ,  No.  2,  u.  s.  w.  (Abschn.  IV) 
bat  eine  Mehrheil  von  Beobachtern  beigetragen,  und  jeder  davon  hat 
in  seiner  Specialreihe  für  tlio  gegebenen  fa  seine  besonderen  Werthe 
/,,  /„  gefunden,  aus  denen  sich  dann  die  anderen  in  Betracht  kom- 
menden Werthe    d„^  d,,    u.  s.  w.  ableiten    lassen.     Da  wir  ims    aber 
bei  Prüfung  der  Gültigkeit  des  Web  ersehen  Gesetzes  aus  den  S.  18 
angegebenen  Gründen  vielmehr  an  Mit  te  I  werth  e  aus  den  Special- 
wertben   der  vei'schiedenen  Beobachter   für  dasselbe   <,    als    an  die 
Special  werlhe    selbst    zu    halten    liabuu,    so    wird    über    das    dabei 

AI>kM4l.  >l.  K.  H.  UesdUcb.  d.  WUseniiuh.  X.VU.  ^ 
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einzuächiai^emk'  Vr^rfahrc^n  der  Mittelziehaiig  um  so  mehr  Eim'ges  zu 
erinD<::ni  i^'m.  als  ich  vorbemerktennasen  'S.  30)  mich  mit  deio, 
\frtn  Vr^rf.  eiofE^'^üchla^eDen.  Verfahren  nicht  einverstehen  kann. 

AIä  Beispiel  zur   Erläuterung  mag  zunSkrhst  die   Gesammtreibe 
No.  2  im  Original  XII,  XIII,  XIV  mit  den  drei  Beobachtern  H  (Hansoi}, 
Tr    Trautächold  ,  T    Tischer    dienen,  in  welcher  es  also  gilt,  Mittel 
aus  je  drei  Special werthen    für  dasselbe  I  zu  ziehen;   nur  dass  fbr 
t  =  2,25   und    =  3.75    die   Gesammtreihe   insofern   Iflckenhaft  ist, 
als  für  ersteren  Werth  Tr.   für  letzteren  T  keine  Angabe   gdiefert 
hat.     Nun  .stand  ein  dreifacher  Weg  offen,   erstens  diese  I-Wertbe, 
für  welche  die  Gesammtreihe   lückenhaft   ist,   bei  der  Mittelziehung 
Uljerhaijpt  iK^i  Sffite  zu  lassen,  um  die  Resultate  nur  aus  den  Ubrigea 
WerÜK'n  der  Reihe  zuziehen:  zweitens  die  fehlenden  Angaben  durch 
Interpolation  zu  ergUnzen:  drittens  das  Mittel  aus  den  Angaben  der 
zwei  Beobachter   ganz   ebenso  zu   ziehen,   als  aus  denen  der  drei 
Beobachter,  ohne  die  Empfindlichkeits-Verschiedenheit  der  Beobachter 
zu   berücksichtigen.     Ich  selbst   habe   bei  Bildung  der  Mitteitabellen     % 
im   IV.  Abschnitt    den    ersteren   Weg  eingeschlagen   und   werde  im      | 
Folgenden   bei   den  Resultaten  davon  stehen   bleiben.      Der  zweite      -^ 
Weg  hätte  sich  zwar  auch  einschlagen  lassen,  und  ich  werde  selbst 
am  Schlus.se   dieses  Abschnittes  ein  mir  dazu  geeignet   scheinendes 
liiterpolation.sverfahren  angeben,  aber  es  ist  umständlich,   erschwert 
die  L'ebcrsicht,  kann  doch  direct  erhaltene  Beobachtungswerthe  nicht 
ganz  ersetzen,  und  nach  mühsamer  Durchführung  desselben  bei  der 
Reihe  No.  2  finde  ich,  dass  die  Definitivresultate,  um  die  es  zu  tbun 
ist,   dadurch   keine  wesentliche  .\bänderung  gegen   den   ersten  ein- 
fachen Weg  erfahren.     Was  den   dritten  Weg  anlangt,   so   hat  ihn 
der  Verf.  eingeschlagen ;  ich  selbst  halte  ihn  aber  fUr  fehlerhaft,  und 
werde  es  im  Folgenden  zu  begründen  suchen. 

Da  ich  in  den  Versuchstabellen  des  IV.  Abschnittes  statt  der 
vom  Verf.  angegebenen  d^ ,  d„  die  <„ ,  t^  eingeführt  habe,  so  werde 
ich  mich  auch  folgends  vorzugsweise  auf  letztere  beziehen;  es  wird 
aber  keine  Schwierigkeit  machen,  das  für  die  einen  geltend  Gemachte 
auf  die  anderen  zu  übertragen. 

Für  die  Prüfung  des  Weber'schen  Gesetzes  gilt  es  (nach  Ab- 
sclmitt  VIII),  die  mittleren  t;  oder  t» — 1  aus  den  Specialreihcn  der 
drei  Beobachter  zu  gewinnen.     In  dieser  Hinsicht  kann    aber  zu- 
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frdersl   eine,   als  1)  und  2)  zn   iinlerschetdeiule,   doppelte  Millel- 
Sstimniung  derselben  slatlfinden. 

Nach  I)  zieht  man  zuerel  für  jt-des  i  das  iiiitliinctischo  Mittel 
18  den,  iliin  zugehOrii^en,  drei  Specitdwerlhen  /^  wie  /„,  welelie  iu 
Äbelle  No,  2.  a)  des  IV.  Absdm.  au%enihrl  sind,  und  erhiill  so  die 
iittleren  tg,  t^  der  Tabelle  No.  2.  b).  Aus  den  solcliergeslall  er- 
altenen  minieren  /^,  l^  leitet  man  dann  die  v^=z  ^,  *'«  =  r  i'ben 
')  ab.  als  wenn  man  es  mit  einfaclien  f^ ,  /^  zu  tinin  halle,  wonach 
ich  das  miniere  v  =  V^f,/'',,  und  durch  Abzug  von  1  das  niilllere 
-1    endet. 

Nach  2)  aber  leitet  man  in  jeder  der  drei  Spccialreihen  ins- 
esondere  aus  den  gegebenen  l^.  f,^  derselben  die  Spccialwerlhe  v 
Ht' —  1  nach  den  dafilr  geltenden  Gleieliungen  ab,  summirt  die 
Mrhallcnen  drei  Werthe  für  dasselbe  /  und  gewinnt  daraus  durch 
Itvieion  mit  3  das  Mittel. 

Bestimmen  wir  nun  in  unserei"  neis|>ielsieihe  den  mittleren 
ft'erlli  V  in  dieser  doppelten  Weise  beispielsweise  für  die  drei  /'s 
=  1,5.    8.0,    5.0,    so  linden  wir: 


«.5 


3.0 


5.0 


Mittel  to 
Mitlei  L 


1,5903 


3J873 

2,5917 


5,2000 
4.85<3 


Mittel    V  nach    t 


1,1002 


i,l090 


ih;! 


Spec. 


f 

V  {Tr 


ij086i 

1,1020 


i,0715 
i,i379 
4, Hfl! 


1,0864 
4,0933 
1,1773 


litlel  i-  nach  3 


1,1004 


.1095 


iji'jo 


Insofern  wir  nun   das   Weber'sche    Geseiz   nach   der  Constanz 
' —  i    bei  vei-schiedenem  f  prilt'en,  haben  wir  also: 


i,s 


1.0 


5,0 


w.     .  .    (D»ch   1 

Millel   r  —  I   \  ' 


0,1008 
0^1001 


0,1090 
0,1095 


0,1183 

0,^190 
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Wit!    man  siflit ,    ist  dt'i"  UnterscIiiLHl  von   1)  und  2)   hierbei  aij 
verna('liliissiij;(»n.      Insoft'in   man  sich    ahoi*  doch    für  <^ins  von  beidtifl 
Voi'fatircn  zn  rntschridcn  lial,  wird  mun  meints  Krarhlens  pnnri|>ii'IH| 
vorzuziehen   hüben.      Denn  es  hindert   prinripicll  niclils,  Wertho,  diel 
durch  arilhmctisclio  Millelzielinnt!;    ujewonnen  sind,    in  V'crhüUniss  zu 
einamh'i'  zu  setzen,  also  c  (hulurch  zu  gewinnen,  dass  wir  das  Mittel iJ 

mit  dem  Mitlrl  /„  ihvidiren,  und  aus  dem  so  erhattenon   ...  '-"  üiei 

"  Mii;l./„       [ 

Quadratwurzel  ziehen,    wogegen  es  |tnnr)jiiell  unlriftig  ist,   wie  idij 
in  »Rcvis.!'  p.  3i(0  IT.  gezeigt  habe,  arithmetische  Mittel  aus  Vediiilt- 
nissen  zu  zielien,    wie  wir  Ihun,  wenn  wir  i-  dadurcli   bilden,  dass 

wir  di«'  -  und  hiernach  yf  für  die  einzelnen  Beobachler  hildon 
und  aus  den  so  gewonnenen  Werthen  das  arithmelische  Mittel  ziehe«. 
Nun  liesse  sich  dieser  Einwurf  zwar  dadurcli  vermeiden,  dass  man 
aus  den  ,-  der  vei-seliiedenen  Heobachter  unter  Zuziehung  von  Loua- 
rithnien  das  Verhiillnissniiltet  slatl  das  arilhmetiseho  Mittel  zöge;  iinil 
ich  glaul>e  sogar,  dass  dies  das  lationellsle  Verfahren  wlire;  aber 
da  das  (hich  noch  Zweifeln  unterheg(>n  kann,  und  jedenfalls  das 
erste  Verfahren  bei  zu  vernachtlissigendem  Unterschiede  im  Resullalo 
davon  ohne  Vergleich  einfacher  ist,  habe  ich  es  auch  bei  den  Milld- 
bestimmungen  des  IV.  Atjschnittes  überall  angewandt.  Praktisch  isl 
die  Frage  überhaupt  gleichgülltg. 

Sollte  man  Anlass  haben,  anstatt  niiMlerer  v  oder  v —  I  viel- 
mehr nriltlere  f/^, ,  d^^  oder  ./  aus  den  ilireet  gegebenen  f„,  t^^  (oder 
auch  untgekehrt)  abzuleiten,  so  führt  das  Verfahren  l)  und  2)  zu 
ganz  densi'lben  Resultaten,  weil  hierbei  keine  Verhiiltnisse  und 
Wurzelausziehungen  ins  Spiel  konunen;  nicht  so,  wenn  es  sich  um 
mittlere  w's  oder  jis  handelt;  oljwohl  auch  hier  der  Unlerscbied  der 
Resultate  nacfi  \)   und  2)   überall  zu  vernachlässigen  sein  dürfte. 

Wichtiger  als  die  vorige  Frage  ist  eine  andere  Frage,  nämlich 
ob  man  bei  der  Mittelbestimmung  das  Gewicht  in  Rücksicht  zu  ziehen 
habe,  was  den  Bestimtnungen  der  t^^  t^  und  folgweis  den  daraus 
abzuleitenden  Werlhen  seitens  der  verschiedenen  Beobachter  durch 
die  Zahl  der  Einzelboslimmungen,  die  bei  jedem  Beobachter  dazu 
bi'igelragen  haben,  das  n  derselben,  verliehen  wird,  indem,  bei  der 
oft  erhel)lichen  Ungleichheil  dieses  «,  hiervon  niclit  nur  mehr  oder 
weniger  erhebliche  Unlerschiede  in  den  mittleren  f„,  t^^  selbst,  sondern 
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rolpvvi'is  allen  davon  ablUingigeo  Wi'rlhen  linrvorgi'lien  können. 

Für  den  ersten  Anblick  tnug  diese  KiicksichLsnahiue  selbslversliiniilich 

scheinen,    und  ist   aucli  Scilens   des  Verf.   bei  der  MiLlclzicIiung  aus 

den   li^,    dy,    für  vvelrhe    in   die^^er  Beziebuni^'  dasselbe    als   für  die 

*•»  '•»  ^'•■»  eingehalten  worden,  was  er  zwar  nicht  ausdrüeklitli  an- 

äbl,  aber  aus  seiner  Tabelle  VIU  der  mittleren  i{,^,  d^  fß'gt-     Seien 

also   für   dasselbe  l   von   drei   verschiedenen  Ueobaelilern    res[).  liie 

Worihe  rf„',  (/„",  </„'"  mit  den  Werthen  von  «  gleich   «^,  «^,  n^   gc- 

fundeo,  so  giebt  dies: 


eulspreehend  mit  d^,  kiuz  allgemein: 

Mittel  fL  =  — 1,    "'   • 


Mitlel  ^/„  ^ 


Jt?t 


^n 


lii  iKt  Tliat  wird  man  nach  dieser  Dcslinmuingsweise  die  Mittel  der 
Tab.  VUl  des  Verf.  wiederlinden. 

Aber  diese  Mitlelziehung  ist  doch  nur  so  lange  statthaft,  als  die 
Werthe,   aus   denen    es  gilt,    Mittet    zu    ziehen,    sich   nur  din-cli   iin- 
«usge^lichene  ZuH-illigkeiten    unterscheiden,   nicht   mehr   aber,    wenn 
sie  abge^sehen  davon,    sagen  wir  kurz    an    sich,    verschieden  sind, 
wie  dies   nach    den   Ergclmisscn    des    vorigen   Abschnittes    von    den 
Interschiedsemptindliclikeiten    und    demnach    rf,^    wie    J„    der    ver- 
schiedenen  Beobachter   gilt.      Hier    fällt   die   Rücksicht  auf  die   Ge- 
HJchtszahlcn  n,   mit  welchen  die  verschiedenen  Beobachter  sich  bei 
der  Bestimmung    betheiligt   Iiaben,    bei    der    Miltelbestimmung    selbst 
wi^,    und    hat  nur  Einfluss  auf  die  grüssere  oder  geringere  Sicher- 
heil  des  einfach  zu  nehmenden  arithmetischen  Mittels,  wie  sich  durch 
folgende  Betrachtungen  herausstellen  wird. 

Unterscheiden  wir  kui-z  das  Verfahren  der  Mitlelziehung  ohne 
Rücksicht  auf  die  Gewichte  n  und  mit  Hilcksichl  darauf  als  u) 
und  fi)  und  erläutern  den  Unlerschted ,  den  es  in  dieser  Beziehung 
zu  machen  gilt,  an  einem,  mit  dem  uns  vorliegenden  analogen, 
Falle.  Es  soll  die  Länge  eines  gewissen  Mannes  und  einer  gewissen 
Frau  durch  wiederholte  Messungen  beslimnit  werden,  und  sei  die 
LJiDge  des  Mannes  einmal  durch  «,  Messungen  durchschnittlich  ^=«, , 
ein    anderes   Mal    durch    u^   Messungen   =:  a^   gefunden    worden,    so 
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werden  wir  den  durch  die  Mittelziehung  gesuchten  wahrscheialichstea 

Werth  des  Mannes  nicht  einfach  =  ^i±^ ,   sondern  =  "'°*  ,  **^ 

*  n,  -f-n, 

zu  nehmen  haben,  entsprechend  mit  der  Frau.  Hier  beziehen  sid) 
die  Beobachtungen  bei  Mann  wie  Frau  immer  auf  da^elbe,  an  sich 
gleichbleibende,  Object.  Gesetzt  aber,  das  Mittel  zwischen  der 
Grösse  des  Mannes  und  der  Grösse  der  Frau,  die  an  sich  veN 
schieden  sinpl,  soll  möglichst  sicher  bestimmt  werden,  und  es  sei  die 
des  Mannes  =  a  durch  «,  Beobachtungen,  die  der  Frau  =  b  durch 
n,  Beobachtungen  gefunden,  so  würde  es  irrig  sein,  das  Mittel  zwi- 
schen beiden  entsprechend  wie  so  eben  =  '  *  ,  also  nach  ßj 
nehmen  zu  wollen,  sondern  es  wird  vielmehr  rücksichtslos  auf  die 
Grösse  von  n,  und  n.  =  'T  ,  also  im  Sinne  des  einfachen  aritb- 
metischen  Mittels  nach  a)  zu  nehmen  sein. 

In  der  That,  wollte  man  es  nach  /5)  nehmen,  so  brauchte  man     1 
ja  nur  das  n^  des  Mannes  oder  das  das  n,  der  Frau  so  weit  gegen 
das   andere  zu  vergrössern,   um  das  andere  merklich  dagegen  vet^ 
schwinden  zu  machen,  und  würde  statt  eines  Mittels  zwischen  Manu 
und  Frau  die  Grösse  von  Mann  oder  Frau  allein  erhalten,  überhaupt 
aber  je  nach  der  Relation  zwischen  n^  und  n,  die  an  sich  immer 
gleiche  Mittelgrösse  zwischen   dem  betreffenden  Manne  und  der  be- 
treffenden Frau  sich  ändern  sehen,   was  natürlich   nicht  sein  darf; 
also  bleibt  man  auf  die  Mittelbestimmung  nach  a)  verwiesen,  welche 
von  der  Relation  zwischen  n^  und  n,  unabhängig  ist ;  wohl  aber  wird 
die  Sicherheit  des  so  gezogenen  Mittels  von  der  Grösse  des  n,  und 
n,  zugleich  abhängen. 

Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  auf  die  Mittelwerthe  beliebig 
vieler  an  sich  verschiedener  Grössen  ausdehnen,  und  erleidet  auch 
volle  Anwendung  auf  die  Mittelbestimmung  aus  den,  durch  ver- 
schiedene Beobachter  für  dasselbe  i  erhaltenen,  an  sich  verschiede- 
nen  dg,  d„,  <„,  «„. 

Mit  Vorigem  hängt  zusammen,  dass  ich  nicht  ebenso,  wie  vom 
Verf  geschieht,  Mittel  aus  Werthen  d^ ,  d„ ,  ^^ ,  f„  für  verschiedene  f  s 
vergleichbar  halte,  wenn  diesen  t's  nicht  auch  sämmtlich  dieselben 
Beobachter  zugehören.  In  der  Reihe  No.  1  (II  bis  VIII)  ist,  wie  man 
sich  aus  deren  Haupttabelle  S.  21  überzeugen  kann,  im  Ganzen  von 
sechs  Beobachtern  bei  elf  fs  beobachtet  worden,  aber  nur  ein  einziger 
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Beobachter,  Estel,  geht  durch  dio  ganze  Scala  dieser  elf  fs  durch, 

vou  den  anderen  fehlen  bald  diese,    bald  jene.     Bei    t  =  2,7    und 

=  2,85    haben  nur  zwei,    bei   i  =  4,0    nur  drei,    bei  mehreren  ts 

nur  vier,  bei  f  =  G  nur  fünf  von  den  sechs  Beohuchtern  beobachtel, 

also  treten  an  sich  verschiedene  ünterschiedsempfiiulMchkeiloTi,  hicniit 

an  sich  verschiedene  Jq,   f/„  je  nach   den  /'s,    iii  und  ausser  Spiel, 

und  doch  werden  in  der  Tabelle  der  Mittel  Vlll   des  Verfassers  aus 

(Ion  (/„,   </„,  ./   dieser  verschiedenen   fs  Mittel    gozoi^en ,    als  wenn 

tuan  überall    mit  Beobachlcrn  von    gleicher  Empfindlichkeit    zu  llmn 

hllUe,  mithin  nichts  darauf  ankliiue,  ob  sich  gerade  diese  uder  jene 

bei  diesen    oder   jenen    fs   betheiligen.     Meinerseits    habe  ich  es  in 

Rücksicht  jener  Verschiedenheiten  niHhig  gehalten,  aus  den  Gesamml- 

reihen  nur  solche  Mitleltabellen  abzuleiten,  wo  für  alle  vorkommenden 

fs  dieselben  Beobachler  vorkommen,  was  freilich  die  Bcnutzbai- 

keil  der  Gesanmitreihen  erheblich  einsclirünken  musste. 


Anders    als    mit    den    d^^    d^^, 


l^ ,    l^^    der    verschiedene  ii 


Beoliachter  bei  demselben  l  verhält  es  sich,  wenn  Mittel  aus  den  v 
oder  V  —  1    eines  und  desselben  Beobachters  bei  den  ver- 
Sfliiedeneu  /  innerhalb  der  Grenzen  des  Weber'schen  Gesetzes  ge- 
zogen werden  sollen ,    insofern  nach  dem  durch  die  Versuche  selbst 
constatirten   Weber'schen   Gesetze    diese  Werlhe   in    der  That   nur 
«lurch  Zufälligkeiten  von   einander  abweichen,    und  so   ist   auch  bei 
(k'Q  minieren    v   oder   v —  I,    die    ich    für  verschiedene   ^"s,    S.  33, 
t;ezogen    habe,    das  Gewicht,   das  «    der  dafür  besonders  geltenden 
Öestimmungen,  id  bekannter  Weise  angewandt  worden.     Die  Werlhe 
«'(,»  «'«1  p   al>er   sind   nicht   ebenso    unabhängig   von    den  /    als   die 
nüuleren  Werlhe  v   und  davon  abhangigen    v  —  I  ,    und    lassen  also 
Dicht   ebenso   wie    diese    das  Verfahren   fi)    zu.      Aber   kehren   wir 
2ur  Mitlebsiehung    aus    den   Werlhen    d,^   etc.    Seitens    verschiedener 
Beubachler  bei  demselben  l  zurück. 

Wenn  nun  schon  die  Gewichtszahlen  n  bei  der  Miltelbestiniiiiuog 
aus  an   sich  verschiedenen  Grössen    nicht  in  Rücksicht   kommen,   so 
doch   bemerklermassen   bei   der    ünsicherheitsbeslimmungj    die    man 
mit  der   Bestimmung   des   wahrscheinlichen   Fehlers    des  Mittels   ge- 
en  hall,    worauf  sich  hier  einzulassen  zwar  kein  heslimmler  An- 
vorliegt;   indessen  kann  es  doch  von  Interesse  sein,  zu  zeigen, 
wiefern    die  Unsicherheit    des  einfachen  arithmetischen  Mittels  «1  an 
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sich   verschiedener  Grössen    sich  nach  der  Grösse  und  Verlheilung 
des  n  ändern  kann. 

Heissen  die  betreffenden  Grössen  a,  6,  c  ...,  sei  die  Zahl  der» 
selben  iV,  seien  n^,  w,,  n^...  ihre  Gewichtszahlen  und  -i^n  die 
Summe  derselben  =  n,  -|-  n^  -j-  w,  . . . ,  so  ist  nach  anerkannten  SätzM 
der  wahrscheinliche   Fehler  des    ■-=  "  >t  zu    nehinendea 

Mittels  proportional  dem  Werthe 


V 


n,        n-        n. 


N 

Die  hier  in  Betracht  kommenden  Sätze  sind  diese: 

Erstens:  Das  Quadrat  des  wahrscheinlichen  Fehlers  f  eines,  aos 
n  Werthen  abgeleiteten,  also  mit  dem  Gewichte  n  behafteten  Werthes  ist 
umgekehrt  proportional  der  Gewichtszahl  n,  also  die,  mit  /*,*,  /*,*,  /*,*,  ... 
zu  bezeichnenden  Quadrate  der  wahrscheinlichen  Fehler  von  a^,  a, ,  a,,  ... 

.       ,      .     4       <       1 
resp.  proportional  mit  — ,  — ,  — ,   ... 
n^     n,     n, 

Zweitens:  Der  wahrscheinliche  Fehler  P  einer  Summe  von  einander 
unabhängiger  Grössen  wie  a ,  6 ,  c,  ...  ist  gleich  der  Wurzel  aus  der  Summe 
der  Quadrate  ihrer  besonderen  wahrscheinlichen  Fehler  =/\*4-/i'-t-A»*+-"> 

mithin  proportional  mit   y 1 1 1-  ... 

'*i       ^«       '*j 
Drittens:     Der  wahrscheinliche  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  von 

N   Grössen    ist    gleich    dem    wahrscheinlichen    Fehler    der    Summe    dieser 

Grössen,  dividirt  durch  N,  also 

—  JV 

Vergleichen  wir  nun  hiernach  beispielsweise  folgende  drei  Fälle 
unter  Voraussetzung,  dass  wir  den  Alittelwerth  blos  zweier,  an  sich 
verschiedener  Werthe  fl ,  6 ,   zu  bestimmen  haben ,  N  also  ^  2  ist. 

1)  n^zzz  i  und  »,=  1;  2)  n,=  2,  »,=  2;  3)  »,=  1; 
n,  sehr  gross,  sagen  wir  oo. 

Wir  erhalten  unter  Anwendung  obiger  Formel  folgende  pro- 
portionale Werthe  des  wahrscheinlichen  Fehlers: 

V^ä  VT  vT 

^  ;  ^  ;  ^         d.  i.     0,767  ;         0,6  ;         0,5  , 

woran  sich  folgende  Sätze  erläutern,  denen  sich  nach  der  obigen 
Grundformel  eine  grössere  Allgemeinheit  geben  lässt.  Wenn  das  n 
der  beiden  Werthe  gleich  ist  und  in  gleichem  Verhältnisse  m  steigt, 
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io  nimmt  der  wahrscheinlichG  Felilor  des  Mittels  im  VerhSltaisse  ^ 

ab.  —  Wenn  das  eine  n  gleich   1    ist,   so  kann  man  durcli  ikm-Ii  so 
grosse  Vergrösiserung  des  anderen  den  Wcthrscheinlicben  Fohler  nielil 
weiter  lierabbringeti,  als  wenn  man  t)eide  u  gleieli  2  gemaclil  U'ÄIU;. 
Allgemein    gilt,    dass    die    gleiche    Verllieilting    des   n    bei    ge- 
gebenem   2:11    auf   die   Werthe    tt,  b,  c,...    die  vorlheilhaftesle  l'Ur 
Venuinderung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  des  Mitlels  ist. 

Hiernach  will  ich  noch  zeigen,  wie  die  Intcr|>olation  der  /,, ,  /„ 
Toramehiuen  sein  dürfte,  wo  es  eine  Ergänzung  von  Lücken  der 
Boslimmung  seitens  dieses  oder  jenes  Beobachters  für  ein  gegebenes  / 
gttl  Nehmen  wir  als  Anhalt  ein  Beispiel  aus  No.  2.  a),  S.  23,  wo 
wir  haben: 


( 

i.iS 

*3,75 

8,35 

2,40 

Hier  fehlt  die  Beobachtung  von  /„  seitens  Tr  bei  /  =  2,25;  seitens 
H  bei  i  =  3,75 ;  und  diese  Lücken  sollen  durch  Interpolation  er- 
gJnzl  werden ;  entsprechend  bei  l,^ ;  es  wird  aber  hinreichen ,  uns 
luf  tg  zu  beziehen,  da  für  t^  dieselben  Hegeln  gelten. 

Wahrend  Tr  keine  Beobachtung  fllr   f  =  2,25   hat,    haben  die 
kiden  anderen  Beobachter  die  Werthe    2,35  und  2^40,    in  Smiiina, 
welche  S,^,  heisse,    —  4,750    daftir;    und   während    11    keine    Beob- 
achtung  bei    /  r=  3,75    hat,    haben    die    beiden    anderen  Beobachter 
zusammen  ein    <S,„  ^  8,06    dafür.     Dies    im   Auge  behaltend,    bilden 
wir    für  alle  t's,    die    den    drei   lleobachtern    gemeinsam  sind*],    die 
Summe   der,    den  Beobachtern    insbesondere    zugehürigen   yf„.    uiul 
ben  so: 


U 

Tr 
T 


£  i 


22,577 
2«,930 


•j   Also    cnil   Ausschluss    von    i,25   und    :i,75,    .sowie   auch    vuii    ( 
'O   nach  der  llauptlafcl   blos  einer  der  Jrci  Beobuchler  beobactitel  lial. 


=  4,85 


wonach  wir  zur  Interpolation  von  l^  für  Tr  bei  2,25   folgende  ^ 
portion   anstellen:     Das  gesuchte  t^,    kurz   tf,(ir)    verhält  sicit  ^ 
Summe  S^  ^^^  beiden  anderen  direct  gefundenen  1^,,  =  4,75,  *"' 
sich  das  ^tf,  von  Tr,  d.  i.  22,677  zur  Summe  der  beiden  and^* 
^to,  d.  i.  zu  45,188  verhält.     Also: 

<^(Tr):4,75  =  22,577:45,188 
gibt  t,  (Tr)  =  2,3723  . 

Entsprechend  findet  sich  bei  /  =  3,75 
t„  (H)  =  2,0047  , 

und   entsprechend   finden   sich   auch  die  zu   interpolirendcn  Werthe 
t,  (Tr)  und  <„  (H) . 

Einer  besonderen  Bemerkung  dürfte  es  noch  bedürfen,  dass,  wem 
man  mit  d^^  d^^  anstatt  lg,  t^  operirt,  man  nicht  behufs  InterpolatioB 
von  fehlenden  rf^,  rf„  die  21^  und  2"t^  vorigen  Verfahrens  duni 
^dg,  Sd^  bei  entsprechender  Bestimmungs weise  ersetzbar  halt» 
darf,  denn  da  nicht  die  d^,  (/„,  sondern  t^,  t^  direct  beobachtet  sind, 
wird  man  doch  immer  erst  nach  vorigem  Verfahren  die  InterpolatioD 
auf  die  l^ ,  (^  zu  beziehen  haben,  wonach  nichts  bindert,  hieraus  die  j 
dg,  d^  nach  den  Gleichungen  dg=  tg — /  und  d^=  t — t^  abzuleiten. 

Vn.  Einige  Nebenbemerkungen. 

Bei  aller  Anerkennung  des  experimentalen  Verdienstes,  was  sich 
der  Verf.  durch  seine  Versuche  erworben  hat,  kann  ich  doch  nicht 
umhin,  folgenden  Bemerkungen  dazu  Raum  zu  geben. 

Wenn  es  gilt,  ein  System  psychophysischer  Versuche  über  ab- 
solute oder  Unterschiedsempfindlicheit  durch  eine  Reihe  von  Haupt- 
werthcn,  wie  es  die  t  sind,  durchzuführen,  so  sollte  meines  Erachtens 
als  allgemeine  Regel  gelten,  alle  Hauptwerthe  mit  einer  gleichen  An- 
zahl von  Versuchen,  einem  gleichen  n,  zu  bedenken.  So  ist  es  von 
mir  und  Volk  mann  bei  unseren  Versuchen  nach  der  Methode  der 
mittleren  Fehler  und  richtigen  und  falschen  Fälle  in  verschiedenen 
Sinnesgebieten  gehalten  worden,  und  warum  hätte  es  nicht  auch  bei 
den  Versuchen  des  Verf.  nach  der  Methode  der  Minimaländerungen 
geschehen  können,  statt  dass  bei  ihm  das  n  für  die  verschiedenen  t 
seitens  desselben  Beobachters  in  derselben  Versuchsreihe  zwi- 
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D    1    Uüd    1 1    wechseil.     Eini'a  (IruiKl    dieses  Wechsels   liiit  der 
iVerf.  nicht  angegoheiK    und  doch   war   ein   solcher   anzugeben,   um 
iptchl   regellose   Willkür   voraussetzen    zu    lassen.      Indess    ist    ziizii- 
'gesl*'hen,  dass,  so  lange  es  sich  um  gesocuierle  Behandhing  der  Ver- 
suchsreihen einzelner  Beobachter  bandelt,  jene  Rege!  für  die  Methode 
der  eben  merklichen  Unterschiede  und  der  Minimalünderungcn  nicht 
ebenso  wesentlich  ist,  als  für  oliige  zwei  .Methoden,  wo  zur  völligen 
Vcrgleichbarkeit    noch    die  sog.  Correction    wegen    des    endlichen   n 
anzubringen  wäre,   ohne    dass   dasselbe    für  die  Methode   der   eben 
njcrklichcn  Unterschiede  und  Minimahlndeningen   gilt.     Hier  enistelil 
dadurch  nur  eine  Ungleichfürmigkeit  der  Sicherheit  der  Bestimmungen, 
Anders   aber   nach   den  Ausführungen   des  vojigeii  Abschnittes, 
m&m   sich   mehrere  Beobachter,    für   deren   gleiche  Empfindlichkeil 
■10  nicht  stehen  kann,  in  einer  Gesammtrcihe  zu  Bestimmungen  bc- 
lüglich   derselben    Hauptwerthe   /   vereinigen,    unil    Miüel    aus    ihren 
inimungen    gezogen   werden    sollen.     Abgesehen,    dass   die    Ein- 
hheil  der  Behandlung  der  Gesanuiilreihe   leidet,    wenn   nicht    alle 
Beobachter   mit   gleichem  n  zu  den  Beobachtungen    für  dieselben  Cs 
beitragen,    oder  gar   manche    Beobachter    bei    manchen    /'s    fehlen, 
leidet   auch    die    Vergleichbarkeit    iler    Bestimmungen    fUr    die    ver- 
schiedenen  fs  dadurch,    oder  ist  man    genOthigt,    um  nur  vergleich- 
bre  Mittel    zu    erhalten,    einen    Theil    der   Beobaclilungen   der   Gc- 
saniiütreihe  Preis   zu   geben,    und   des  Vortheils  verlustig   zu  gelten, 
dats  mil   der   gleichen  Vertheilung    des  «  Uberbaupl  im  Ganzen  die 
^rösstmögliche   Sicherheit   zu    erreichen    ist.     In   diesen    Bezic^hungi^n 
aber  lässt   das  Verfahren   des  Verf.   nur  zu  viel  zu  wünschen  übrig, 
und  die  Bearbeitung  seiner  Versuche,    utii  doch  das  Vergleichbarste 
lierau.szu bringen,    ist   dadurch    mustUniilich    und    mühselig   geworden. 
Der  Verf.  selbst    freilich    hat   nichts  von   dieser  UmslUndlichkeit    und 
Schwierigkeit  empfunden,  indem  er  gemeint  hat,   mit  der  principiell 
unrichtigen  Verwendung  der  Gewichlszahlen,  wovon  im  vorigen  Ab- 
schüitl  die  Rede  war,    über   alU-  Srhuierigkeiten    liinwegzukouuiicn. 
Als  ein  Musler  in  betretTender  Beziehimg  möchte  ich  die  Untcr- 
2(UchuDgen    Camerer's    über    den    lUüimsinn    (in    Zeilschr.   f.  Biologie) 
Augen  hallen,  welcher  in   fiulierrn  Versuchsreihen  zwei,  in  den 
ten  sogar  vier  bis   fünf  Beobactiler  zu  derselben  Ge-sauuntreihc 
;en   hat,    und    dabei    alle  Versuche   in  systematischsler  Weise 
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nach  Züfil  iiiul  Pcr>;onon  gleich  verlhuill  lu»l,  Beweis,  dass  sich  de 
so  üpcjircii  lUssl.     Nun    isl   allei"(linü;s  wahr,    dass    die  von  ihm 
gezogener»  Versuchssubjecle    hmler  Glieder   seines    eigenen  Familie 
krcises    waren,    über  deren   Zeil    und  ThUligkeit   er   freier  vcrf 
konnte,  als  der  Verf.   über  die  Zeil  und  Thätigkeil  der  jungen  Lc 
die   sifh    tuit   ihm  zu   den  Versuchen   verbanden;    aber  ich  gestel 
zu  meinen,    dass   sich   auch  nur  solche  dazu  verbinden  sollten, 
ihren  Verhlillnisscn  und  Interessen   nach   im  Stande  und  gewillt  sii 
zur  Einilluiijif   der  formellen  Bedingungen  dieser  Art  von   Versuch« 
erforderlich  zusaninienzuwirken. 

In  der  That  verheilt  es  sich  in  dieser  Beziehung  anders  n 
Versuchen  im  ()Sjcho|)hysischcn  Felde,  wo  die  zwischen  den  einzelne 
Beobachtern  verschiedene  und  selbst  bei  demselben  Beobachter  nie 
gleich  bleibende  Empfindliclikeit  wesentlichst  in  die  Resultate  ein 
greift  und  selbst  als  Object  dej'  Bectbachliing  auftritt,  als  bei  phya 
kaiischen  Versuchen,  wo  das  Object  um!  tue  Massmiltel  bei  alle 
VerUuderungen  der  Beobachter  dieselben  bleiben. 

Ein    anderer,    die  Darstellungsweisc  der  Versuche  betrefleudcr 
Punct   lüsst   einem    Wunsche    Raum,    der  sich    ebenfalls   seitens  de 
Verf.   nicht  befriedigt  lindet,  das  ist:    es  fehlt  in  seiner  AbhandhiD 
gtinzlicli  an  Angaben  darüber,  wie  die  Versuche  bezüglich  der  Zeit 
Dauer,  Folge  angeordnet  waren.     Wurden  alle  /'s  an  demselben  Tag 
durchgeprüft,    oder    die    Prüfung    auf    verschiedene    Tage    verlheillj 
welche    Zwischenzeit    blieb    erstenfalls    zwischen    der    Prüfung   dfl 
Werthe    bei    den  verschiedenen  fs;    wurde   damit   aufsteigend   od 
absteigend  verfahren   oder  zwischen   beiden  methodisch  gewechsel 
wurde    überhaupt   eine   Regel    in    diesen   Beziehungen    befolgt,    und 
welche?     Das  ZusainmentrelTen  des  Mangels  aller  Angaben  hierUl 
Hiit  der  so  grossen  Ungleich förniigkeit   des  n   lösst  nur  zu  sehr  v« 
muthen,  dass  keine  Regel   befolgt  wurde,    wenigstens   hat  der  Ve^ 
in  seiner  Darstellung  der  Versuche  nichts  gethan,    um  einer  solcl 
Vcrnjuthung    zu    begegnen.      Nun   mag   es   vielleicht   sein ,    dass 
Einhaltung  einer  strengen  Regel  hierbei  niclil  zu  viel  ankommt;  al 
es   könnte  auch   sein,   dass   die  Versuche   noch  sclitirfere   Result 
gegeben  hätten,  wenn  eine  solche  eingehalten  worden  wäre. 

Hiernach  gestehe   ich  denn  auch,    dass  mir  das  Verhöltniss 
nornialeu  und  anomalen   Reihen,    als  contraslfreier  und  von  Conlr 
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»eitiflusster,  ohne  seiner  Thatsiichlichkeil  nach  von  n>ir  bezweifelt 
II  werden,  doch  unklar  geblichen  ist,  indem  ich  beim  Verfasser, 
»gesehen  von  eiuii;en  zur  Aiifkhlrijni^  nit'ht  hinreichonden  Sporijil- 
lemerkuniton  |».  5S,  nur  folgende  Skulle  duiiiher  (p.  52)  itji  Kingani^o 
mer  Besprecljung  der  Versuche  der  zweilen  Gruppe  Ihide : 

uDa  ich  die  HesuHale  dieser  Versuche  wie  die  der  vorhergclien- 
[erslen  Grupfie]  in  nortiuilt;  und  anomale  (heilen  wollte»  fand 
^  zu  meinem  Erstaunen,  dnss  ich  dann  zwei  Arien  von  anomalen 
ersuchen  annehmen  niUssle,  von  denen  die  einen  alle  ein  kleineres, 
Jie  anderen  alle  ein  grösseres  J  lieferten,  als  die  zwischen  ilin4'n 
iegeiiden  Nornialversuchc.  Da  mm  ausserdem  die  Anzahl  der  ano- 
len  Versuche  einen  ausserordentlich  grossen  Procenisatz  der  (ie- 
iaiimilzahl  betrug,  suchte  ich  nach  einem  Giunde  dieser  Erscheinung, 
und  fand  ihn  im  Folgenden.  Es  stellte  sich  heraus,  dass  die  Normal- 
vcrstichc  alle  den  ersten  Versuch  eines  Versuchstages  bildeten,  die 
anomalen  die  nachfolgenden.  Dies  legte  die  Vermuthung  nahe,  dass 
die  bisher  sogenannten  anotnalen  Versuche  nur  (hirch  den  Conlrast 
der  vorhergehenden  bedingt  seien,  eine  Veriniithung,  dii^  durch  die 
Rechnung  bestiUigt  wurde.«  (Uiernach  die  Tabellen  anomaler  Ver- 
suche XII  bis  XVII.) 

Hiernach  schiene  es  einmal,  dass  die  Normalversuche  zwischen 
die  anomalen  fielen,  dann  wieder,  dass  die  Normalversuche  alle  den 
ersten  Vereuch  eines  Tages  bildeten,  die  anomalen  die  nachfolgen- 
den.   Soll  hiezwischen   kein  Widerspruch   bestehen,    so  unlsste  ntan 
iDRciiinen,  dass  die  Normalversuche  am  Anfange  jedes  Vei*suclitages 
als  jn^isclienfallend    zwischen   die    anomalen    des   vorgüngigen    und 
deaselbeo  Versuchlages   befrachtet   werden.     Doch    weiss    ich    nicht, 
ob  diese  Auslegung   die    richtige   ist,     Heber  die  Zwischenzeit   zwi- 
»Jchen  den  anomalen  Versuchen  und  den  vorgüngigen  Versuchen,  von 
percD  1^  der  Conlrast  abhing,  und  ob  diese  Zwischenzeit  überall  ver- 
liachbar  gehallen  wurde,  llissi  luis  der  Verf.  gänzlich  im  Unklaren. 
^"   Das  Resultat ,    was   der  Verf.  p.  55   aus  den   Conlrastversiichen 
lebl,  dass  die  filr  andere  Sinne  bestehenden  Contrastwirkungen  auch 
D  Gebiete  des  Zeilsinnes  zur  Geltung    konuuen,   ist   zwar  nach  der 
nalogie   mit  den   anderen    Sinnen    nicht   unerwartet,    doch    als  lie- 
aiiguog  davon   nicht   ohne   Interesse;    nur   wtlsste    ich    nicht,    was 
nlass  sein  könnte,  folgender  Bemerkung  beizupflichleii,  die  vv  (p.  55) 
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an  den  Ausspruch  jenes  Resultates  knüpft:  »Von  den  bis  jetzt  be- 
kannten Contrastwirkungen  unterscheidet  sich  die  vorstehend  cos* 
statirte  dadurch,  dass  sie  offenbar  eine  rein  psychische  ist,  in- 
dem bei  ihr  physiologische  Hypothesen,  wie  sie  z.  B.  zur  Eridanrag 
des  Farbencontrastes  ersonnen  werden ,  ausgeschlossen  sind.«  Idi 
denke,  wenn  ein  Zeitintervall  durch  zwei  Schalleindrttcke  abg^[renzt 
und  ein  späteres  damit  verglichen  wird,  geschieht  dies  vermöge  einer 
nicht  blos  psychischen  sondern  zugleich  psychophysischen  Reprodueti« 
der  Toneindrücke  und  des  eine  gewisse  Dauer  einnehmenden  phychih 
physischen  Zwischenprocesses,  wobei  es  nicht  gleichgiltig  sein  kann, 
ob  das  spätere  Intervall  über  das  in  der  Erinnerung  reproducirte 
hinausgreift  oder  als  kleineres  davon  eingeschlossen  wird.  Das 
dies  kein  ahnlicher  Vorgang  ist,  als  der  zur  Erweckung  des  Pari)»* 
contrastes  dient,  ist  zuzugestehen;  Farben  und  Zeit  sind  eben  ver-  J 
schiedene  Dinge,  aber  es  ist  doch  eine  physiologische  (weil  psydio-  : 
physische)  Reproduction  eines  physiologischen  Vorganges,  der  mtt 
der  psychischen  Hand  in  Hand  geht,  ohne  dass  man  nöthig  hat,  des 
psychischen  Vorgang  vom  physiologischen  so  zu  sagen  loszulösen. 


Vin.   Ueber  die  Gültigkeitsfrage  des  Weber'schen 

Gesetzes. 

Kommen  wir  endlich  nach  den   bisherigen  Vorerörterungen  zur 
ersten  der  beiden  Hauptfragen,   um   die  es  sich  hier  handelt.    Da$ 
Weber'sche  Gesetz  liisst  sich  dahin  aussprechen,  dass  bei  Abwesen- 
heit oder  nach  Elimination  zufälliger  und  constanter  Fehler,  kurz  im 
Falle  seines  reinen  Bestandes,  der  Unterschied  zweier  Reize  gleidi 
gross   für  die  Empfindung  erscheint,   so   lange   das   Verh&ltniss 
der  Reize  sich  gleich  bleibt,   wie  auch   die   absolute   Grösse  der 
Reize  dabei  wechsele.     Umgekehrt  muss,  so  weit  das  Weber'sche 
Gesetz  besteht,   das  Verhältniss   der  Reize  bei  Aendening  ihrer 
absoluten  Grösse  sich  gleich  bleiben,   so  lange  der  Unterschied  für 
die  Empfindung  gleich  bleibt,  also  auch,  se  lange  er  im  Verschwinden 
für  die  Empfindung  begriffen,  kurz  auf  der  Schwelle  bleibt,  und  dies 
fuhrt,  wenn  wir  Reiz  durch  Zeit  übersetzen,  als  Charakter  des  reinen 
Wcber'schen  Gesetzes  im  Gebiete  des  Zeitsinnes,  woran  man  seine 
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uUigkeil    in  diesem  Gebiete  prüfen  kann,    mit,   dass    Dicht    nur  die 

kitere  und  unlere  Verhültnissschwollt^  i\,  =z  -^  und  v,  =.  -  filr  .sieh 
/.  " 

poostanl  bleiben,  während  t  wJlchsl  (indem  /!,-,  und  /,^  immer  pro- 
portional mit  /  wachsen),  sondern  dass  auch  immer  i<,,  gleich  v^  fUr 
dasselbe  t  bleibt. 

Nun  scheint  allerdings  von  vornherein  in  enlsrhiedenem  Wider- 
spruche mit  dem  Weber'schen  Gesetze,  dass  letzlere  lk'dini;i)ng 
eolichieden  für  den  Zeilsinn  fei  lisch  lügt.  Denn  sehen  wir  alle,  im 
IV.  Abschnitt  angeführten,  Versuchsreihen  an,  so  überwiegt,  abgesehen 
TOO  den  Keihen  No.  4  und  No.  5  mit  den  kleinsten  /-Werthen,  in 
allen  Reihen  und  bei  allen  /-Werlhen  die  unlere  Verhiillnisssch welle 
in  meist  starkem  Verhiiltnisse  die  obere ;  und  auch  in  No.  4  und 
5  findet  keine  Gleichheit  zwischen  beiden  statt,  sondern  kehrt 
das  Yerhaitniss  nur  um. 

Nicht  minder  zeigt  sich  in  Widerspruch  mit  dem  Gesetze,  dass, 
wenn  wir  die  r,,  und  v^^  für  sich  durch  die  Heihe  der  ('s  verfolgen, 
ttaU  einer  nur  durch  Zufälligkeiten  gestörten  Conslauz  derselben  ein, 
nur  durch  Zufälligkeiten  gestörtes,  Wa  c  h  s  t  h  u  m  iler  \\^  und  Abnahme 
4er  r^  bei  verschiedenem  i  statttindet;  obwohl  sich  dieser  enlgegcn- 
geselzle  Gang  bei  verschiedenen  Reihen  in  verschiedener  Entschieden- 
heit ausprägt;  sehr  entschieden  namentlich  in  No.  2.  b),  No.  3.  b), 
I.  i.  bj  (s.  S.  23.  26.  29);  minder  in  No.  \.  b)  und  c)  und  in 
5  (s.  S.  22.  29). 
Inzwischen  darf  man  nicht  vergessen,  dass  von  einer  Bewilhrung 
des  Webe r'schen  Gesetzes  durch  Versuche  überhaupt  nur  die  KetJe 
sein  kann,  wenn  mit  den  zuT^lligen  auch  die  conslanlcn  Fehler, 
welche  durch  die  Versuche  eingeführt  werden,  als  compensirl  oder 
efiminirt  gelten  können,  und  es  fragt  sich  also,  ob  dies  von  den 
MTerthen,  so  wie  sie  unmittelbar  aus  den  Versuchen  hervorgehen, 
ai  gelten  hat. 

Gesetzt  nun,  es  fände  sich,  dass  mit  dem  ersten  zugleich  der 
xifvoile  Widerspruch  gegen  das  Weber'sche  Gesetz  schwände,  wenn 
wdr,  statt  die  obere  und  untere  Verhälln issschwelle  einander  gegen- 

Bpülu  verfolgen,  das  Verhültnissmittel  beider  v  =  Vv^v,^  =  |/ -^ 
larch  die  Reihe  der  (  verfolgen,  so  könnte  man  sich  vorstellen,  dass 
^,  t^,   fUr  sich   durch  einen  in  den  Versuchsumstäintlen  begründeten 
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VerlilUinissfchler  entgegengeselztei'  Hkhlung  allcrirl  sind,  der 
im  Verhliltnissmillcl  beider  elimitiirt.  Und  sofern  durch  Berücl 
sicliligiing  und  domgcuUisse  Klimin;ilion  eines  solclien  Fehlers  eine 
Gesclzliclikeit  gewonnen  würde,  die  sieli  sonst  nicht  gewinnen  liesse, 
indess  sie  «ich  auch  in  anderen  Gehieltvn  bei  Elimination  conslanler 
Fehler  wiederfindet,  dürfen  wir  dem  Gedanken  eines  solchen  und 
so  eUrainirbaren  Fehlers  um  so  mehr  Uaum  gef}en,  als  sich  ai 
wahlscheinliche  GiUnde  für  das  Dasein  eines  solchen  (im  X.  AI 
schnitte)  werden  finden  hissen.  Auch  habe  ich  schon  früher, 
"Revis.«  p.  i20,  diesen  IJotrachtiingswcig  eingeschlagen,  und  der  Vc 
selbst  ist  p.  63  in  der  l*rüfungs frage  *Ies  Weher'schen  Gesetzes 
soweit  darauf  eingegangen,  als  er  seinerseits  die  Prüfung  des 
setzes  von  einer  entsprechenden  Voraussetzung  abhlingig  macht, 
(lein  er  die  Frage  vcrhandell,  ob  v  —  1  sich  conslant  bei  veränder- 
tem /  findet.  ^M 
Natürlich  nämlich,  wenn  v  zum  Bestände  des  Weber'scheiP 
Gesetzes  bei  Aenderung  von  l  conslant  bleiben  ranss,  müss  auch 
V  —  1  constant  bleil>en,  und  so  kann  man  sich  bei  der  Prüfung  auch 
an  diesen  Werlh  anstatt  an  v  selbst  hallen,  ja  es  erscheint  dies  ii^ 
sofern  noch  zweckmässiger,  als  etwaige  Abweichungen  vom  Webo] 
.<clu'ü  Gesetze  deutlicher  ins  Licht  treten,  wenn  man  \  von  v 
zieht  und  blos  die  Reste  vergleicht,  als  wenn  man  die  ganzen 
vergleicht,  von  denen  1  den  grössten  Theil  ausmacht.  Sei  z.  B. 
bei  einem  kleinen  Werthe  von  i  gleich  l,1i,  bei  einem  viel  grösser^ 
gleich  1.2  gefunden,  so  scheinen  diese  Werthe  so  nahe  überein- 
stinmieud,  duss  man  sich  leicht  verleitet  linden  könnte,  das  Web  er- 
sehe Gesetz  ohne  Weiteres  als  gut  dadurch  beseitigt  an^.usehen,  in- 
dem man  den  geringen  Unterschied  zwischen  beiden  u -Wert heu 
durch  unausgeglichene  Zuftdligkeiten  entstanden  denkt.  Gehen  wir 
aber  durch  Abzug  der  1  von  den  Wertheu  v  zu  den  Werthen 
V — 1  über,  so  haben  wir  (y,1  und  Ü,2 ,  wovon  der  eine  Werth 
doppelt  so  gross  als  der  andere  ist,  wodurch  num  sich  nun  freilich 
wieder  leicht  verleiten  lassen  kann,  das  Weber'sche  Gesetz  als 
widerlegt  anzusehen,  wenn  naan  nicht  berücksichtigt,  dass  zufiUligc 
Beobaclitungsfehler,  welche  bei  den  Versuchen  über  den  Zeitsinn  so 
gut  wie  bei  irgendwelchen  anderen  Versuchen  mitspielen,  gar  leicht 
ein    solches   oder   noch    sUlrkeres    Untcrschiedsverhüllniss    der    v  —  1 
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iDgen  können,  ohne  ila(!urch  /.u  oincoi  Schlüsse  gegen  das  Gesetz 

iKTccIiligen,  so  lange  die  Unterschiede  klein  gegen  den  milücrcn 

NeriU    der   sich    lindernden  Grössen    lileiben.     Also   mag    man  zwar 

immorhin  lieber   auf   r— 1    als  v    fusscn,    wie   der  Verf.  thuU    nur 

dass   man   sich    zugleich    zu  vergewissern    hat,    ob    die  Unterschiede 

iwisi'hen  den  Werlhen  v  —  1  ,   die  man  ündet,  nicht  viehnelir  durch 

ZuHilligkoiten,  als  (hirch  eine  Ungülligkeil  des  Weber'scheu  Gesetzes 

erkltirlirh  sind.     Man  wird  ahfu'  allgemein  gesprochen  schliesscn  kün- 

,   es  sei  so,    wenn  bei  dem  Fortschritt  durch    eine   ganze  Reihe 

der  t  die  Conslanz  von  w —  I    nur  uurei;o!m<issig  nach  beiden  Seilen 

P'licnde  Abwoichung«MJ  erleid»'!,  und  wenn  diese  um  so  nu?hr  schwin- 

tU'ii.  je    mehr    Bestimmungen    von    i> — 1    wir    für  die  /   zusammen- 

wlimeu,    sofern   sich    die  ZuPJlligkeilen  der  einzelnen  IJesiiininungen 

dadurch    mehr  und  mehr  artsgleichen;    wogegen    eben   weisen  dieser 

Ausgleichung   der    zurälligen    Abweichungen    auch    die    wesenliichen 

H^bwoichnngen  von    der  <lurch   das  Gesetz   geforderten  (lonslanz  der 

f~  I  .    sofern  solche  stallfinden,    nur   um  so  deutlicher   hcrvorlrclen 

•iisen.     Dies  das  Princip,   worauf  wir   fiissi'n   weiden. 

Uebrigens  branchl  man,  um  auf  den  Werth  o —  1  als  geeignetes 
Pritrungsmiltel  für  das  Webur'sche  Gesetz  zu  konunen.,  nicht  erst 
villi  ijer  mittleren  Verhcillntss.sch welle  e  auszugehen.  .\ltt  der  Forde- 
nmi;  einer  t^onstanz  der  Verhahnisssidiwelle  bei  verschit^denem  /  zur 
Befriedigung  des  Wcbcr'schen  Gesetzes  niimlich  hiing!  die  Fftrderung 

einer  Constanz    der    relativen    Unterschiedsschwehe    zusanumMi.      Die 

i!       tl 
rohi'o    relativen    Unterschiedsschwelleu    y,     "    oder    »\^,    m-^^    enl- 

sprechen  nun  dieser  Constanz  eben  so  wenig,  als  die  rohen  Ver- 
hililnissschwellen  v^,  «„,  wie  schon  einfach  daraus  folgt,  dass 
f^^  v„ — 1,  w^^=  v^ — 1  (vergl.  S.  13),  mithin  tionstanz  und  In- 
wnslanz  von  beiden  Werlhen  solidarisch  isl;  wogegen  sich  im  X.  Ab- 
schnitt zeigen  lassen  wird,  dass  durch  lilirninalioii  desselben  con- 
slanten  Verh}illnissfehlers,  welcher  l)eziiglic'h  der  Veihüllriissschwi^llen 
in  Betracht  zu  ziehen  ist,  die  mittlere  relative*  Unterschiedsschw(!lle 
mit  »' — \  Ubcreinkonmit,  was  auch  der  Verf.  ((>.  I>4)  annimmt,  ohne 
es  freilich  bewiesen  zu  haben  (vergl.  S.  14  f.);  also  folgen  wir  jeden- 
Wis  dem  Verf.  in  dem  Gebrauche,  den  er  von  dem  Werüie  v — ! 
zur  Prüfung  des  Wcbcr'schen  Gesetzes  maelit. 
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i\ini   litulcii  v(MSi'!iit>{l(«n('  Bi'nlKiclitcr  j(^  nacli   ilirci-  vcM-scIiiodcoen 
lJtiU!rs('Iii4'ds(>m|jlintllM-hkoJI    i>in    vorsrliit'denos    v    und    inilhin    "~^H 
hei   domscIlHMi   / ;    aber  es    hindert    nichts,    den  Vorlliril    niöi<Iichswff 
Aust^leiclmnu;  von  Ziit'cilhgkeiteii  durch  ftlillelziehiin^  aus  ihren  Werlhen 
zu  irevvinnen,  ohne  dutnit  einem  Nachthoil  belrells  diM-  IVülunqsfrage  , 
selbst  zu.  begegnen.     DiMin  geselzl,    ein  gewisser  üeobaeliler  ündet,  [ 
iitilei'  VoriUisseLziing  coiiipensirler  Zufiilligkeilen,  bei  anl'sleigendcin  / 
den  eonslanlcn  Werlh   v^  als  luilUere  Vcrhclllnisssehvvelle,  ein  anderer 
(1^,  ein  drillei'  jv^  ii.  s.  f.,  so  wird  nadirhch   aueh  i\or  mildere  Werlh 
ili(^ser  eorislanlen   Werlbt?  <'ons(;inl   hei   juilsleigendein   I   bhMben,  niil- 
liin     für    das    Weber'scbe    (iesctz    beweisen,     wenn    es    uherbatijif 
beslehl. 

Hit'rnaeh  ziehen  wir  /Jivnrdersl   in  Belraehl,  was  der  Verf.   auf 
Grund    (h^s    uns    geuieinsamcn    Krilerimus    gegtni    die    Gilliigkeil 
Gesetzes  einwendet. 

Als  Unterlage  dazu  dienen  ihm  zwei  TabeUen ,  in  denen 
zu  einer  Ueili«'  auisteig*'nder  f's  die  v  —  1  zum  Beweise  auffilhrTT 
dass  sie  (he  vom  Web<M''sehen  Gesetze  geforderte  l'onstanz  niehl 
ztMgen.  Die  ersle  (XX),  welche  ich  unten  als  Kol!  ert-EsI  e  Ische 
Heihe  wiedeigtdu'n  werde,  ist  vom  Verf.  selbst  überschrieben:  »Die 
Versuche  Kollert's  und  meine  eigenen  aus  dem  Jahre  18X1«.  und 
giebt  unter  a)  das  Ergebniss  normaler,  unlei-  b)  das  Ergebniss  »H^I 
maier  Versuche.  Sie  ist  ziisammengiistellt  aus  den  Ergebnissen  der, 
im  Jahre  1881  angesl(>llten  K  ol  1  er  t'schen  Versuche  (Wundt's 
Pliih}s.  Stud.  I.  7H  IT.)  und  denen  der  neuen  Versuche  des  Verf.  erster 
Gi'iippe  vom  Jalu-e  1882,  welche  vom  Verf.  in  seiner  jelzligcn  Ab- 
liandlung  vorgelegt  imd  von  mir  im  IV  Abschnitt  unter  No.  i  ro- 
producirl  sind;  beidi'  mit  einer  Zwischenzeit  t\  gleicli  den  (laupl- 
zeit /.  Es  sind  aber  nicht  sowohl  Versuche  von  Kollert  und  Esl<'l 
selbst,  aus  denen  die  Uesnitate  der  K ol  1  crl-Este l'schen  Reibe 
gezogen  sind,  sontiern  die  darin  angeführten  Werthe  von  v —  1  sind 
.Miltelvvei'tlie  aus  Werthen.  welche  von  verschitHlenen  Beobacfitern  für 
jedes/  erhallcMi  worden  sind.  Di»^  Ko  1  te  r  t'.schen  und  Esterschen 
liirgebnisse  ergänzen  sich  hierbei  in  solcher  Weise,  dass  die  erst 
von  t  =:  0,4  bis  t,2ü,  die  letzten  von   1,50  bis  8,00  reichen*). 


*)    All  sich   gclieii  zwar  die    Koltorl  -diiMi  sethsl  bis    I  ^  i.üO,    womit  die 
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Die  zweite  Tabelle,  welche  ich  der  Ko II er t-E stoischen  als 
eitheilige  Estel'sche  folgen  lassen  werde,  giebt  ohne  Mitlelziehung 
drei  Abtheilungen  die  Werthe  v  —  1  der  Specialreihen  von 
ansen,  Trautschold,  Tischer,  welche  in  der  Abhandlung 
PS  Verf.  vorliegen,  und  von  mir  im  IV.  Abschnitt  unter  No.  2  mit 
iirogung  von  Mittelbestiromnngen  berücksichtigt  sind. 

Die  Zahlen  V —  1  des  Verf.  sind  das  10  000  fache  des  wirklichen 
Verlhos,  worin  ich  ihm  in  den  weiteren  Verhandlungen  folgen  werde. 
^Iso  entsprechen  z.  B.  1330  und  940  den  wirklichen  Werthen  0,1330 
lod  0,0940.  Bei  der  dreitheiligen  Tabelle  sind  die  Weiihc  p  von 
mir  bohufs  .spHlerer  Benutzung  nach  eigener  Berechnung  zugefügt, 
und  fiillen  zunUchsl  ausser  Rücksicht. 


Kollert-EsteTsche   Tabelle,   Taf.  XX,  1881. 
a)  normal. 


l 

V—  i 

i 

1  —  1 

t 

j'—  * 

0,40 

4330 

1,50 

1155 

3,00 

1144 

0,50 

1450 

1,80 

991 

3,70 

1160 

0,70 

730 

2,00 

980   ' 

4,00 

1074 

0,80 

880 

2,70 

992 

5,50 

979 

1,00 

910 

'   2,75 

1027 

6,00 

991 

1,20 

1320 

2,85 

1297 

8,00 

1170 

b)  anomal. 


/ 

t'  —  4 

i 

V—  4 

1     ' 

V—  1 

0,40 

1300 

1,20 

1140 

3,70 

757 

0,50 

940 

1,50 

— 

4,00 

961 

0,70 

1130 

1,80 

1042 

6,00 

632 

0,80 

780 

2,00 

984 

8,00 

397 

1.00 

1060 

3,00 

950 

i 

1 

lel'sclien  beginnen;  aber  nach  einer  Bemerkung  des  Verf.  p.  10  ist  die  Be- 
liiiiung  für  1=  1,50,  »weil  in  den  Kollerl'sclien  Versuchen  nicht  ^enau  lier- 
telh«.   vom  Verf.  erneuert. 

4* 
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firf'ithrfiliffO    E>l«.*r?-che   Tabelle,   normal    ;Taf.  XXI). 


r  —  1 

P 

t 

H 

Tr 
H3I 

T 

H 

Tr 

T 

1.5 

HOS 

1.0391    . 

1.0462 

1,0383 

3J;0 

»59 

911 

1136 

0318    j 

0391 

0417 

2,25 

063 

— 

1023 

0209  ; 

— 

0335 

2,5 

758 

H90 

H54 

0445 

0392 

0425 

:iJt 

715 

1379 

H9I 

0370       ; 

0346 

0440 

'ij> 

1295 

1233 

i        850 

0685    '' 

0598 

0592 

.»,75 

— 

I29i 

1283 

— 

0437 

0552 

i.O 

819 

1047 

1189 

0504 

0541 

0593 

♦r'i 

690 

— 

— 

0549 

— 

— 

5.0 

864 

933 

!    '"' 

0703 

0825 

0752 

In  vor.<U*lir;nclon  Tabcllon  nun  liegt  das  Material  vollständig  vor, 
Hilf  wrricli«»  der  V(;rfassor  fol.uenden,  hier  wörllieli  wiederzugebenden 
Wi<lerspruch  gegen  das  Webersche  Gesetz  gründet: 

»Aij.s   dir>s<;n  Tabellen   ergiebl  sich  sofort,   dass   eine   auch  nur 
annüliemdr;  Gloicliheil  von  v  —  i    für  die  verschiedenen  Hauptzeiteo 
/  nicht  <rxislirl,  und  auch  die  Unterschiede  der  einzelnen  Werthe  zu 
gro.ss  sind,  um  sie  als  zufüllige  Abweichungen  betrachten  zu  können- 
Ks   niriuiit  vi(;linehr  im  Allgemeinen   v  —  1    mit  wachsenden   Haupt' 
/eilen  ab,  und  die  Maxima  und  Minima  von  v  —  1   fallen  mehr  odef 
\V(;nig(>r  genau  mit  d(;n  entsprechenden  Maximal-  und  MinimalwerlheP 
von  //  zu.sainnien.     Am   schönsten   tritt  diese  Uebereinstimmung  bei 
Herrn    Hansen    zu  Tage,  weil  bei  diesem  Beobachter  die  Multiple 
d(;s    lndifTerunzw<>rlhes    immer    auf   solche    Hauptzeilen    fallen,    für 
welche. /und  v  —  1   direcl  bestimmt  worden  sind*).     Das  Weber- 
sche Gesetz  hat  somit    für  den  Zeit  sinn   keine  Gültig- 
h  e  i  l.  —    Die  Werlln;  von  v  —  1    für  die  Contrastversuche  Taf.  XV, 
XVI,  XVII  lassen  einen  gesetzlichen  Gang  nicht  erkennen.« 

Nun  ist  wahr,  in  den  vorstehenden  Tabellen  variiren  die 
W<!rtli(!  V  —  1  so  stark  b(M  aufsteigendem  <,  dass,  wenn  man  sich 
iMitfach  IxMMi  Anblick  hiervon  beruhigen  wollte,  das  Weber'sche 
(i<s(?tz  eben  so  einlach  widerlegt  würe.     Wenn  aber  der  Verf.  sagt: 


')   I>i(;s(T  I'iinkl  gehört    in  die  PeriodiciUilsrrage  der  J ,   worauf  erst  im  fol- 
genden Ahsdinill  zu  komincn.  F. 
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Unterschiede  scieu  zu  gross,  uqi  sie  als  /utiilligc  AljwL'icIiimycn 
iK'lrachlen  zu  könnom',  so  vermisse  ich  nicht  nur  den  Beweis  davon, 
sumlern  selbst  eine  Liilersuchunjj;  thiridier,   iiui^'cuehlel  doch  Alles  auf 
i  Erijehniss  einer  solelien  üiUersuehung  ankaii) ;  ja  ich  meine,  dass 
,  slall  die  regellos  wechselnden  Ab-  und  Zunahnten  der    v  —  1 
den  Tabellen  zu  gross  für  zurulligc  Abweichungen  zu  linden,  oline 
ben  zu  können,    warum,    eher  daiaus    lernen    kann,    wie   gross 
Ulgc   Abweichungen    in    diesem    Versiiehsfelde    weiden    können ; 
I  den  Ausdruck  eines    gcselzlichen    Ganges    bieten   sie  doch 
Niemand  dar').     .Man  sehe  z.  B.  die  Kol  le  rt -EsleFselie  Reihe 
,  wo    auf  das    Maximum    v  —  1  =  I  täO    der    ganzen    Beihe    bei 
|=:U,50  gleich  das  .Minimum  =  730  der  ganzen  Beihc  bei  l  =  0,70 
Mgl,    und    alle    Zahlen    aufs    SlUrksln    hin-    und    wiederschvvankcn. 
Durch   alle    Zuflilligkeilen    ilureh    aber  macht    sieh  das   Weber'sche 
Iz  dueh  darin  geltend,  ilass  der  Fortschritt  der  fa  immer  wieder 
niWcrlhen  v — I    zurUcklührl,  welche  mit  früheren   nahe  oder  ganz 
«ihereinstimnien,  so  dass  die  Constanz  der   v — I     el>en  nur  unregel- 
mässin  "estört  erscheint.      So   lindel    sich    beim    fünften  l   di'r  Iteilie 
=  1,20  merklich  dasselbe  v^  \    als  bei  dem  ersten  =  0,40:   ferner 
bei   /  :=  1  ,;i()     in    der    ersten    llillfte    der    Beilie    merklich    derselbe 
WltIIi    r —  I    als  beim  letzten    t  =  0,80;    das    t  :=  1,8    slimnil    im 
f— I   ganz  mit  /  =  6,(1   u.  s.  f.      Wenn  aber  die  v — 1    dieser  ver- 
schiedenen   GleichhiMlsfidle    selbst    nicht    vollständig    unter    einander 
Simulien,   weichen  sie  doch  auch  nicht  weiter  von  einander  ab,    als 
oacli  den   UnregelrntissigkiMteii  der  ganzen   Ueihe  duich  Zufiilligkeiten 
erklärbar    bleibt.     Mit  lUicksichl    hierauf  aber    Hesse    sidi   die  ganze 
Kollerl-Eslelsche  Beihe  vielmehr  zu  Gunsten  des  Webei'schen 
tiesetzes   als   wider   dasselbe    sprechenti    linden.      Abei-   einmal    gelje 
ich  zu,  dass  die  Störung  des  Gesetzes  durch  ZunUligkeilen  in  dieser 
Tabelle  zu  gross  erscheint,    um  eine  schlagende  BeslIUigüng  des 
Gewlzes   darin    zu    finden:    zweitens  wird   nach  weili^rhin   folgenden 
Erorlerungen    eine    unlere  Abweichung   vom    Weber  sehen    Gi'selze 
bei  den  kleinsten  /-Wertheu  allerdings  anzuerkennen  sein,  ohne  dass 


*)   Freilicli  können  sie  auch  llieilwt'isc  dajaiil  luTnlim.   el;iss  kinrie  hmroichcnde 
;leiclil>arkeil  der  i»  tli-r   K  ol  1  er  t-li>iterscheii   Ui-ilu-   Ku.s;iiiitiien(j;t'fassUui  Ver- 
teilt. 
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sich  diese  (k'slialb  iiierklidi  zu  den  grösseren  crelre^kl,  und 
seliuii  desshalli  die  K  oll  e  r  l'sehen  v — 1,  vveiclie  von  l  ^z  0,i  bis 
t  =  12  i^ulu^n,  tiit.ht  niil  den  Kslerscheo  von  /=  1,5  und  =  1,H 
bis  5,0  und  8,0  aus  gleichem  GesirlUspunklc  zu  hetraclilen ;  drillens 
habe  ich  mich  schon  früher  gegen  die  Weise  der  Mitlelziehuny, 
welche  Seilen  Kullerl's  wie  Est  eis  staUgefunden,  und  gegeu  die 
Vereinigung  ilircr  Ueihen  zu  einer  iius  dem  Gesichtsfiimkle  erkhirl. 
dass  sie.  weil  versclii<>denen  lteol>ticlilern  zugehörig,  nichl  mit  ein- 
nnder  \tMglcich!);jr  sind;  uiul:  halle  ciaiiei-  die  Kollerl-Ksl  el'sche 
Ueihe  iiherhaupl  Cur  ungeeignet,  eine  Llntei'iage  für  die  Ueurlheiluo^ 
unserer  Frage  zu  biiHon. 

Wollle  man  dennoch  aul  tUc  Kollerl-Eslersche  Reihe  etwas 
geben,  so  wilidc  nach  dem  wiederholt  aul-  und  alisicigenden  Ganye 
der  V  —  I    füigeuder  Bemerkiing  Platz  zu  geben   sein. 

Liesse  sich  tias  Gesetz  der  PeriodicilUt,  was   der  Verl.   für  dp" 
Gang    tler    /    in  Ansfiruch   ninunt,    halten,    so    liess<'    sich    auch    die 
periodische  Wiederkt'hr  derselben    r —  I    bei  autsleigendeiu  /  in  d 
Ko  llert-lüst  el  reilu^  darauf  sclueiben,  indem  man  das  Gesetz 
den  ./  auf  ilie  v  —  \    übertrüge.     Nur  würde  man  hiermit  nicht 
wohl    di'm  Weber'schen  Gesetze    widersprechen,    als    nur  eine  Com— • 
piication  desselben  mit   eiueni  PeriodicitiUsgesetze  behau[tten  könneu^; 
vermöge  di^ren  die  v —  t    bei  wachsendem  l  zwar  nichl  absolut  con— I 
stani    bleiben,    aber    in    gewissen    Intrrvallen     immer   zu    denselbei» 
Weilhcn    zurückkehren;    auch    mag    der   obi^rtliiciihche  Blick   auf  di^ 
Kollerl-Eslersche    Tabelle    <iieser    Auffassung    sehr    zu    Slalle 
kuniiiien  ;    und    unslrcilig  würe  ilic   Feslslclliing  einer  solchen  Ei^. 
heil  des  Webe  r'sehen  Gesetzes  und  demgenictssen  periodischen  Gan 
der    V —  I    nicht    minder    interessant,    als  die   vom   Verf.   behaupteh 
Periodicilitt  im  Gange  der    /.     Ja  es  Uisst  sich  ganz  einfach  zeigen, 
tlass  die  PerifidicillUsfrage  bezüglich  ilor  ./  und    v — 1    niathcmalisch 
so  zusanuuenliangt,  dass  mil   der  PeriodicitUt  der  einen  zugh'ich  die 
der  anderen    st«'hl    und    füllt.     Liesse    sich    also  eine  gesetzliche  Pe- 
riodicilUt für  die     /  tiX|)crimcntal  i)eweisen,  so  wlire  sie  zugleich  füi 
die  V  —  \    inathemalisch  niilbewiesen,  intless  umgekehrt  der  im 
gcnden  Abschnilte   zu    führende  Nachweis,    dass   sie   fUr   die   ./  ai 
als  zufiillig  gelten  kann,   von  vorn  herein  eine  gesetzliche  PeriodicrtlH 
auch  für  die  <•  und  v — 1    ausschliesst. 


Ipnl 
die 

I 


i 


lür 
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lu  iliT  Tbal,  liiieli  ilen  im  !ll.  At)Srliiiiü  eiihvickollcn  Ik'Kiuliiitii^cn 
lisl   ./  ==   "^~^>   kann  also  J  nichl  [R'rioilisch  sdn,  ohne  ilatis  ((,,  </ 
fniindeslens  einer  hoidiT  WcTtlic)    [»«.n-HKÜst-ti  sind.     AntlriMnls  isl 


^  =  |/^=|/^: 


Siiforn  nun  dit'  Worlho  «/„•  J,^  als  poriodisclu'   in   r  ciniifliL'u,    inuss 
iiirh  V  \\x\A  nitlhin   ^'       I    an  dicst'r  PLM'iodiciltil  Thoil  haben. 


Jedoch    (ihnc   diesen  intliiccleti  Wef;  (h'f  Uctraehlunn  weik'i 


zu 


\iituljj;eti.  wendfu  wir  nns  jel/:l  \<in  der  ersten  zui-  zw  eilen  der 
Tabellen,  auf  welcher  tlie  Bcslreiliini;  des  We  he  r'sciien  Gesetzes 
Seilüos  des  Verl',  fusst. 

Auch    hier  siehl    man    in    den   einzelnen  Reihen  der  drei  Beoh- 
»fiiUT  die   i> —  I    hei   antsleii^endem  /  allgemein  yesjinichen  so  stark 
vjriirt'D,    dass    man    daraus    einen    Sciduss    Hi'n'^'n    das    Wehor'sche 
Gesetz  ziehen  künnle,    wenn  nuin  nichl  von  vornliercin  elienso  wie 
bei  der  ereteo  Tabelle  in  der  vulh^en  Hegellosii^keil  dicsei' Variationen 
deu  Charakter  der  Zul"i:Uli!j,k<'ll  erkennle.  (he  Sicherslelhing  aber,  dass 
di«  Weber'sche  Gerselz   hierdnrrli   mir  geslürl   isl,  daiiri  laude,  dass 
diese  Variationen  du rcli  das  Ziisamtneiuiehmen  iler  v — 1    zu   inillleren* 
MVrlheo,    wie    es   in    der   rabelle   der    Mittel    No.  2,  b)    (S.  23y    ge- 
licliehen  nnd  in  der  folgenden  Zusamiiienslelliing   i'tico|)itulirt    ist,    so 
weit  schwinden,    um  sei    es   übeihau|)l    nur  noch  einen  UesI   unaus- 
geglichener ZuPtUligkeiteik  darin  sehen  zu  kutuien,    die  sich  ja  über- 
haiipt  nichl   ganz  ansgleiclien  lassen  ^    oder  nui-  die  Spur  einer  noch 
oichl    ganz    überwundenen  un leren  Abweichung  zugehen  zu  nuissen. 
Uad   warum    lial    der   Verfasser,    da    er    in    der  Kdllerl- 
Eätel'schen    Hei  he    aul"  Mitteln    fusst,    nicht   aucli   ent- 
sprecheuile    Mittel    aus    seiner    d  r  e  i  l  h  e  i  I  igen    Tabelle 
g e z 0 g c Q  ;    es  w  ii  i- d  e   ihm  dann  schwerer  g e  1" a  1 1  e  n  s e  i  n , 
seinen    Wide  rsfir  uc  h    gegen     das    Weber'sche     Gesetz 
überhaupt   aut'r-e<-ht    zu    hallen.     Von  einem  Abnehmen  der 

I I    bei  wachsendem  i ,    was  der   Verl.  gegen  das  Gesetz  geltend 

macht,  liess  sich  selbst  \\\A  der  K(i  1 1  e  rt- Es  teTschen  Keihe  nur 
iDäofero  sprechen,  als  man  di('  allerersten  etwas  grossen  v — 1 
bei  (Jeu   kleinsten  /-Werthen  als  Ausgangswerlhe  berücksichtigt,  wo- 
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gegen  dii'  V  —  1    der  dri-ilheüigcn  Tabelle  weder  bei  den  einzelne 
Ueilif'ii  noch  iiti  Millel  eine  Besltltiguug  davon  ergeben. 

Hiernacli  kann  ich  in  den  Ergebnissen  der  zweiten  Tabelle  du 
eine  Verschilrfiing  der  Ergebnisse  der  iTslen  zu  Gunsten  des  Weber-- 
sehen  Gesetzes  linden. 

Inzwischen  vt'dassen  wir  uns  nicht  allein  auf  vorige  Reilit',] 
sondern  sollen  zu,  wie  sieh  das  anderweite  Malerial  des  IV.  Ab-I 
S(linitt»!S  7M  unserer  Frage  stelll,  und  reca|>itulireu  hierzu  in  folgen- 
der Zusanmienstellnng  die  Heihen  der  v — 1,  die  sich  für  die  vet 
schiedenen  Heobarhlungsrcihcn  im  Millel  von  zwei,  drei  oder  mehl 
Hoübachtcrn  ergeben  haben,  unter  Rückvorvveisung  auf  Nummer  \md 
Buelislaben  der  betrelTenden  Mällellabellen  im  IV.  Absehnilt.  Di*^ 
folgenden  5  Heihen  unter  No.  1  bis  No.  3  yind  Estel'schc,  woz 
die  Data  in  seiner  Abhandlung  vorliegen,  die  zwei  letzleren  iintc 
No.  t  und  l't  Kollort'sehe  Ihm  sehr  kleinern  /  na<'h  seiner  .\hbimd- 
lung  in  Philosoph.  Sind.  1.  In  den  folgends  anlgetührlrn  lleihen  de 
ü — \  sind  keineswegs  alle  Data  der  (higinallat>ellen  benutzt;  ab< 
nirgends  hat  eine  Ausscheidung  aus  dem  Gesich(s[mncle  slal 
gefunden,  .Milelie  Ilala  bei  Seite  zu  lassen,  <lii'  nieht  recht  zutj 
Weber'sehen  Gesetz  .slinuiien  wollten,  soiulern  nur  solche,  die  si^ 
vor  aller  l'rUlung  in  dieser  Hinsicht  aus  den,  im  VI.  Abschnitte  »i 
gegebenen,  Gi^sichtspuncteu  nicht  z»i  vergleichbaren  Millehi  vereinigt 
Hessen. 

ha    die    Reobachtei'    oder   Versuchsunisllinde    bei    den    folgends 
aufgerührten  Heihen  der  v — 1    im   Allgemeinen  verschiedene  wart 
hat    man    nicht    nach    der  Conslanz    der   v — 1    von    eim<r  Heibe   2 
andei'n  hertJber,  sondern   nur  in  Je<!er  für  sich  zu  fragen. 

Die  Angaben  am  Eingänge  der  Reihen  sind  bei  der  ersten  Heil 
ents|)rechend  dann  auch  bei  den  anderen  Heihen,  so  zn  \ei'slehe!t? 
No.  1  b)  verweist  beinerkl(M'massen  aid'  die  im  IV.  AbschiiitI  so  Im^ 
zeichnele  Ki'ihe.  1,8 — H,(t  giebt  die  Grenzen  der  l  an.  in  den< 
sieli  die  Reihe  hiell.  A' = '2  beth'Ulet  tlie  Zahl  der  Reobachter, 
sieh  bei  di'r  Reihe  betlieiligten.  Dann  lolgl  noch  die  Angabe, 
die  R<>ihe  niunud  otler  anomal  wai\  und  oti  mil  oder  ohne  Zwi- 
schen-*). 
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1\1  i  1 1 1  f^  r  0  V  ^  ]    in   f  tj  1  c  o  n  d  e  u  U  e  i  li  c  n : 


Eslcl 

Kol 

lerl 

Nu.  1.  bi 

No.  1.  c) 

Nu.  S.  b) 

.No.  :i,  b)  < 

Nu.  3.  b)  > 

No.  *.  bj 

N".  ;i.  U) 

1.8—8,0 

4,8—6,0 

i,5— 5.0 

i,0— 4,0 

«,«-*, 0 

o,*-i,a 

0,*  — 1,0 

.V=t 

A'  =  4 

A'=3 

N  =  3 

N=  3 

N  =  * 

N  =  * 

norni. 

Moim. 

iiiinii. 

anoni. 

anoni. 

uortn. 

anom. 

mil  i 

mil  J 

ohne  if 

ohne  (f 

obne  (f 

mit  (T 

mit  J 

862 

860 

1002 

1009 

1 
987 

1295 

1307 

^64 

1215 

9  GS 

loriu 

!H)2 

1380 

916 

850 

U'JT 

iü:12 

1073 

917 

706 

1130 

1393 

969 

U)90 

10KK 

79K       1 

KK'i 

984 

1084 

015 

1139 

1065 

1027 

802 

1192 

1017 

992 

ISil 

1060 

1183 

113S 

Von  M)istt'lK'nilcii  Urihcn  vt'itJii^iUMi  clif  lilsLr  Ischrii  um!  Kul- 
lert'sclii'n  liostmilcrs  in.s  \uiiv  ü;i'[";iss(  zu  wridfii.  üiolV'ni  erslt-ri'  bei 
»rhehlii'Ji  liolnTeii  ^s.  im  GcUizcii  von  1,5  bis  H,(l  ;mjj;t>sU'lll  sjml, 
als  Icl/lcrt'.  wc'lclir  mir  Mm  0,i  bis  l/it  gehen,  uiul  s<)ri'i'ii  erslen- 
»MOf  Bcsltiliquiii,'  des  \V  e  l)e  r'srlien  Gesetzes  bei  ihren  höheren  /'s 
liixion  lassen,  indessS  letztere  Ciir-  eine  untere  AljvveifJMini;  \tnii  Ge- 
Ä'lsr-  bei  ihren   kleinen  f's  s|M"echeii. 

In  der  .Thal,    was   den    ersten   Pnnri    anlanttt,    so    sieht    man  in 

'Jen  Esterschen  Keiheii    die    v — I    nur    nü<b    so    wenii;;  und  dabei 

■<"  imrct^elniüssifj;  variiren,  wie  es  zur  Hesläitiginii'  tles  Weber'sehen 

'^t'fiet/.e.s.    in   Coiilliel    mit    den,    diiirb    die    iMilletziehuni^    nirht  ganz 

emiiiriirbareii.   Zunüligkeilen   mn-  gewiinscht    werden   kann.      \Va>  dvu 

2Wfu,.[,  p,,|,f(    anlangt,    so    knüitren    wir   (hiniil    an   frühere   \'ersufhe 

^'^^  Alaeli  nnd  Vierordi    iiljei'  den  Zeitsinn  an,  thc  ich  »In  Sachen« 

!'•  '"^i  zu  Gunsten  tl)>s  W  t^  be  r'schen  Gesetzes  geltend   gemacht   habe, 

fiur  s<-h(jn   damals  mil   dem  Zugestiindniss  einer   unleren  Abweichung 

^^0    diesem  Gesetze,    \veU*he    nach    den    in    dieser  Hinsieht  uberein- 

''hiniucnden   Krgehnisscn    heider  Heobaclilor   darin    besteht,    dass  der 

n.'lalive   clx-n    merkliche   Unterschied   (Mach),    sowie    reine    reJalive 

luilUerc  Fehler  (Vicrordt),  im  Aufsteigen  von  sehr  kleinen  /-Wer- 

then  f 0,0 16  Mach,  1>,20t   Viernrdt)  an,  sich  nicht  sofort  <'ünsl<inl 

^cigt,  Äondern    erst    l)is   zn    einem    ijewissen    Minimum   (nach    .\lacli 


58 


G.  Tu.  Fechner, 


ilcu 


bei   /=  0,375,  nach  Vii'iorilt  jf  niirh  ViTsikicilenluMl  der  Ursäoil 
bei  irzz  0,3(55;   0,SS7  ;    1,12'.))    lirnibsinkl,  diinci  wirilcr  aufsU'ii^t,  um 
ilbrr  gewisse  (niclil  sIcIht  l)esliiiiiiil>;ui'  iiiul  jr   mwU  L'insl.indcD  vit- 
srhicdiMic)   Grenzmi    des   l   Ihikuis  /ji  rinri-,    nur  dtirrli  Zufitlligkeilcu 
gesiru'tcn,    iiierklic'lini  (>>iislanz,    zum  Wi- lic  r'sclirn  Gesetze  zu 
liintjpu.     \i-]\  wllssU'  nun    nidil,    was  n;irii  dm  Versuchen  des  Vi 
w'w  KoIKmI's  hiervon  ziirückzuiiehiiH'^ii  wöre ").     Die  K<il  h'ft'sclic 
noniudr   HerilR'   Ncj.  i.    b)  zeiu;!,   wie   von   ii=0,i   und   0,5    »u    v — '^M 
in  ;iurniltii;st('r  Weise    srnkl,    von    <  ^  U,H    an   alter  wieder  aufsleif^^ 
und  die  K  o  1 1 e  r  l'srhe  anomale  Reihe  No.  ä.  1»)   beweist  wonii^sleiis 
das  Sinken  von  l  =  0,4  an,  indess  im  Uebrigen  th^r  Gane;  dtu<li  Za 
liiingkeibni  reLjellos  wird.      Da  diese  lir^ebnisse  als  Millelwerlhe 
den  13<'stiinniun^en  von  vier  Beobachtern  wesentlich  einstimniii?  in  d 
normalen  und  aiioimden  ({«'ihen  lliessen,  und  jnit   den  Ileobaebtungen 
von    Macli    und    Vierordl    im  wesentlichen  Ucsullale  sliuimen. 
ilürfle  man  allerdinü;s  die  unlere  Abweiehuni::  bei  kleinen  /-VVerlh 
als    bj'iiiundel    anzusehen    haben,    ohne    damit    dem    Weber'schen 
Gesetze  nach  Massgabe  des  Aufsteigens  zu  hühereo  <-Werlhen  wide^ 
s()rechen  zu  kHnnen, 

bizwischen    ist   selbstverslJindlicb,    dass,    wenn  iMiie  untere 
weichuni,'  für  kleinere  /-Werthe  aus  irgendwelchen,  bisher  unbekann 
len,  Gründen  einmal  besieht,   sie  nichl  |tlolzlicli  bei  einem  gevvi; 
höheren  /-WerUte  atifhöi-en  kann,   um  ilem  reinen  We  be  r 'sehen 
setze  Platz  zu  tnachen,  sondern  nur  bei  waehsc'ndem  /  gegen  die 
wachsendem  Werl  he,    welche   sich   dem  Weber  sehen  Gesetze  fügeD; 
kli'in  geüUja;  werden   kann,  um  in  den  Zut"ldlii;ki;iten  iler  Beobachtui 
mehr  oder  weni|u;er  unerkennbar  anfzui^^ehen,  ohne  dass  eine  bestimmte 
Grenzt;    angebliar    ist,   von   wo    an   dies   der  Fall    ist;    und    so   l^^^H 
ntan  eine  Sftur  der  sich  in  die  liste I'schea  Versuche  bei  den  liOh^^ 
reu  f-Werlhen   noch  mit    hineinziehenden    unteren  Abweichung  noch 
darin    finden,  dass  in  allen  (unl  der  W(;rlli  v —  I    bei  dem  klein 
t   etwas    kleiner    als    liei    dem    ü;rössten    ist.      Umgekehrt    kann    i 
hierin     wtjder     einen     Beweis    der     priiicipiellen     Ungidtigkeit 
Weber'schen  Gesetzes  linden,   noch  eine   Unanwendbaikeit  des 


Zu^i 

den   1 
jjen 

len 
de^j 

anii^ 

'I 


•)  Hiergegen  habe  ich  «lie  Bestäiliguuj:.  iUl'  ich  in  ii|U'\is."  p.  Hi  in  den  K( 
I  0  rl  sehen  Versutlicn  für  iliis  Wc  b  e  r'scKe  GivscM/.  zu  (iitd^Mi  t;t;iulilo,  nacli  gröl 
lichi>rcni  Zusülien  allorditiKs  r.illcti   ?.u   lassen. 
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etees  im  Gebiete  des  Zeilsitines  danurli  behaupten;  sondern,  ersleres 
anbni^end,    so    hat    man    in    den    betrellenden   Eirahrnni^cn    nni    dtis 
Zeichen  einer  Complicalion  desselben  mit  einem  Umstünde  zu  stehen, 
dor  verhallnissmlissii;  um   so   wenii^er  wiei^l,  ju  mein-  man   mit  den   l 
aufsleigl,  und  letzteres  anhin^'eiuK  so  bleibt  Über  die  niedersten  Zeil- 
wcrllie  hinaus  die  Abweichung;  vom  Gesetze  hüehstens  als  eine  Mit- 
besliinniUDg  zweiter  Ordnung  spürbar,  so  dass  man  sicli  dotli  in  Be- 
treffs der  H  a  upl  V  erhii  lln  isse  des  Zeitsinnes  an  das  Gesetz  nicht 
nur  hallen  kann,   sondern  hallen  muss.     Wer  müehte  die  Gültigkeit 
des  Kallgeselzes   dadurch    verd.khtigt   imd   den  Werlli  desselben  ge- 
schtuijlert  finden,  dass  es  bei  den   Versuelien  durch  den  Widersland 
dw  Lufl  coniphcirl  und  gestört  wird;    um  so  wenigei"  aber  wird  es 
fcslörl,   je   schwerer   man   die   lallcinde  Kugel    nimmt,    und   st>   das 
Weber'sche  Gesetz  int  Gebiete  iles  Zeitsinnes,  je  grösser  man  den 
Rouptweith  l  nimmt. 

Von  einer  olieien  Abweichung  iiher  gewisse  Grenzen  des  /  hin- 
m  liegt  weder  in  den  früheren  Versuchen  von  Mach  und  Vier- 
ordl,  noch  den  neueren  des  Verf.  ein  Anzeichen  vor;  im  Gegon- 
llii'il  fand  Vierordl,  wie  ich  )dn  SaelnTH'  |t.  I7t>  angegeben,  den 
feinen  relativen  mittleren  Felder  t-  hei  (olgenden  hohen  f-Werlhen 
(diese  zur  Ausgleichung  von  Zufälligkeiten  als  Mittel  von  je  vier  auf- 
steigondea  Werthen  bcstimml)    wie  folgt: 


11,00 
t6,02 


49,288 


<5,20 


42,(iS0 


17,65 


was  man  in  Betracht  der  grossen  Unsicherln'ii  der  Kinzelbcslimtnungen, 
»US  denen  diese  Resultate  als  mittlere  Hiessen»  einerseils  und  der 
gmsüen  Hohe  der  (,  in  welcher  sie  sich  bewegen  andererseits,  als 
Erstreckung  des  Gesetzes  bis  zu  grosser  Hohe,  wohl  gelten  las- 
m  kann. 

Gegen  die  Beweiskraft  der  Versuche  mit  so    hohen  llauptzeilen 

«Mcht  nun  freilich  der  Verf.  (►.  (i;i  den  I']inwand,    die  Oinstanz  des 

relativen  mittleren   Fehlers  Irele   hier  ersi   tiei  Zeiten  ein,    »die  einer 

dtfL'CleQ  Schcltzung  nicht  riH'hr  zugJtnglich    sind,    für  die  vorliegende 

also    auch    nicht    als    ausschlaggebend   biMrachlel   werden  kön- 

r,   und    er    bezieht   sich    zur    Begründung    dieses    Eiuwandes   auf 
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Folgemle   von    ihm   (p.  50)    gemachte    Bi'merkuug:    »als    das    gfl 


:h 


'h  als  einheitli 


kai 


•heil 

'i 


litlorviill,    wclclios   man   noch  als  Einheit liclics  uanze  aiiMassen  kann, 
i'V'^aU   sich    ans    vielen  uiil  andcrf'n,    in  psyrlioiihjsisflieii  uiui  piiysi- 
kalisrhen  Uivlersucliungen  wohli^cilhlen,  Boobachünn,  die  sich  aber  an 
Zeilschliliiungeu    noch   nicht  beUieiliis'L  hüllen,    ani^eslelllen   Vei-sncheii 
die    Zeil    von    .^i    bis    (i   Sccundeii.      An    einzchieo   Tagen   gelang 
inanrheii  Beobaclileia,    bis    zu    8  Secnndcn    noch  zu  schölzen,    d( 
wai'  liierboi  die  KniHulung  so  slaik,    dass   seilen  eine  Versuchsreih? 
ducfligfluhrl  werden   konnle.     Grössere  Inlervalle  zu   vc^rgleichen,   isl 
mirdurcli  liinlheilung  derselben  möglich,  und  der  eiludlene  Schützun^^j 
fehler   gilt   also   nicht  für  jene  Hauptzeit,    sondern  nur  fUr  den  ei|^^ 
zelnen  Theil  derselben,    so  dass  alle  Versuche,   die  grosseren  Inter- 
vallen zu  Grunde  liegen,  so  gut  wie  vverthlos  sind«. 

Hiergegen  aber  sclieinl  niii-  Folgendes  zu  sagen:  Gesetzt,  Z( 
inlervalle  über  8  Sccunden  hinaus  liessen  sich  wirklich  überall  nie! 
mehr  als  einheitliches  Ganze  auffassen,  sondern  nur  vermöge  si 
Jtictiver  liintheilung  in  kleinere  Inlervalle,  so  würde  doch  die  Grus 
der  üulers<hiedssch welle  wie  des  mitUeren  Schul /.ungslehlers  nicht 
ohne  Weiteres  hios  von  der  Grösse  der  Theilungsinlervalle  abhän. 
zu  machen  sein,  sondern  auch  die  Zahl  derselben,  die  es  in 
Schlilzung  mit  aufzunehmen  gilt  —  denn  von  einer  wirklichen 
Zühhing  kann  doch  nicht  die  ]Ui^\^}  sein  —  mit  in  Bütksicht  kom- 
men, also  Vierordt's  obige  Versuche  nur  eine  Erweiterung  des 
Webcr'schen  Gesetzes  von  einheitlich  aulgetassten  Zeiten  auf  dj 
Product  von  solchen  in  die  subjecliv  geschützte  Zahl  derseljjen 
tliMiteu.  TuiUiin  nicht  vverthlos  sein.  Ausserdem  aber  gesteht  ja 
Verf.  sellisl ,  ilass  je  nach  Beobachleiri  und  Uinsttindepi  di<*  Grei 
der  einheitlich  aulTassbaren  Zeilgrossen  sehr  verschieden  sein  könne, 
und  wenn  sie  sich  liei  seinen  Beobaehlern  nicht  über  8  .S(H"un(h'n  hinaus 
steigern  liess,  st»  konnle  der  Verl",  daiaus  noch  nicht  ohni'  Weiteres 
Iblgern,  dass  für  Vierordt's  bidividualillit  luui  Vci-siichsweise  die- 
selbe Grenze  liesland ;  vielmehr  gehl  aus  dessen  ilin.'clen  Angaben 
das  Gegtrnl heil  hervor,  indem  er  au  sit  ru  rk  1  i  c  li  als  selbslverslünil- 
lirh  l'iir-  die  hier  in  Belrachl  genonunenen  Versucht'  mil  langen  Haupl- 
zeiten  betont,  dass  das,  was  der  Verf.  gegen  diesellten  einvvirfl,  ^^M 
vermeiden  sei,  wtHuich  er  also  auch  die  Vermeidung  davon  niöglit"!^ 
gefunden  haben  nuiss.      In  der  Thal  sagt   Vierordt   in  seiner  Schi 
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»ilcr  Zoilsinn«  p.  31    hei  GologcnhcMt  iIim*  Milllicilung  iliosor  Vprsiu'lie 
aiistlriirklich :      »dass   man    lu'i    langen    Zeilen    jodos    sonsligo    Utilcr- 
slülziingsinittcl .   wie  z.  H.  das  snbji'cüvr  Signalisireu  von  Zwisclirn- 
piineU'H   zu   vornu'idi'n   hat,   dnss  man  eini':  iicgchi'nr'  Zeil    nichl   clwa 
in  cinii^c    ParliulziMlen    in    der    VtHstcIliing    ablheilt,    nni    Halt-    und 
ZttiMlicnpunclo    zur  bes-soron  Auffassung   des  Ganzen    zu   gewinnen, 
verslchl  sich  von  selbst.     Der  an  solche  Versuche  lleranlrelende  be- 
darf in  der  Thal  eines  gewissen  Willenseinllusses,    um  Einüilsse  der 
Flit  vollkommen  fern  zu  halten«. 
Man  köimle  nun  freihch  ch'n  Verdachl  h(>gen,  dass  das  We  ber'sehe 
lit'M'U,  ohne  die  reinen  Vcrhiilluis.se  des  Zeilsiiines  ehvas  an/.ngehrn, 

durch  die  zur  OmsLatirung  des  Gesetzes  angestellten  Versuche  S4'lbst 

WS*  eingeführt  würde  und  ausserhalb  derselben  weder  Gellung  noeh 

Nciitung  beanspruchen  könnte;  und  in  (h'i    ThaL  uuiss  man  gestehen, 

fii<8  dureli    die  Versuche    Über   den  Zeitsinn  Verliiillni.sse    eingeführt 

Werden,  die  ausser  diesen  Versuchen   überhaupt  nichl   oder  jedenfalls 

nii'lil   in    s<^3leher  Uegelnitissigkeil  beslehen,    um  zur  Auflindung  eines 

'«Netzes  fuhren  zu  k<'mnen.     In  tlen  Versuchen   richten  wir  die  Anl- 

AJcrksaiiikeil   ausdrücklich    auf  die  Hauptzeil  wie  auf  die  Veiglc^ichs- 

*eil;   ausser   den  Versuchen    ItUift  die  Zeil  ohne  das  ab,    indem  \vii- 

die  Aufmerksamkeit    vielmehr   auf  das   richten,    was  in  der  Zeil  ab- 

'JhiH;  und  die  Zeil  kann  uns  danach  ktirzer  oder  langer  erscheinen, 

je  Dachdein    wir  uns  mehr  oder  weniger  durch  den  Zeitinludl,    wit* 

man  .sagt,  unterhalten  finden.     Ausser  t\vn  Versuchen  ferner  nehmen 

wir   keine    .solche    Verschiebungen    einer    Vt'rgleichszeit    gegen    eine 

Uauptzeit  vor,    als  die  sind,    womit  wir  zu  Gesetzen  im  Gel)t(4e  des 

Zeitsinnes  zu  gelangen  suchen.     Wohl  aber  —  und  das  ist  der  Peinct, 

auf  den   es  ankommt  —  hallen  wii-  bei   den   Versuchen,    tlercn  Re- 

«ultal«'    wir   als  massgebend   für  die  Verhtiltnisse  des  Zeilsinnes  aucii 

»«sser  den  Versuchen  betrachten,  die  Verhiiltnisse  der  Aufmerksam- 

l<*it,  die  Weisen  jener  Verschiebung  bei  grossen  und  kleineren  Haupt- 

Z'^ilen    und  Vergleichszeilen    so    gleich    wie   nur    iumier  möglich,    so 

dass  wir  die  Schülzungsverhiillnisse  der  Zeilen  vei.^chitHltmtM-  Grosse 

gegen  einander  nichl  von  jenen  conslanl   gehaltenen   ümsliinden  der 

Vereuche,    ilie    zur.  Auffiivdung   dieser  Gesolze   dienten,    sondern    nur 

auf  die  Grössenverhidlnisse  der  Zeiten  selbst  schieben  können,     Untl 

dabei  kommt  uns  das  selbst  zu  stallen,   dass,    während  ausser  den 
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Vnrsiirhnn  tlin  solipinbaron  ZeiÜüngon  nicht  blos  durch  die  physisclip 
(n'S|j,  |>s\rho|)h_\sis<'hi')  Zeitlihigc^  srmdtM'ii  tuicli  durch  die  Lirsache, 
\vi(*  iinstM't»  Aurincrksiimkcii  durch  (h^n  Inhah  hcschiiltigl  wird,  ;il>- 
hliui^l,  fi^rosser  Zuliilligkeit  unteriicgl,  lnn!^c>£i;cn  hei  den  Versuchen 
die  Atinnerksamkeil  durch  i^hMchförmii'e  Itichlung  auf  die  ZeillUngc 
selbst,  uuler  Ahs(raclit)ii  von  einem  sjiecielien  Inhalt,  iliescm  zuHillige 
Wt»eh.sel   iiWit^'lichsl  entzogen  wird, 

I?in  zweiler  U?risl;unl  aber,  der  jenem  Verdaclit  ent^cf^cnsleht, 
ist  der,  dass,  da  sich  das  Web<'r'sclie  Gesetz  aiisser  im  Gebi<'lp 
des  Zeilsinnes  in  so  vielen  anck^ren  (ieliielen  ü;eltend  macht,  worin 
die  Versuch*'  tu  j^anz  verschiedener  Weise,  nur  inuiier  veri!;leichb 
bexüghch  «ler  verglicljenen  Grösse,  angeslellt  werden,  es  schwer  hal 
würde,  in  (h(>si^n  verschiedenen  VersuchsumsUinden  Bedingungen 
dns  Zuslandekonuueii  desselben  Gesetzes  zu   tindcB. 

Vei*slehen  wir  nun  jlberliau|>t  Kürze  halber  unter  scheinba 
fxler  psjchischei  Zeil  und  svirklii'her  oder  jihysischer  Zeil  einander 
i^ei^nilber  die  Zeit,  wie  sie  unseren)  Bewussts(»in,  ob  langer  oder 
kur/.(»r,  erscheint,  und  die  Uusserlich,  physisch  messbare  oder 
soh'her  vergleichbar  gedachte  Zeiu  wie  es  von  der  Zeit  des  Ablau 
innerer  psycho|»hysi.s«'lier  Vorgänge  gilt,  so  wird  nach  Weber'scb 
Gc»sol7.e,  ist  es  anders  auf  den  ZeiU'ynn  iH>ertragbar,  eine  liauptzeit 
psvchiseherseits  um  gleichviel  zu  wachsen  scheinen,  wenn  der 
wachs  physischcisoilü  das  gleiche  Verhiillniss  zur  Uauptzeit  tiehälf^ 
also,  wenn  diese  wuchst,  pniportional  milw^chst«  wovon  eine  leicht 
zu  ziehende  Kolgenuig  ist,  dass  ein  sich  gleichbleibender  Zuwachs 
ni  einer  wachsenden  Haupt/eil  psychisch  um  so  kleiner  erscheint, 
je  mehr  die  lliiuplnMi  weichst,  zu  welcher  er  in  Bexog  gefasst  wird, 
indeM  er  ei«  imnu^r  kleineres  VerhlllMSB  clatu  gewinnt 

ZmAHisI  st'heinl  hiegegen  Folgendes  zu  laufeii: 

SoUcc*n  wir  ilie  Fülle,  dass  zur  Hauptzeil  f  Minute  eine  Zusatz- 
seit  I  Minute  kouune.  zur  HaupUeil  1  Slumle  eine  Ziiwachiaeit  1 
SliUMks  zur  (lal^>Ueil  I  T^g  oim^  Zuw^ichszeit  I  Tag,  zur  Uauptzeit 
I  hiht  eine  ZvnradkSBeil  I  Jahr,  £m>  ist  d«s  Vertallntss  der  Zusatzzeit 
nr  Hauplzeit  in  allen  diesen  Fullea  dasselbe  und  mitsssle«!  also  nach 
Wrhrr'<ach««ro  GeaeUo  «He  die»  ZnsetneileM  I.Mtnule,,  1  Stunde, 
%  Tag.  1  Jahr,  psyrlu^h  gten^i  gniss  ervacht^iiMMi,  wenn  man  sie  als 
9iwt>clif«>    zu   den  tlainilacjil<M   ChsI,    mit   denen  sie  ealsprecfaend 
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wachsen,  was  onnnbiir  nicht  tlnr  Fall  isl ;  dvnu  \  Jalir  als  Zuwarhs 
XU  1  Jahr  \Nir«l  iiiif  tinnier.  grösser  t'rsrlrrirn'ii,  als  1  Miniiü»  als  Zn- 
¥rarhs  zu   1    \IJntit<\ 

Aber  man  hat  7.woi  Killlc  7m  itnk'isrhiMdcn:  den  Fall  dos  t^anzon 
Lolwns,  um  ihn  kurz  so  zu  In'zriclnvi-n,  wo  wir  die  Zi'iLliini!;on  nirhl, 
oder  nur  ausnahmsweise  ein-  unil  das  anthonial,  mil  Aurnirrksamkeil 
vpri;lt*ichenil  vt'rfü!!.5c'n,  m\d  den  Fall  lU-^^r  Versuctn',  wo  wir  os  aus- 
ilnli-klic'h  wahrend  der  ganzen  Ver{j;li'trliszcil  der  Versiiehe  fluni,  iiivd 
lyttrch  so  zu  sagen  die  Versuehstlauer  aus  cter  i?an/eii  Lebenszeit  als 
lirsimderrn  Ünlei*siiehungsgegenstand  aussondern.  I'^rstenlalls  nun 
üflil  sieh  *ler  Vergleich  je4ler  besliuuiilen  Zeiflange  Avr  (Jegen- 
«art  unwillkürlich  und  sozusagen  von  sellisl,  aber  nielil  in  Bezug 
zu  einer  einzelnen  willkiirlicli  beslrmiiilen  (Viiheru  Zeil,  als  wie  einer 
Miüiile,  einer  Slimde,  einem  Tage  oder  Jahre,  sondern  in  liezug  zu 
der  ganzen  vergangenen  rriiheiH'u  Lebenszeil,  und  hier  liesUitigl  sich 
(üc  obige  Folgerung  des  WeberVchen  Gesetzes  und  hiermit  dieses 
«ll»sl  in  der  bekannli'U  Thalsaehe,  dass  uns  die  Zeil  um  so  rascher 
laufim  scheint,  je  lUler  wir  werden,  indem  die  neu  dnrrldelUe 
&H  nin  so  kürzer  scheint,  je  grösser  die  schon  durchli'ble  Ziil  im 
^crliiillniss  dazu  isl,  eine  Thalsaehe,  die  schon  fridier  (be  Aut'merk- 
tamkfil  in  dieser  Beziehung  auf  sieh  gezogen  hat,  worüber  man 
Büine  »Uevisionci  p.    175  L   verglet<  Ikui  kann. 

Was  nun  aber  den  Fall  absichtlich  angeslellter  Versuche  mit 
iDnlinuirlich  auf  den  Zeitvergleich  gerichlelei-  AulYnerksamkeil  anlangt, 
so  isl  es  Uberliaupl  unmöglich,  .solche  auf  den  Vergleic-h  grösserer 
HaiijilziMten  und  Zusalz/.eilen  anzuwenden  "*),  jedenfalls  haben  sie  bis 
[M  keine  solche  Anwendung  linden  krmnen;  es  handelt  sich  innner 
nur  um  kleine,  nieisl  weit  unlei'  I  >\1iuul<'  lileibende  [Jaiiplzeiten, 
UDii  wenig  davon  unterschiedene  Vergleiehszoiten.  Auch  erklärt  sich 
fc  daraus,  dass  nach  der  Natur  der  Aulmerksanikeit  dieselbe  Uber- 
haiifil  nicht  stelig  in  gleicher  Richtung  und  in  gleichem  Sinne  gerichtet 
wkJ  gespannt  erhalten  werden  kann,  was  doch  nöthig  sein  würde, 
iBb  den  Condict  der  absichtlichen  Sclitltzuni;  mil  der  unwillkürlichen 


•)  fn  einer  Tobelle  in  Vier  urtl  l's  ijchrifl  über  den  Zeiteinti  |>.  51  tintJe  ich, 
ilas  er  mit  der  Ilaupizeil  hin  zu  <)ü  Seciinden  ij;ü^aii^K>ii  isl,  wolil  dus  llüetiste, 
WM  in  de«  bisherigen  Versuchen  vorytikumnion  isl ;  und  nacli  den  Ueinerkun^en 
Verf.  p.  50  mag  es  seine  Schwierigkeil  haben,   so  weil  zu  gehen. 
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SrlifUziiiiü;,  dio  uns  (hirrli  diis  ganze  Loben  {2;cliiiin£>;  ^cwi 
zu  ill)<'i'l»i<'li'ii :  und  au  sich  sUuule  daher  d«>r  Einwand  frei,  (iass 
man  von  den  so  /.ii  su|ü;en  ifn  KKrinen  iintci  andern  Beilinguni^'nn  an- 
J4;eslell1en  V«rrsuclien  noeli  keimen  Seliluss  ins  Grosse  für  das 
Leben  rnaclien  könne,  wenn  nicht  die  obige  Thalsachc  seil 
eine   llesliiligiing   tles    im    Klein(Mi    gi'wonnenon  Gesetzes   im  Gr 

h'h  qebe  didiei  zn>  dass  man  Über  diese  Verhüllnisse  vers 
den    s|H'tnihren    und    sich    die    Tluilsachen    in    verschiedener  Wi 
zurechl    legi^n    könne,    nur    wird    nmn    daiiei    die    Tlialsiichen   sol 
bestehen  hissen  müssen,  dass  das  W  e  bei' 'sehe  Geselz  sii-h   ini  Kl 
slen    wie    Grössten    unler    den    angegebenen    VerhUilnissen    hosl 
(indel,   nline   Ireilich   hindern  zu  können,  wenn  jemand   meint:    al 
unler   ainiern  Vi'rhiillnissen,    und    in    Zwisehenfüllen,    wenn   sie 
herslellbai    wiiren,  würde  es  sich  doch  nicht  beslilligen. 

Dass  lins  die  Zeil  je  nach   ihicm   bihall   liinger  oder  kürzer 
stlieinen    kann,    ist    eine   Saclie    unwillkiü'hcher  SchJU/jing,    wodii 
der   allgemeine  Zeitverglcicli    niodiliciil  wird.     Nun    kann    man  a 
nach    Gesetzen   suclien,   wie    die    psychische  Zeit   von    (Hesem  In! 
mil    abhUnge,    wenn    derselbe    als    vei{inderlicli    vorausgesetzt   vvinl, 
womil    wir  uns  aber  hier  nicht  bt'SchlUligcn,  und  womit  sich  zu 
schuftigen  bis  jetzt  Uberhan(>l    nur  die   AuTgabe  ohne  einen  sieht 
Augriirsfiunct  dafür    vorliegt.     Gentig   nur,    dass  man    die  Bedini 
otler  wenn  man  will,  UeschiHnkung,   unter  welcher  das  We  ber'scl 
Gesetz  für  den  Zeilsinn  in  Anspruch  zu   nehmen  ist,  d.  i.  Verglci 
barkeil  des  Zeilinhaltes,  nicht  übersehe. 

Inzwischen  will  ich  doch  folgenden,  mir  bis  jetzt  räthsel 
erscheinenden,  Puncl  tler  Beachtung  empfehlen,  dass  niinilich 
scheinbare  Zeitliingc  durch  Haschisch-  und  Opiumrausch  aussei*o 
lieh  wachsen,  dte  Zeit  sich  dadui'cli  in  eine  Ewigkeit  auszudeh 
seheinen  kann,  ohne  dass  Langeweile  dabei  stattfindet;  im  Go^en- 
llieil  kann  eine  rasche  Fluclit  und  Folge  angenefinister  Vorstcllungei 
und  liieniil  willkoninienste  Lnlerlialtung  dabei  stattfinden;  indess  doci 
anderseits  eben  so  gewiss  ist,  dass  in  gewöhnlichen  Zuständen  dii 
Zeit  um  so  kürzer  scheint,  je  lebhafter  und  angenehmer  wir  uU 
unterhalten  fühlen.  Hier  müssen  noch  psychologische  üntcrschei« 
dungiMi  gemacht  werd(ui,    die  bisher  nicht    klar   gemacht    sind,    un( 


ifl;iiri| 


Aenea   naturlich    auch 
srerden. 
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psychophysische   Uiiterscheidiingcn    zugehürcn 


Die  Beobachtungen  in  belreffendcr  Hinsicht  sowohl  hei  Hascliisch-  nls 
Opiumrnusch  sind  sehr  zahlreich  und  meist  Uhereinstimmentr  Reiliiufi}^  fol- 
gende Angabe  vonJ.Moreau  in  seiner  Schrift:  "Du  llachtsch(<.  Paris  1843, 
p.  68 :  bSous  rinduence  du  hachisch ,  Fespril  peut  lornher  (Jans  les  plus 
Stranges  illusions  relalivenient  au  lenips  et  a  Pespace.  Le  lemps  seiuhli^ 
d'abord  se  Irainer  avec  une  lenleur  qui  desespcre.  Les  niinules  deviennenl 
des'heares,  les  heures  des  journöes;  hienl6t,  d'exageratinn  en  exagerations, 
loule  id^e  procisc  de  dur^c  nous  «'•chapiie,  le  pass«"'  et  Ic  present  se  confan- 
deol.  La  rapidite  avec  laquelle  se  succt'dent  nos  pensees,  Telal  do  rt-vcrie 
qsi  en  est  la  suile,  expliquent  ce  phönonii*ne;  car  s5  le  tetnps  purait  plus 
toog  que  s'il  etait  mesurö  par  des  horloges  len-eslres,  ce  sont  les  aclions  ou  les 
fails  rcnfcrmes  danscel  inlervaUe  cfui  en  reculenl  les  Hmiles  par  leur  amplcur.« 

Ich  muss  nur  hiezu  henjtjrkeu,  dass  lelzlcre  Erklärung  den  (jbig<!n 
Widerspruch  nicht  hehl,  der  darin  Hegt,  dass  uns  doch  in  normalen  Zu- 
ständen eine  Zeit  um  so  kürzer  scheint,  je  besser  wir  uns  darin  durch  eine 
Mannichfalligkeil  von  Vorstellungen  unlerhallon  finden,  und  dass  ein  linderer 
Widerspruch  darin  Hegt,  dass  der  Verf.  von  einer  werxweifelndctKf  Lilnge 
spricht,  in  welche  sich  die  Zeil  durch  den  Haschischrausch  ausdehne,  in<less 
«r  von  der  anderen  Seite  (an  anderer  Siclle]  (las  Wonnegefühl,  was  dieser 
lausch  mitfuhrt,  in  leljhafteslen  Ausdrücken  schildert.  Ich  glaube  mich  aber 
BJchl  zu  erinnern,  den  Ausdruck,  dass  die  Zeil  im  Maschischrauschc  »vtir- 
iHeifelndu  lang  scheine,  sonst  wo  gebraucht,  oder  durch  iihnliche  Ausdrücke 
erseltl  gefunden  zu  hahen. 


IX.    lieber  die  Periodicitätsfrage. 

Bemerklermassen  steigen  nach  dem  Vcrf,  die  inilllcn  SchUlzuni,'«- 


fehler  J  (= 


ä — -  =   °"r  "  —  <)  nicht  gleicliftirmig  mit  dem  i  auf, 

Sondern  unterliegen  dabei  einer  abwechselnden  V'ergrösserung  und 
VerklelneniDg  mit  Maximis  und  Minimis,  kurz  einer  Peiiodicitlil,  und 
iwar  einer  gesetzliclien,  welche  er  sogar  (p.  57)  durch  eine  Co- 
änosfunclion  zu  reprlLsentiren  versucht,  ohne  freilicli  auf  eine  Zii- 
saDimenslcUuag  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  danach  ein- 
zugehen. 

Beim  Versuch,  diese  PeriodiciliU  nachzuweisen,  fusst  der  Ver- 
r  haupIsUchhch  auf  denselben  normalen  und  antunalen  Reihen 
der  drei  Beobachter  H,  Tr,  T  (XII,  XIII,  XIV  normal,  XV,  XVI,  XVII 
anomal),  die  schon  der  Prüfung  des  Weber'schen  Gesetzes  zu  Grunde 

AWbs»ai.  d.  K.  S.  »««»nscb.  >1.  WiMftnilcli.    KXII.  5 


66 


Li.  Tu.  Fecii 


NEU. 


lagen,   und  in  tmserm  IV.  Abschnill  unter  No.  2  und  3  soweit  mil- 
gellieilt    sind,    als    für   diese  I*iiltung   genügte,    ohne    dass    aber  i\fit  > 
Gang  der  ./  didiei  mit  vorzeichnel  ist.     Nun  Hesse  sich  zwar  dei-sc'lbf»  j 

aus  den   dort   gegebenen  l^^ ,  t^  nach  der  Gleichung  ^  ^  **  ~-  *  —  / 

linden;    um    ihn    aber    für    die    folgende  Discussion    unmiltclbar  vor- 
liegend zu  haben,    gebe  ich  ihn  (blgends  für   die  normalen  Special- 
reihen aller  drei  Beobachter    und  für  die  anomale  Reilie  wnnisslons 
eines  Beobachters  fll)  nach  den  Tabellen  des  Verfassers  wie<ler.    Die 
Wertiie  ^  für  die  normalen  Heihen  werden  vom  Verfasser  als  J— , 
für  die  anomalen  al.^  ./,.  bezeiclmet,  wovon  ersterc  Bezeichnung  scboo 
bemerk termassen  bedeutet,  dass  die  bclrcITenden  ,/s  negative  sind, 
was    zwar    auch  im    Allgenieineu    von   den  .7^  gilt,    aber    doch  mit 
ein    paar   vereinzelten    Ausnahmen   bei    Tr  und  T.     Der  Index  c  hei 
den  .  /s  der  anomalen  Ueihen  erinnert  au  die  Beeinllussnng  derselkii 
durch  den  Contrasl.     Zur  Erläuterung   der  anomalen   oder  »Contrasl- 
reihen«,  wie  sie  auch  vom  Verfasser  genannt  werden,  ist  überli;iii|t( 
auf  die   Besprechung  derselben    im  IV.  Abschnitt  dieser  Abhandluni; 
S.   23  IT.  '/M   verweisen;    hier  rufe  icli  nur  zurUck,    dass  die  Werllit^ 
der  Contrastreihen,    die    von    einem    entgegcngeselzten    Contrast   bt^ 
einflusst  sind,  von  mir  als  Werthe  <^  und  ^  unterschieden  und  ini 
IV.  Abschnitt    in  besonderen  Beihen    aufgeführt  sind.     Dies   ist   vom 
Verfasser  nicht  geschehen,  sondern  die  ./<^  und  -^^  sind  von  ihm 
für  jedes  f  unmittelbar   hinter    einander  aufgeführt,    wie    man   es  i** 
der  foigends  milgetheilten  anomalen  Reihe  für  H  sieht.     Da  sie  sich 
aber  doch  danach  untersclieiden  Hessen,  ob  das  t,  dem  sie  zugehörei^ 
ein  kleineres    oder   grösseres  l^.  vorgängig  hat,    ist   die   demgeniässi: 
Be/eit-hnting  <[  oder  ]>  jedem  ../  von  mir  selbst  zugefügt. 


Werthe   von   /-/ —  für   die    normalen   Spec  ial  reihen.' 
H,  Tr,  T  (XII,  Xll[,  XIV). 


Tr 


J— 


J- 


0,038 

055 
04i 
100 


0,058 
068 

079 


0,049 
069 
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^L 

11 

Tr 

T 

■ 

J— 

M 

_/  — 

"       i 

^- 

tt 

Koo 

0,100 

\ 

0,131 

4 

0,100 

2 

^50 

200 

i 

175 

5 

183 

3 

Hrs 

— . 



137 

2 

170 

5 

W^ 

480 

5 

187 

6 

260 

8 

K 

488 

2 

— 

— 

— 

— 

HOO 

342 

2 

362 

2 

287 

2 

'Wcrlhe  von  ^^  für  die  anomale  Spccialreihe  H  (XV). 


\    * 

tc 

^. 

n 

i 

<e 

^c 

n 

L 

j    1,50 

—  0,0i7< 
038> 

1 
2 

3,50 

1    2,50 
1    4,50 

—  0,182< 
1 63  > 

8 

4 

i 

1    4.50 
1    4,50 
1    4,50 

025  > 

090  < 

o:j;j  > 

1 
3 

3 

t,00 

1    2,00 
l    5,00 

2,50 
J     4,00 
1    ö,00 

218< 
1Ö0> 

275  < 

7 
4 
1 

■ 

j    2,00 
\    4.00 

100< 
068  > 

4 
1 

4,50 

250  > 
250  > 

1 
2 

I 

i    2,60 
1    4,50 

1U< 

100  > 

11 
4 

5,00 

J     2,00 
l    4,00 

200  < 
175  > 

1 
i 

I  Nach  vorigen  Tahcllon  kann  man  sicli  .selbst  von  dem  bezugs- 
Bpo  Gange  der  ^/  zu  tlen  t  überzeugen,  und  die  Schlüsse  des 
^■Gsers  bezüglich  eines  periodisrben  ChiUiikters  dieses  Ganges  da- 
TOch  prüfen.  Nun  kann  d<M-  pciiudi.sclie  Gang  eines  Werlhcs,  anstatt 
im  wechseliuleii  SljMgeu  und  Fallen  des  Wertbes  selbst,  sich 
in  einem  solchen  von  VpriUulcningon  desselben  niederer  oder 
jbüherer  Ordnimg  au.sspri'chen;  da  sirl)  ab(!r  der  Verfasser  auf  einen 
ben  nicht  eingelassen  hat,  haben  wir  auch  unserseits  keinen  An- 
zu  Ihun,  sondern  achlen  mit  ihm  nur  darauf,  inwiefern  der 
^aog  der  ^  selbst  sich  zwischen  Maxiriiis  und  Miniuiis  mit  verhall- 
^pSssiger  Regelmilsstgkeit  bewegt. 

iDSofern  ein  Maximum  oder  Minimum  noch  nichts  fUr  Perio- 
diciUll  beweist,  in  einer  loil laufenden  |M'rioilischen  HcMhe  aber  Maxima 
wd  .Minima  sieb  in  gleicher  Zahl  enLs[)rechen,  beachUn  wir  einfach- 
lalbcr  folgend»  nur  die  Minima,  wie  dies  auch  vom  Verf.  ge- 
lt.,  und   sehen   zuvörderst   die    drei    normalen    Keilien  auf  ihre 
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I^linima  an.     Die  don  Mininiis  von  ^7  zui^ehürigcn   /  bezeichnen  \\ 
kurz  als  Minimalzeiten. 

Id   der  Reihe  H   sieht   man   zwei   Minima   von  .^  =  0,042 
0,180,   respeelive   bei    i  ^  2,25   und    4,0   als  Mininialzeiten,    in 
Reihe  T   ebenso  zwei  Minima   bei   f  =:  2,25    und   3,75,   und    in  de 
Reihe  Tr  wenigstens  ein  Minimum  bei  <=z3,75;  und  unstreiliü  wUi 
den  sich  bei  weilerer  Forlsetzung  der  Reihen  auch  noch  mehr  Minimj 
in  denselben  einstellen;  wogegen  die  kleinen  ^y-VVerllie  zu  Anfanf 
der  Reihen,    bei  if:=l,50,  nicht  unbedenklich  als  Minima,    und  all 
auch  f^  1,50  nicht  unbedenklich  als  Miniraalzeil,  zählen  können,  wie 
doch  vom  Verf.  (p.  56)  geschieht,  da  zum  Charakter  eines  Minimum 
nicht  blos  gehört,   dass  es  kleiner  als  der  folgende  Werth,   sondern 
auch,  da.ss  es  kleiner  als  der  vorangehende  Werth  sei,  wir  aber 
dem  Anfange  dci'  Reihe  vorangehende  .7  nicht  kennen. 

Zwischen  den  Alinimis  und  zugehörigen  Maximis  sieht  man  ni 
die  .J  auf-  und  absteigen;  und  nehmen  wir  mit  dem  Verf.  die 
als  Abscisscn,  die  .7  dazu  als  Ordinalen,  so  stellt  sich  ein  periodisch^ 
Gang  der  /  durch  eine  abwechselnd  steigende  und  fallende,  kurz 
undiilirende,  Curve  dar,  wie  der  Verf.  wirklich  solche  Curven  zur 
Heprilsentatton  des  Gange.s  der  .7  in  den,  seiner  Unlersuchung  imter- 
licgeuden,  Reihen  verzeichnet  hat.  Es  darf  nicht  befremden,  dass 
im  Allgemeinen  die  »7 —  immer  durch  mehrere  Werthc  hinter  ein^j 
ander  (in  negativem  Sinne)  aufsteigen,  um  einmal  abzusteigfi^^ 
und  dann  wieder  durch  mehrere  Werthc  aufzusteigen,  sofern  der 
Gang  der./—  doch  im  Allgemeinen  ein  aufsteigender  ist,  was  nicht 
hindern  würde,  dass  die  einzelnen  Senkungen,  wodurch  der  ai 
steigende  Gang  unterbrochen  wirxl,  einen  periodischen  Charakt 
tragen,  der  sich  im  Gange  der  Curven  aussprechen  kann. 

Nun  ist  freilich  natürlich,  ja  selbstverslündlich,  dass,  wenn  eil 
gesetzliche  Periodicitilt  im   Gange   der  J,   um   die   es  doch 
Ihun    sein   soll,   an   sich  gar   nicht   bestände,   doch   wegen  unaus 
glichener  Zufidligkeiten  die  Curven  bald  steigen  bald  fallen  imd  hu 
durch  einen  undulirenden  Charakter  annehmen  könnten;  wonach  a1 
durch  das  Dasein  einer  solchen  Form  noch   gar  nichts  fUr  eine  gl 
selz liehe  Periodtcitlit    bewiesen  wird.     Alles  kam  also  darauf  aj 
um   das   so    interessante    Resultat    einer    nicht    blos    zuftilligen    odc 
scheinbaren  Pcriodicitüt  der  J  festzustellen,  sich  zu  überzeugen, 
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die  ZuRlIligkeilen  nicht  allein  hinrciclien,  die  Minima  und  Muxiiiju  im 
Gange  der  J  zu  cikUiren;  worauf  al)er  der  Verf.  wiedcM'  niclil  ein- 
gegangen ist. 

Des  Näheren  ist  in  dieser  Hinsicht  in  KiUksicht  iw  zielicii.  dass 
die  J  niclil  isolirtc,  für  sieh  beoi>achlbare,  Grössen  sind,  sondern 
ünlenschiede ,  zu  deren  BeslHniining  man  vier  Grössen  beohaehlcn 
innss,  von  denen  jede  einem  zuflilhgeu  Beohachtungsfehler  unterh'egt. 
Diese  können  theils  in  gleicher,  Üieils  in  entgegengesetzter  Rielitting 
j;ehen,  und  naraenthch  erslenfalls  sich  leicht  zu  einem  zuHilhgcn 
feäier  des  J  zusatDuienselzcn,  der  mit  dein  ,/  selbst  von  gleiclier 
Ordnung  ist*").     In  der  Thal  bat  man  bcnicrktermassen: 

2 
/^  und  /y  aber  sind  jedes  selbst  aus  zwei  zu  beobachtenden,  niillün 
Bt'ubacblungsfehlern  unterliegenden,  Werlhen  zusamniengesclzl,  und 
surarairen  sich  nicht  mit  2/,  sondern  bilden  eine  Differenz  damit.  Und 
Wenn  die  Gefahr  grosser  zuHilliger  Fehler  der  J  dadurch  vor- 
loindert  scheint,  dass  die  ./'s  zum  Thril  Miltelwerthe  aus  einer 
ganzen  Anzahl  {»)  von  IJeslimmungen  (bis  zu  1 0  und  1 1  gehend) 
sind,  so  hat  sich  der  Verf.  bei  anderen  mit  1  oder  2  begnügt,  ohne, 
v^'ie  gesagt,  Grunde  anzugeben,  warum  hier  so,  da  so. 

Dies    dahingestellt,   so   hielt  sich  aber  der  Verf.  des  Eingehens 
^buf    die   Zuftilligkeilsfrage    vielleicht    durch    den    directen    Nachweis 
tibcHioben,   dass  die  in  den  Reihen  vorfindlicben  Minima  trotz  aller 
Zufälligkeilen  oder  im  Uebergew^icht  über  alle  Zufälligkeiten,  an  die 
man  denken  möchte,  eine  nur  unwesentlich  gestörte  Pcriodicitlitsregcl 
zeigen,  die  es  nur  gilt,  klar  vor  Augen  zu  stellen,    um  allen  Zwei- 
fel schwinden  zu  lassen.     Lassen  wir  nun  den  Verf.  in  dieser  lliu- 
sichl  selber  sprechen. 

Nachdem  der  Verf.  die  contraslfreien  Reihen  in  Tab.  Xll,  XIII, 
XIV  und  die  Contrastreihcn  in  Tab.  XV,  XVi,  XVII  seiner  Abhand- 
lung für  die  drei  Beobachter  gegeben  hat,  sagt  er^  nach  einigen 
Zwisfiieaerörterungen ,    p.  56:    »Construirt   man   aus   den  obim  auge- 


'}  Dies  könnte  als  ins  Leere  gesprochen  gellen,  wenn  die  faclisclien  Sicher- 
hcil»verliäItnisso  der  d  dagegen  sprächen;  ahcr  liieriiber  ist  in  der  Abhantlhmg 
des  Verf.  überhaupt  kein  Anhalt  y.n  finden;  und  so  bleibl  der  oben  uusgesproclie- 
MB  Möglichkoil  noch  voller  Rautit. 
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gebencn  TalioUen   XII,   XIII,   XIV   der  conlraslfreicn   Versuche 
Verlauf  von   J  für  H,  Tr,  T,  so  erhalt  man  (ho  füllenden  drei  Cur- 
vcD.  .....     [Es  folgt  die  Verzeichnung  derselben,  wonai'h  sie  sich 

in  einer  sehr  geschliinijeÜeD,  sicli  durcheinander  schhngenden  Form 
darstellen.]  Dabei  sind  die  Werlhe  von  ./  für  diejenigen  Haupl- 
zeiten,  für  welche  keine  cont rastfreien  Versuche  vorliegen,  in  der 
Weise  gewonnen,  dass  aus  den  einander  am  nächsten  liegenden 
Werlhen  der  Contrastversuche  das  Rliltel  gezogen  wurde,  mit  Rück- 
sicht auf  diejenigen  Factoren,  welche  nach  S.  55  die  Grösse  d 
Contrastwirkung  besliiunien '}.  Wie  der  Augenschein  lehrt,  weichel 
alle  diese  Curven  tn  der  Fomi  nicht  allzusehr  von  einander  ab,  wohl 
aber  in  Bezug  auf  die  Lage  der  einzelnen  Bogen ;  es  liegen  nämlich 
die  Minima   von  ./,  also  die  höchsten  Puncle  der  Bogen  •^): 

für  H  hri  ungefähr  1,50;  2,25;  3,00;  3,75;   i,oO  See. 

-  Tr  -  -  i,50;  2,20;  3,00;  3,70;  4,40     - 

-  T    -  -  <,55;  2,30;  3J0;  3,80;  4,60     - 

Diese  Zahlen  sind  aber  fast  genaue  Mullipla  von  den  Zahlen: 
H:0,75;  Tr:0,74;  T:0,77"*), 

und  diese  sind  die  Indifferenzpuncte  für  die  betreffenden  Beobachierfl 


« 


•'  Auf  p.  55,  wohin  der  Verf.  verweist,  kann  nur  folgende,  einer  sehr  un- 
bestimmten VcnmUlning  Raum  las.«iendo.  BcmorLung  liiehcr  gezogen  werden :  »Nu- 
merisch l&ssl  sieb  wenigslen.«  aus  den  vorli^enden  Versuchen  die  Grosse  di 
Contrasleiallusses  nicht  bc^tintnien;  doch  ei^iebt  sich  so  viel,  dass  dieselbe  im 
AIl9«m«in«a  abbSogt  von  der  Grosse  der  DifTereoz  der  coDlra!<lireaden  Zeilen,  und 
d«ss  dio  oachfolgcude  längere  nicht  in  dem  Masse  von  der  vorangehenden  kürzeren 
beeinflusst  wird,   als  umgekehrt.« 

*•)  Da  die  J —  als  negative  Ordinalen  von  der  horizonlalen  Zeil-.\bscissen- 
linio  abwKrts  gehen,  so  liegen  die  Minima  derselben  natürlich  am  höclislen,  nicht 
am  tiefsten. 

***     Der  Verf.  h.il  in  der  Mitüieilung  der  normalen    wie  anomalen  Reihen 
dem  T  >orxngrben  Lassen,  worin  ich  ihm  in  Abschn.  IV  gefolgt  bin,  hat  hingegen 
bei  obiger  Anführung  der  Zahlen  der  Mullipla  und  Indifferenzpuncte   die  Ordnung 
utugekehrl.   w.-»s  lieim  Vergleicli  dorsolt>on  mit  den  Werlhen  der  betreOenden  Reihen 
leicht    vervK irrend    wirkt;    daher    ich    hier   von    der   übrigens  genauen  Wiedergab 
der  Angabi>n   des  Verf.  insoweit    abgegangen   bin,    als   ich   auch   hier  Tr  dem 
vortngelMii   Kms,    «u  ich  übrigens  nur   deshalb  besonders  bemerie,    um  nicht 
b6ta  f«cleioll    mim»  Wiedei^be   mit   der   Onginahngabe   einer    Nacblässigl 
•d«r  VenrMhMhmB  gwMw  m  werden. 

t)  JlMMritungsweiM  ISgl  der  Verf.  hinzu,    für  H  und  T  sei  der  lodilTerei 
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Es  ist  also  d  ie  Zeitschälzung  nicht  n  itr  im  eigcnlliirhen 
Indifferenzpunct  am  i^nnaueslcn,  sondern  erreicht 
auch  bei  den  Vielfachen  desselben  relative  Maxima 
und  Minima  d^r  G  <Mia  u  iiikeit.  Difs  ist  ein  Resultat,  das  auf 
die  rhytiunische  Gliedeiunt;  des  zeitlichen  Verlaufes  unserer  Varstel- 
Umjjcn  hinweist  und  in  Verhindiini;  mit  dem  Hesultale  von  T  r  aut- 
seh old  die  Annahme  nahe  legi,  dass  die  oben  als  Indifferenzwerlh 
bezeichnnte  Zeit  von  durchschnittlich  0,727  Secunden  Dauer  für 
unser  Bewusstsein  die  Zeiteinhci*   darstellt.« 

Alles  dies  ist  nun  sehr  interessant;  aber  die  Ui^griindung  davon? 
Zuvörderst    hat   der  Verf.  die    Frage,    wiefern   dit;  Minima    der 
Conlrastreihcn  von  Znflllligkeiten  becinfliisst  sind  oder  abhlingen,  eben 
so  wenig   erwogen    als    bei    den   conirastfreien  Reihen.  —  Zweitens 
ist  mir  das  Princip  günzlich  unklar  geblieben,  nach  welchem  er  ge- 
jjtaubt  hat,   Werthe  aus  den  Conlraslreihen ,   noch  dazu  ohne  Unter- 
scheidung ihier  beiden  Arten  <^  unti  ^,  so  zwischen  die  der  con- 
Iraslfreien    Reihen    interpolircu    zu    können,    als    wenn    man    es    nnl 
einor  Reihe    zu    thim    beide,    wiihrend    doch    normale    und  anomale 
Rciliou  aulzeiglich  einen  verschiedenen  Gang  verfolgen,  der  ja  elien 
veranlasst   hat,    sie   zu   trennen,     Er  scheint  die  Zittiissigkeil  solcher 
Vermischung  füi"  selbstversliindlich  geiiallen  zu  haben,  indess  mir  die 
llozulässigkeit  davon  selbstversiyndlich  scheint;  jedenfalls  ist  er  nicht 
einmal  auf  eine  Erörterung  der  Fiage  in  dieser  Hinsicht  eingegangen. 
—  Drittens  vermag  ich  selbst  bei  Absehen  hiervon  dem  Verf.  in  der 
Weise,  wie  er  durch  Mitbenutzung  der  Conlrastreihcn  zu  seinen  fünf 
Miüiraalzeiten  als  einfachen  .\lulti|>lis  des  ln(lt(rerenz|>uncles  jedes  Re- 
obacliters  gelangt  ist.  iiberhau|»l  nicht  zu  folgen.  —  Und  vor  Allem 
BietDe  ich,   da   die  InditTerenzpuncte    das  ganze  Fundament  der  Be- 
handlung der  PeriodicitlUsfrage  fUr  den  Verf.  bilden,  sofern  die  Mid- 
•'('la  nach  denselben  periodisch  abgestuft  und  zu  bemessen  sind,  dass 
''•e  Feststellung   dieser  Puncto   für  die  verschiedenen  Beobacliter  in 
objecliv  genügenderer  Wnise  hlitle  geschehen  sollen,  als  durrh  ol)ige 
*"fze  Anmerkung  und  Verweisung,  ntunlich  durch  eben  so  ausdrück- 


P^nci  besonders  von  ihm  bestimml,    für  Tr   ergebe  er  .««ich  aus  Wundt,    pliysiol. 
'■"■ycli.  II,   p.  2  8  6. 

*)  Experimenlelle    ünlersiicliungen    ülier    die    A.s.sociatioii    der    Vorstellurnjen. 
'''"los.  Sind.  T.  1,   |i.  äiO. 
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liehe  IVlitlheilung  der  Versuche,  wodurch  die  Feststellung  der  I 
renzpuiicle    geschah,    als  der  Versuche,  wodurch  deren  Mullip 
slinuiil  wurden,  rni(  Angaben,  welche  erkennen  Hessen,  wiefern  beide 
der  Zeit    und   tleu  Unisläuden    nach   so  zusuminenhingen  und  zusam- 
nienslimmlun,    uiu   der   Vergleichbarkeil   sicher   zu  sein.     Wer   aber 
vermag  für  diese  Vcrgleichbarkeit  zu  stehen,  da  für  li  und  T  über- 
haupt keine  Andeutung  vorliegt,  wie  es  in  diesen  Beziehungen  stand, 
indeBS  man  bei  Tr  aus  der  Anmerkung  selbst  sieht,  dass  der  IndiBe- 
renzpunct  aus  andern  Versuchen  hieher  übertragen  ist,  die  bei  nähe- 
rem Zusehen   (s.  unten)   in  einem   für  die  Fiage  wesentlichen  Puncto 
von  denen  abweichen,  um  die  sich's  liier  han<Iell.  Oder  wäre  der  Indiffe- 
renzjtuuct  wirklich  eine  so  feste  Grosse  für  jeden  Beobachter,  dass  mam 
von  einer  zur  andern  Zeit  und  von  andern  Versuehsumst binden  her  ^i^M 
seine  Constanz  rechnen  kann?    Der  Verf.  scheint  es  vorauszusetzen; 
aber   um  diese  Voraussetzung  zu  theilen,    mUssle  man  die  Versuche 
kennen,  worauf  sie  sich  slülzt,  und  von  solchen  liegt  meines  Wissens 
bis  jetzt    nichts   vor.     Allerdings  sagt  Wundl   in   s.  Grundz.  d.  ph. 
Ps.  II.  286;  »Hüll  man  sich  an  die  oben  angedeutete  [von  mir  unten 
ulilier  zu  bezeichnende]  einfachste  Versuchslbrm,  so  ergiebt  sich,  da^^ 
bei   vorsichtiger  Auffassung  der  Indidcrenzpunct  eine  sehr  constaolH 
Lage   hat,    die   selbst  bei    verschiedenen   Individuen    nur   wenig   zu 
variiren  scheint«,  und  wenn  schon  er  keine  Versuche  dazu  mitlheilt, 
dass  dies  auch  von  einer  Zeit  zur  andern  für  dasselbe  Individuum 
gilt,  darf  man  doch  voraussetzen,  dass  er  solche  Versuche  im  Hück- 
halLe    hat;    und   so   giebt   er  für  die  Versuchsform,  die  er  hiebei  im 
Auge  hat,  den  Indill'ercnzjmuct  Trau  tsc holdes   wirklich  zu  0,73^y 
an,   was  sich  zu  0,74  abkürzen  Hess.     Die  von  Wundt  »oben  ai^^ 
gedeutete  einfacliste  Vei-snchsformc  ist  aber   keine  andere,   als  die,   , 
wo    zwischen    t   und   f   ein   Zwischenintervall   ()  ^  t   besteht,    woi^| 
Wundl  ausdrücklich  benierkl,  dass  nach  Massgabe,  als  die  Zwischen- 
zeit f)  grösser  wird,  die  Grosse  des  Indiöercnzpuncles  erst  zu-,  da^H 
rasch  wieder  abnehme.    Also  hüngl  sie  jedenfalls  überhaupt  von  d^^ 
Grösse  des  fV  mit  ab,  und  wird,  wenn  sie  bei  f)=  f  gleich  0,74  ist, 
nicht   auch   bei    fi  =i  0    dieselbe    Grösse    haben.     Die   Versuche   des 
Verf.  aber,    um    die  sich's  hier  handelt,   gehören  zu  den  Versuchen 
zweiler  Gruppe,  wo  rf  =  0  ist.     Wie  kann  also  der  Verf.  einen  für 
Versuche   mit   t)  =r  l  gefundenen  Werth   dos  InditTcrenzpunctes   ohne 
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Weiteres  auf  Versuche,  wo  ^=0  ist,  übertragen?  Gesetzt  aber, 
wofür  doch  gar  keine  Bürgschaft  vorliegt,  der  Indifterenzpuncl  ündre 
sich  von  einer  Zeit,  einer  Versuchsreihe  zitr  andern  auch  nur  wenig, 
so  ändert  sich  das  vier-  und  fünffache  Mulliplum  davon  uin  das  vier- 
iind  fünffache,  ündcrt  sich  die  danach  zu  fordernde  Mininialzeit  ura 
eben  so  viel,  und  kümiiil  hicuiil  Alles,  worauf  und  wonach  man 
rechnen  uiüchte,  ausser  Geschick.  Also  ist  die  Sicherstellung  des 
IndifFerenzpunctcs,  und  die  Frage,  wie  weit  eine  solche  überhaupt 
zu  erreichen  ist,  keine  für  die  Aufgabe  des  Verf.  so  leicljl  zu  neh- 
lucude  Sache,  als  sie  von  ihm  genommen  worden  ist. 

Aber   stellen   wir  dies   wieder   dahin   und   sehen    zu,   wie   der 
Verfasser  von  den,  nun  einmal  wie  oben  angenoraraenen,  Indifferenz- 
punctcn  und  danach  bestimmten  Muliiplis  seine  Aufgabe  weiter  verfolgt. 
Kürze  halber  heisse  die  Reihe  der  ö  Multipla  des  Indifl'erenzpuncles 
jedes  Beobachters  seine  m/f-lleihe,  die  damit  zusauimcnlitingende  Ver- 
suchsreihe desselben  seine  /-Reihe;  heisse  ferner  Multipluni-Hypolheso 
die  Hypothese  des  Verfassers  —  denn  vor  der  Prüfung  ist  es  doch 
nur  Hypothese  — ,  dass  die  einfachen  Multipla  des  Indinerenzpunctes, 
wie  solche  in  der  jn/f-Ueiiie  enthalten  sind,  in  der  f-Ueihe  desselben 
Beobachters  als  Miniraalzeilen  auftreten  und  dadurch  den  periodischen 
Charakter  der  Reihe  begründen;  so  wird  es  zur  Prüfung  darauf  an- 
kommen,  einmal,   ob   wirklich   die  Multipla   der   »»//-Hcihc  sich   als 
Minimalzeiten  in  der  ^-Reihe  wioderDnden,  zweitens  ob  die  Minimal- 
zciten^  die  sich  darin    linden,    mit  Multiplen  der  mll-Wo'iUQ   stimmen. 
Nun  hat  der  Verfasser  von  den  obigen  ä  /-Werthen  der  w/i-Rcihe 
des  Beobachters  H  4  in  seine  normale  (-Reihe  aufgcnonmien,  von  Tr 
Wos  2,   von  T  genau  keinen,    und  man  fragt  sich  zunlichsL,   warum 
nicht  überall  vollstiindig  alle,    mit  je  einem  in  die  Mitte  dazwischen 
fallenden  /,  da  dies  die  günstigste  Anordnung  für  die  Minimalzeilen 
sein  möchte,  sich  direct  als  solche  zu  bewlihren,  und  die  ungünstigste 
fUr  die  Zufälligkeiten,    die   Minimal-<'s    zu    verstecken    und    zu    ver- 
schieben.    Wohl  desshaJb,   weil  alle  drei  Beobachter  gleichzeitig  an 
denselben  Versuchen  Theil  nahmen,  ihr  Indifl'erenzpunct  aber  verschie- 
<1«Q  war,  wonach   nicht   dieselben  i's  als  Multipla    für   alle   zugleich 
äwflroten   konnten.    Nun    würe    es    freilich   erwünscht   gewesen,    die 
»eobachler   danach    zu   sondern,    was   aber    fast   die    dreifache    Zeit 
ßeWet  hatte,   die  vielleicht  nicht  zu  Gebote   stand.    Auch  kann  es 
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ja  sein,    dass  der  Verfasser  erst   hei  Bearbeitung  der   schon   vollen- 
deten Versuche  auf  die  Mulliphirii-Hy[H)these  kam. 


Auch  dies    daliitiü;eslellt,    so  will  es  aber  nicht  stimmen,  u 


in 


das  Beispiel  der  H-Keilie  specieller  in   dieser  Hinsicht   ins  Auge 
fassen,    dass   die   /-Keihe  H   bloss   überhaupt  2  Miniuial-f's,    nämlich 
2,25  und  i.OO,  oder,  unter  Zuziehung  des  eigentlich  nicli!  gellendpn 
1,5   (s.  S.  68)  drei  finden  litsst,  withrend  die  w/^-Keilie  unter  diesor 
Zuziehung  4   Multipla.    ncimlich   1,5;  2,25;  3,(t;   i,5  zur  /-Reihe  ff^M 
liefert  hat;  ebensowenig,  dass  die  Ü-Werthe  3,0  und  4,3,  welche  di^^ 
/-Itcilir  mit  der  i«//-Ueihe  theilt,  doch  nicht  als  M  ini  ma  l-/'s  in  der 
/-Reihe  auftreten,  da  ihnen  keine  j\fininial-./s  darin  zugehürcn,  wo^i 
gegen  umgekehrt  /  ==  4,0  als  Minimal-f  darin  auftritt,  ohne  unter  de^| 
Werlhen .  der   ??i//-Rei}u>    vorzukoujmen;     was    Alles    zur    Muhiphuii- 
Hypothüsc  nicht  stimmt.  ^M 

Soll  nun  doch  Alles  dazu  stimmen,  so  kann  es  nur  so  geschehen^ 
dass  man  die   nicht   stimniemlen  l  oder  .r/  der  ^-Reihe   durch    dem- 
gemlisse  (lorrcctionen  stinunend  macht.     In   der  That   aber  braucht 
nuin  nur  das  (  =^  4,0  der  /-Reihe  in  3,75  zu  verwandeln,  so  ist  der 
Multiplum-IIypothese  genügt;  th'nn  3,75  findet  sich  unter  den  Wertheu_ 
der    »fl/l- Reihe.      Andrerseits    braucht    iiuni    nur    die     nachbarliche 
./-Werthe    0,188    und  0,180  der  /-Reihe   ihre    Stelle    bezüglich    d^ 
nacldiarlichen  /-Werthe  4,0  und  4,5  tauschen  zu  lassen,  so  tritt  6i 
i  z=z  4,5  der  »«//-Reihe  richtig  als  Minimal-/  in  der  /-Reihe  auf.    Aucf 
bei  Tr  gilt  es  nur,  das  3,75  der  /-Reihe  in  das  3,70  der  »j//-Reilic. 
und  bei  T,  die  Minimal-/'s  :^  2,25  und  =  3  J5  in  die  Werthe   2,30 
und  3,80  der  w/Z-Reihe  zu  ändern,   so  hat  man,  was  man  braucht. 

Nim  geht  der  Verfasser  zwar  nicht  selbst  ausdrücklich  auf  solche 
Correctionen   ein,    aber    die  Zuflucht    dazu  versteht   sich    von    selbj 
wenn  überhaupt  die  Multipla   der  »»//-Reihen    sich    als  Miuimal-I's 
den  /-Reihen  wiedeilmden  sollen.    Und  es   muss  Ja  zugegeben  we 
den,    da    die    Beilien    der  i  durch    nicht    unbctritchtliche    DilTorenzc 
vorschreiten,  und  die  voraussirlillich  günsligste  Einrichtung  der  Ver- 
suche, wovon  die  Rede  war,  nicht  geliotTen  ist,  dass  die  wirkliche^j 
Minimatzeilen  nicht  idierall  auf  /-Werthe  treffen  k(>nnen,  wie.  sie  sid|^| 
gerade  in  der  /-Tafel  ündcn,  sondern  ihren  IMatz  dazwischen  haben 
können,  imtl  (Ujss  auch  durch  die,  vom  Verfasser  zwar  nicht  berück- 
sichtigten,   ZurcUtigkeilen,   welche    die    J  afliciren,    die    eigentlichen 
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Mininjalzeilen  verrückt  werden  können,  so  dass  es  wirklich  einer 
Correclion  der  direct  gefundenen  Werlhe  bedürfen  kann,  um  sie  mit 
den  riehligen  einstimmig  zu  machen,  wUssle  man  nur  vorweg,  wei- 
ches die  richtigen  Werthe  sind;  aber  misslich  wird  das  Vorfahren, 
wenn  eine  Voraussetzung  über  die  richtigen  Werlhe  erst  mit  Hülfe 
von  Correelionen ,  die  in  Richtung  darauf  gemacht  sind,  bewiesen 
werden  soll,  und  als  fehlgeschlagen  muss  der  Beweis  gelten, 
wenn  sich  findet,  dass  so  kleine  Correclionen,  als  in  den  oben  be- 
sonders ausgesuchten  Füllen  hinreichten,  nichts  weniger  al^  allgemein 
hinreichen,  die  m/i-Iicihe  und  ^-Reihe  mit  einander  stimmend  zu 
machen. 

In  der  Thal  aber,  nehmen  wir  in  der  m//-Reihe  von  H  den 
Werlh  2,30,  von  Tr  2,20;  2,30;  von  T  3,10;  4,50;  gehen  mit  diesen 
Werthen  in  die  /-Reihen  derselben  Beobachter  ein,  und  sehen  zu, 
wiefern  sie  mit  Minimalzeiten  derselben  stimmen.  Nicht  nur  stimmen 
sie  nicht  direct  mit  solclien,  sondern  weichen  so  weit  von  den  darin 
vorfindlichen  Minimalzeiten  ab,  dass  von  einer  crtriiglichcn  Correc- 
lion, um  sie  mit  solchen  zusammentreffen  zu  machen,  gar  niclit  die 
Rede  sein  kann. 

Nun,  der  Verfasser  gesteht  ja  selbst,  dass  er  mit  den  normalen 
t-Reihen  der  drei  Beobachter  nicht  ausreiclit,  indem  er  eine  Ergän- 
zung in  den  annmalen  Reihen  derselben  sucht.  Stelle  ich  nun  den 
Einwand  gegen  die  Zulilssigkeit  dieser  Zuziehung  abermals  dahin,  der 
eigentlich  gar  nicht  dahinzustellen  ist,  so  fragt  sich  aber,  wie  ist 
die  Weise  der  Zuziehung  seitens  des  Verfassers  zu  verstehen? 

Zunächst  konnte  man  es  rationell  finden,  da  die  Werthe  .-/,.  <[ 
und  J^  ^  einer  enlgegengeeelzlcn  t'oniraslwirkung  unterliegen,  die 
MitU'l  zwischen  beiden,  zn  demselben  (  gehörigen,  Werthen  zur  Con- 
■<lntclion  einer  anomalem  Curve  zu  gebrauchen,  zu  den  Minimis  dieser 
mittlem  ^-fs  die  zugehörigen  fa  als  MinimalziMten  zu  nehmen  und 
'inter  die  der  normalen  Reihen  ergänzend  einzuschalten.  Aber  nliher 
zugesehen  sagen  ja  die  Angaben  des  Verfassers  gar  nichts  von  einer 
^liltelziehung  zwischen  <^  imd  ^,  sondern  sprechen  nur  von  Mitteln 
"aus  den  einander  am  ncicltstcn  liegenden  Werthen  der  i^onlrast- 
feilien«  idjerhaupl. 

Nun  habe  ich  noch  verschiedene  Vorstelhmgs weisen  vei-suclil, 
•MQ,  wie  man  sich  ausdrückt,  dahinter  zu  kommen,  einmal,  was  der 
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Verfasser  mit  den  belrcfTonden  Mittoln  eigontlich  gemcinl  h< 
Ions,  wie  sich  die  Rücksiclit  liei  der  Millcl/iehung,  wovon  S.  70  die 
Rede    war,    überhaupt    nehmen    liess,    da    ziigcstaDdenermassen   di^j 
Grüsse  dos  CualrasleinJlusses,  worauf  Huckäicht  zu  nehmen,  numcria^^ 
nicht  bestininibar  war;    doch  sollten  mit  dieser  Rucksicht  numerisch 
bestinimle    Minimalzeilen    als    Mullipla    eines    numerisch    bestiiuiutcn 
Indifferenzpunctes  gefunden  werden. 

Aller  Unbestimmtheit  in  diesen  Beziehungen  aber  hätte  der  Y« 
fasser  dadurch  entgehen  können  und  entgehen  sollen,  dass  er  st 
sich  in  nicht  scharfen  allgemeinen  Ausdrilckea  zu  halten,  die  Weise, 
wie  er  die  anomalen  Reihen  zur  Ergänzung  der  normalen  für  seinea 
Zweck  benutzt  hat^  an  einigen  Beispielen  bestimmt  erläutert  hatte. 

Nun,  nachtriiglich  ist  es  wirklich  noch  von  ihm  geschehen,  d<^|H 
nur  in  einer,  auf  private  Anregung  erfolgten  privaten  Miltheilung  aiT^ 
Prof.  Wundt,   die   mir  von  diesem  zugestellt  worden   ist,   wonach 
ich  freilich  bedauern  muss,    mich   mit  dem  Versuche,    den  Angaben 
des  Verfassoi*s  in  seiner  Abhandlung  selbst  ein  Verstlindniss  abzuge- 
winnen, so  viel  geplagt  zu  haben,  da  ich  schliesslich  sehe,  dass  es 
tiberhaupt  nicht  daraus  zu  gewinnen  war.    Ich  lasse  die  Mittheilu 
des  Verfassers  nun  wüitlich  folgen: 

»Da  der  Satz  in  meiner  Dissertation  p.  22  [Abh.  p.  56]:  »»Dabei 
sind  die  Werthe  von  ^4  für  diejenigen  liauptzeiten,  für  welche  keine 
conlraslfreien  Versuche  vorliegen,  in  der  Weise  gewonnen,  dass  aus 
den  einander  am  nächsten  liegenden  Werthen  der  Conl rastversuche 
das  Mittel  gezogen  wurde  mit  Rücksicht  auf  diejenigen  Factoreo^ 
welche  p.  21  [Abh.  p.  55]  die  Grösse  des  Contrasleinflusses  lii^^ 
stimmen««,  leicht  zu  der  Vcrmulliung  Anla.ss  geben  könnte,  ich  sei 
bei  dieser  Bestimnumg  willkürlich  verfahren,  will  ich  an  2  Bei- 
spielen zeigen,  wie  ich  diese  Bestimmung  vorgenommen  habe«.      ^H 

»1.  Zu  Tr  t  =  2,25  ist  J  ohne  Conlrast  unbekannt.    Nun  zeiget 
aber  meine  Protokolle  folgende  Contrastwerdie  {die  in  die  Tabelle  XVI 
nicht   aufgenommen    worden    sind,    da    eine   Vergleichung   derselben 
mit  den   contrastfreien  Werthen   mangels  ersterer  nicht  müglich  igi^ 

%         <P  J^,  n 

^2,00       —0,063       2 
+  0,038       2 


I0£   . 


2,25 


l4,no 


»Mit  Rücksicht   auf  das  Resultat  p.  21    oben  [Abh.  p.  55]    fo! 
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daraus,  dass  der  conlraslfreio  Werth  von  J  für  i  ■=.  2,23  jodeiifalls 
(absolut  genommen)  kleiner  ist  als  0,0G3,  dass  also  die  Curvo  J 
für  Tr  zwischen  i  =  2,00  und  2,50  einen  Bogen  nach  oben  machon 
muss,  da  ^  [in  der  conlrastfroicn  Reihe]  für  i  ^^  2,00  —  0,0G8  und 
für  /  =  2,50  —  0,079  war.  Welchen  Werth  das  J  für  /  =  2,25  in 
Wirklichkeit  haben  wird,  habe  ich  nicht  ermitteln  wollen,  schon 
deshalb,  weil  ich  selbst  bemerkt  habe  (p.  21),  dass  sich  der  Con- 
Irasleinfluss  numerisch  nicht  bestimmen  lilssl. 

»U.    Für  T  l  :=  3,2ö    fehlt  ebenfalls  ein  <Hrect  beslinmiter  con- 
Irastfrcier  Werth  J,     Es  ergab  sich  aber: 


t 
3,25 


c 
00 

00 


—  0,240 

—  0,400 


«Hieraus  folgt:  .J  contraslfrci  grösser  als  0,100,  ausserdem  er- 
giebt  sich  aber,  dass  dieser  Werth  dem  ^:=  0,100  niihcr  liegen 
muss,  als  dem  Werthe  0,240,  weil  der  Unterschied  der  Hauplzeit 
3,25  gegen  die  ContraslÄeit  [t^=^  4,00]  im  zweiten  Falle  geringer 
ist,  als  im  ersten.  Demnach  rauss  die  Curve  für  T  bei  t  =  3,25 
durch  einen  liefer  liegenden  Punct  gehen,  als  bei  t  =^  3.  Dies  ist 
auch  in  meiner  Originalzoiclmung  der  Fall.  Im  Druck  Iridt  dies 
nicht  zu,  weil  entweder  bei  der  Uehertragung  oder  bei  der  Ver- 
kleinerung eine  Verschiebung  dieses  Bogens  staltgefunden  hat. 

»Die  Fülle,  in  denen  ich  nach  den  vorstehenden  Beispielen 
den  Werth  von  .J  nicht  sowohl  bestimmt,  als  vielmehr  in  gewisse 
Grenzen  eingeschlossen  habe,  sind  übrigens  nicht  sehr  zahlreich  und 
beschränken  sich  bei  Tr  und  T  auf  dieselben,  welche  ungerade  Viel- 
fache von  C25  sind,  so  weit  für  dieselben  ^  nicht  direcl  be- 
filiinmt  ist.« 

Was  ich  nun  meinerseits  hiczu  nachträglich  zu  bemerken  finde, 
isl  dieses: 

I)  Zur  Prüfung  der  Hypothese  des  Verf.  liegen  in  seiner  Ab- 
'landlung  die  normalen  und  anomalen  /-Reihen  der  drei  Beoltachler 
W;  daran  konnte  man  sich  halten;  nun  ist  es  doch  eine  eigene  Zu- 
iTiulhung,  dass  man  zu  dieser  Prüfung  auch  noch  Angaben  zuziehen 
soll,  die  nur  in  den  Versuchsprotokollen  des  Verf.  stehen,  ohne  dass 
'ß  der  Abhandlung  selbst  auch  nur  eine  Andeutung  von  diesem 
Rückhalt  gegeben  ist,    und  dass  man  die  Benutzungsweisc  der  ano- 
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malen  Reihen   vcrslehcn   soll»    tia  diese  gerade  in  Venverlhung 

in  den  Protokollen  stecken  gehliebenen,  Werllie  ruht. 

2)  Niuh  wie  vor  hleibt  unerfindlich,  wie  nach  dem  Gai 
der  l  und  ./  in  den  lionlrasl reihen  Inter[iolutiouen  in  den  contra 
freien  Reihen  sollen  vorgenommen  werden  können,  welche  mit 
Hypothese  hinreichend  stimmen,  ohne  sotclie  schon  vorauszusetze 
auch  bleiben  die  verzeichneten  Wid  e  rsprüc  he  mit  der  Multipliii 
Hypothese  dadurch  ungehoben. 

3)  Hielt  es  aber  der  Verf.  doch  einmal  für  zulässig,  norm! 
und  anomah'  Reihen  einander  ergänzen  zu  lassen,  so  hatte  es  tü( 
hios  bei  den  f-Werlhen  geschehen  sollen,  die  in  einer  von  beic 
Reihen  fehlten,  sondern  die  Gesammlheit  ihrer  /'s  war  je  im 
(jleichheil  und  Ungleichheit  zu  superponiren  und  zwischen  einad 
zu  schieben,  um  an  den  Mininial-('s  und  ^'s  der  so  zusammen« 
setzten  Reihe  die  Hypothese  des  Verf.  zu  prüfen. 

Bei   all'    dem   habe    ich    noch    von    einem   ganz   fuiHlamenlülfl 
Einwände  gegen  die  Hypothese  des  Verf  absliahirt,  weil  er  ei-sl 
einem   splileren  Abschnitte   (XI)  zur  Geltung  gebracht    wertlen  ka« 
Die  ./  des  Verf.  sind   rohe,   noch   mit  einem  constauten  Felder 
haftete,  Werthe,   mit   dessen  Elimination   sich  nicht  nur  die  Gros 
sondern   auch   meist  das  Vorzeichen  der  ./  lindert.     Nun  kann 
aus    den    rohen  ./   die    reinen   (unsere    i*^)   mittelst    einer    geeignet 
Correction  gewinnen,  wonach  sie  aber  so  klein  werden,  dass  gej 
über   den    zufalhgen   Fehlern,    welche    durch    die    Correction    unt 
mindert  bleilit^n.  niclit  daran  zu  denken  ist,  irgendw*'lche  geselzH< 
Verhültuisse   derselben    überhaupt    empirisch    constatiren   zu    könn^ 
und    von  Multiplis   des  Indifferenzpunctes   nicht   mehr   die  Rede 
kann,   weil   er   fUr   die   corrigirten  ^'s  sich   auf  Null    redueirt. 
Nothwendigkeit  der  betreffenden  Correction  aber  dürfte  sich  aus 
Er(jrterungen  des  X.  Abschnittes  so  entschieden  herausstellen,  dass 
durch  altein  schon  eine,    auf  die  Verhüllnisse  der  rohen  ^J  gegr 
dcto,  Hypothese  unhaltbar  wird. 

Nach  Allem    dürfte    man   zugestehen,    dass,   wenn   die   mit 
Multiplum-Hyjtothese    solidarische  Periodicitiitshypothese    des  Verf.  im 
Gebiete    des  Zeitsinnes   mit   voriger  Ablehnung  derselben  noch  ni( 
für  erledigt  gelten  sollte,  sie  von  Grund  ans  einer  neuen,  haltbarei 
und  klareren  Begründung  bedürfen  wird,  als  sie  bis  jetzt  gefunden 
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X.  üeber  den  rorreetionsfactor /v;  Corrcetion  der  rohen 
Yerliültiiisssdiwellcn  r,„  r„  nnd  rohen  relativen  Unter- 
schiedsschwelleu Wo,  w>^  durch  denselben. 

Im  Vni.  Abschnitt  wurde  die  Ansicht  aufgestellt,  dass  die  obere 
lind  untere  Verhiiltnisssehwelle,  wie  sie  durch  den  Versuch  erhalten 
werden,  noch  niil  einem  con.stanlen  Fehler  behaftet  sind,  der  durch 
Millelziehung  eliniinirt  werden  rauss,  soll  dem  Wcber'schen  Gesetze 
genügt  werden.  Gehen  wir  dieser  Ansiclil  jetzt  theils  melrr  auf  den 
Grund,  theils  etwas  weiter  nach. 

Zunächst  scheint  es  freilich,  dass  durch  die,  vom  Verf.  belblgle. 
Wuudl'sche  Methode    der  Minimaliinderungcn   alle    constanten    Feh- 
ler,  welche    von    einseitiger  Versuchsanordnung   alilUingen ,    eliminirt 
?ciQ  müssen,  und  jedenfalls  gehören  hieher  die  Fehler,  die  der  Verf. 
II  n  damit  bezeichnet:   '»dass  der  durch  Vergrüsserung  der  DUferenz 
i'—l  von    Null    an    gewonnene    LInterschicdsschwellenwerlh    in    den 
weitaus    meisten    Füllen    grosser    als    der    durch    Verkleinerung    vnu 
^— (erhaltene  war«.     Wenn  ich  nlUnlich  mit  dieser  Angabe  auf  die 
«mtiu^ntische    Erklärung    über   das    Verfahren   seitens   Wundt    (S.  8) 
zurückgehe,  glaube  ich  sie  so  verstehen  zu  können^  dass  t^' —  t  allei- 
iueisl  grösser    als  ij —  /,    umt    /  —  f,^'  allermeist  kleiner  als  t  —  1,^' 
gefuTiden  wurde.     Wird  nun  aber,  wie  es  wirklich  geschiehl,  t^^  als 
Miltel   von   /„'   und   f„",  und  t^  als  Mittel  von  1/  und  fj  genommen, 
^  darf  man  annehmen,  dass  die  von  den  einseitigen  Richtungen  des 
Verfahrens    ahluingigen   cnnstiuilen  Feldei'   durch    diese  Miltelziehung 
möglichst  compensirt  sind,    gleichviel,    ob  man  die  Weise,   wie  sich 
tler  Verf.  (p.  47)  die  Entstehung  dieser  Fehler  denkt,  acceptiren  oder 
noch  zweifelhaft    finden    will.     Aber  es    ISssL    sich    noch   an  anilere 
fehler  denken,    die    nicht    zugleich    damit   compensirt  sind;    und  so 
liabe  ich    schon    io  »Elem.«  II.   1  iO.    151.  347    auf   einen,    von  mir 
'Dil  i  bezeichnelen,   ronstanten  Fehler  aufmerksam  gemachl,  der  sich 
^i  Tastversuchen    nach    der    Methode    der   mittleren  Fehler    geltend 
locht,   und    seinen  wahrscheinlichen  Ursprung  darin  hat,   dass  stets 
die  Fehlgrösse,  aber  nicht  die  Normalgrösse  der  Abänderung  bis  zur 
scheinbaren  Gleichheit  inil  der  andern   unterzogen  wird,  also  letzlere 
•nimer  einseitig    als    constanter  Vergleichsmassstab   fiii-  die  erste  auf- 
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conslanter  Vergleichsmassstab  für 


Irin.  Eben  so  aber  tritt  bei  den  Versuchen,  mit  denen 
ihun  haben,  i  immer  einseilig 
l^  wie  /„  auf,  und  so  kann  es  sehr  wolil  sein,  duss  hicbei  aus  enl- 
sprcchemlein  Grunde  ein  constant^r  Fehler  zur  Gellung  komnil,  ver- 
möge dessen  t^  und  f„  in  gleiclier  Riclitung  verJhiderl  sind.  Ist  ah 
dies  der  Fall,  so  kann 

Vq  =  -f   nicht  gleich  v  ^  ^ 

sein,  weil  t^  im  Zahler,  /,^  im  Nenner  steht. 

Viclleieht  aber  liegt  es  noch  nüher,  stall  an  vorigen  Urspr 
an  folgenden  zu  denken,  ohne  dass  übrigens  damit  der  vorige  a 
geschlossen  ist,  indem  sehr  wohl  beide  coincidircn  können,  ohne  sich 
deshalb  zu  idenlificiren.  Bei  den  Versuchen  über  Untcrschieds-Em- 
pfindlichkeil  spielen  überhaupt  zwei  constante  Fehler  eine  grosse 
Rolle,  die  ich  kurz  als  Raumfchlcr  und  Zeitfehler  bezeichne,  und  die 
es  in  bekannter  Weise  durch  Entgegensetzung  zu  compensiren  und 
dadurch  zu  eliniiniren  gilt,  sollen  nicht  die  auf  UnLerschiedsempfind- 
Itchkcit  beziehbaren  Resultate  dadurch  alterirl  werden,  und  die  Be- 
wabrbarkcit  des  Weher'schcn  Gesetzes  darunter  leiden.  In  Bezug 
auf  den  Raumsinn  habe  ich  beide  Fehler  einer  besondern  Erörtern 
in  ra.  nEleni.«  IL  4  49  ff.  unterzogen.  Fasse  ich  nun  aber  die  Vi 
suche  über  den  Zeitsinn  nach  der  Methode  der  Minimaländerun 
ins  Auge,  wie  sie  nach  der  authentischen  Erklärung  Wundt's  über 
diese  Methode  (S.  8)  auszuführen  sind,  und  sowohl  vom  Verf.  als 
früher  von  Kollert  wirklich  ausgeführt  sind,  so  vermisse  ich  jede 
Andeutung,  dass  der  Zeitfehler  dabei  seine  Berücksichtigung  gefunden 
hat;  wie  denn  Wundt  selbst  einer  solchen  ausdrücklich  nur  bezüg- 
lich der  Schall  versuche  (»Philos.  Stud.«  I.  660)  gedenkt.  Der  Zeil- 
fehler  ist  aber  bei  den  Zeilversuchen  darin  zu  suchen,  dass  die 
Hauptgrösse  stets  vor  der  Vergleichsgrösse,  nicht  aber  eben  so  oft  und 
vergleichbar  damit  auch  umgekehrt  angewandt  wird.  Man  fragt 
vielleicht:  ist  aber  ein  anderes  Verfahren  im  Gebiete  des  Zeitsinnes 
überhaupt  denkbar?  Sehr  wohl,  wenn  man  es  nur  in  entsprechen- 
der Weise  als  beim  Raumsinn  (nach  »Eiern.«  IL  149)  ausgeführt  denkt. 
D.  i,,  indess  man  nach  der  bisherigen  Weise  immer  zuerst  die  con- 
stante Hauptgrösse  angiebl,  dann  die  Vergleichszeit  ablindert,  und 
dies  so   lange    wiederholt,   bis   der  Absicht   des  Vergleichs  dadurch 


un^ 
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entsprocheu  ist,  kann  man  umgekelirt  (iic  vorilnderlicho  Vcrgloiclis- 
grüsse  iinraer  zuerst  mit  irj^cndwulclicm  Wertli  ani;elicn,  dann  die 
feste  Haupl^rösse,  und,  naclidoni  uian  sich  ühL'rz<iiigl  hal,  ob  die 
Vergleiclisgrössie  hingegen  zu  gross  oder  klein  oder  dem  Zweck  des 
Vergleiches  entsjjrechenti  erscheint,  die  VergleichsgrÖsse  stufenweise 
weiter  abändern,  und  nach  jeder  neuen  Stufe  durch  Angabe  der 
Hauptgrösse  den  Vergleich  damit  ziehen.  Dass  dieses  Verfahren 
hei  Versuchen  übei"  den  Raumsinn  niclit  nur  denkbar,  sondern  auch 
praktisch  ausfuhrtjar  ist,  beweist  sich  damit,  dass  ich  wirklich  die 
Elimination  des  ZeiUehlers  tlanach  bewirkt  habe.  Ob  nicht  bei  Ver- 
suchen über  den  Zeilsinn  nach  der  Methode  der  MinimahUiderungen 
praktische  Schwierigkeiten  entgegentreten,  vermag  ich  aus  Mangel  an 
ErfahrungCD  in  dieser  Beziehung  nicht  zu  sagen;  wiVro  es  aber  der 
Fall,  und  miissle  man  sich  beim  bisherigen  Verfahren  mit  einseitiger 
Zeillage  begnügen,  so  würde  man  auch  auf  einen  davon  abhangigen 
uncompensirl  bleibenden  Zeitfehler  zu  rechneu  haben;  jedenfalls  hat 
man  sich,  so  viel  ich  sehe,  bisher  dabei  begnügt,  und  hat  also  auch 
auf  einen  solchen  zu  rechnen*). 

Nach  Vorigem  fehlt  es  also  von  vornherein  nicht  an  Gründen, 
(las  Dasein  eines  constanten  Fehlers  bei  den,  aus  den  Versuchen 
des  Verf.  hervorgegangenen,  Wertlien  zu  vcrmulhen;  und  der  Um- 
slaml,  dass  wir  durch  eine  Elimination  desselben,  welche  seine  That- 
sache  voraussetzt,  eben  so  zum  We herrschen  Geselze  gelangen,  als 
*K  in  andern  Gebieten  inüglirh  ist,  Irill  nur  bestätigend  hinzu.  In 
demselben  Sinue  aber  kann  folgender  Umstand  geltend  gemacht 
werden. 

Dass  die  obere  Unterschiedsschwelle  von  der  unteren  etwas 
verschieden  sein  muss,  lüsst  sich  nach  S.  10  f.  daraus  folgern,  dass 
die  obere  zwischen  im  Ganzen  grösseren  Weithen  l^^ ,  <,  als  die  untere, 
zwischen  l  undi^,  slatlfmdet;  die  Unterschiedsempfindlichkeit  nimmt 


*)  In  der  beispielsweisen  Srhiidcrung  der  Metliodc  lier  Mifjiiualiinderurigen 
(p- 7f.)  ISsst  der  Verf.  den  We^  nach  unten,  wodurch  /„  gewonnen  wird,  dem 
^*ge  nach  obea,  wodurclt  <„  gewonnen  wird^  vonuigelien.  Soltle  diese  I-olge 
"^  allen  Versuclien  eingehalten  worden  sein,  worüber  aber,  wie  Ufaer  so  M.in- 
•^hes,  worauf  etwas  aDkoinnien  könnte,  die  Angaben  des  Verf.  in  ZweiTel  lassen, 
90  könnte  möglicherweise  aucli  hievon  ein  constanter  Fehler  abhiinKon.  M.iti  kann 
jedenfalls  nicht  vorsichtig  genug  gegen  conslanle  fehler  sein. 

ikhMidl.  d.  k.  ä.  UeMllKb.  d.  Wlnataich.  XXU.  6 
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aber  mit   der  Tlühc   (Iit  Wcrtlic,    auf  die  sie 
sofern    sie   der    Unterschiedsschwelle    reciprok 


bezogen  ist,   ab, 
ist,    muss    die   ober 


iL  —  f/» 


Unterschiedssehwelle  grösser  als  die  untere,  mithin  ^  :=  ^^^—^ — -  posi 
tiv   sein.     Doch    ist  nur  ein  kleiner  Unterschied  zwischen  beiden 
eiAvarleii,    d:)  beide  Unlersehiedsschwellen  sieh  um  denselben  We 
/drehen.     Facliscli  aber  zcii^en  tlit^  Unlersehiedsschwellen  rf^,  d^, 
wie  sie  aus  den  Veisuchen  des  Verf.  hervorgehen,   das  gerade  en^ 
gegengeselzte  Verhalten,    wie  man  sicli  aus  Abschnitt  V  überzcu. 
kann,  wo  für  alle  Reihen,    mit  denen  wir  hier  zu  thun  haben,   die 
^t/„  und  ^'</j^  für  dieselben  f-Summen  gegenübergestellt  sind.    Näm- 
lich:   ausser   der   aufumden  Kol  le  r  l'schen  Reihe  No.  5.   a)   mit 
kleinen /'s  von  0,i  bis  1,0,  wo  2^d^  ein  wenig  grösser  als  ^d^ 
ist  in  allen  Reihen  2'r/,,  kleiner  als  ^d^^  demgemüss  2'^  negativ, 
und  in  allen  Reihen  Nu.  1,  2,  3,  welche  von  /  =  -1,0  bis  8,0  gehe 


raff 

die 
äni- 

is!^ 


Überwiegt  2i'</„  in  enormem  Vcrhidlnissc  über  ^d^. 


I 


Wenn  sich  nun  im  XI.  Abschnitt  zeigen  lassen  wird,  dass  die 
abnormen  Verhältnisse  der  Untersehiedsschwellen  rf^,  d^  durch  Voraus-   , 
Setzung   unil  Elimination  desselben  Fehlers  schwinden,   wodurcli  d^M 
V^erhliltnisssehwellen  t'^,  v^  mit  dem  VVeber'schen  Gesetze  stinunend 
gemacht  werden,  so  wird  der  Schhiss  auf  das  Dasein  dieses  Fehlers 
uni  so  bindender  dadurch  werden. 


I 


Zu  vorigen,  immer  nur  erst  indirecten,  Gründen  seiner 
nähme   aber   gesellt  sich  endlicli  noch  folgende,    in  der  Abluindl 
des  Verf.  bemerkte,    nur    niclil    zu   Folgerungen  in  belrelfender  Hin- 
sicht benutzte,  Thatsache,  welche  dtrect  für  das  Dasein  und  zugleich 
für  dieselbe  Richtung  desselben  l)eweisl,  zu  der  wir  durch  die  vori- 
gen Betrachtungen  geführt  werden.    Der  Verf.  sagt  bei  Besprc<hung 
der  Versuche   der  ei-sten  Gruppe,    wo  zwischen  Hauplzeit  und  Ver- 
gleichszeit  ein  der   Hauplzeil   gleiches   d  eingeschoben   wird:    »Vq[H 
schiedene  Reobachter,  besonders  aber  Tr,  beklagten  sich  oft  darilbet^ 
dass   ihnen    die   der   llauplzcit   gleich    sein   sollende   Zwischenzeit   d 
grösser  als  /  erscheine,    wilhrend  beide  in  Wirklichkeit  völlig  gleich 
waren.«    Der  Verf.  erklürt  diese  Ei'schcinung  unstreitig  sachlich  rich- 
tig daraus,  »dass  die  Hauptzeit  in  der  Reproduction  verkürzt  ist,  d^| 
jener   gleiche  Zeit   <\  also   grösser   erecheinen   muss«.     Das   ist  doch 
aber  eben  nichts  Anderes,  als  die  Erklärung  durch  einen  constanlen 
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Fehler,    dem  eine,  mit  der  Hauptzeil  verglif;hene,  ihr  folgende,  Zeit 

Ullierliegt.     In   der   Thal   treffen   die   beiden   möglichen   Gründe   des 

Fehlers  hier  zusammen,    sofern  die  Hauptzeit  als  Vergleichsmassslidj 

lör  die   Zwischenzeit   dient   und   diese   der   Ihiuptzeit   folgt.      Wenn 

aber  die,    unwillkürlich  mit  der  Hauptzeit  verglichene,   Zwischenzeit 

einem  von  diesen  Umsttinden   ahlilingigen   Fehler    unterliegt,   warum 

sollte  ihm  die,  absichllich  mil  der  Hauplzoit  verglichene,  Vergleichs- 

reit  weniger  unlerhegen?    Es  werden  also  sowohl  t^  als  /„  als  Ver- 

gleichszeiJen    durch    den    betreffenden  Fehler   verkürzt  sein,    und    in 

umgekehrtem  Verhältnisse  vergrös.serl,  wie  ich  sage  corrigirt,  werden 

njüssen,  um  vom  constanten  Fehler  licfreit  zu  werden. 

Der  vorigen  Betrachtung  steht  niclit  entgegen,  dass  nach  den, 
an  die  Thatsache  der  Ueberschützung  des  d  angeknüpften,  Bemer- 
kinigcn  des  Verf.  (p.  49)  diese  Thatsache  bei  sehr  kleinen  fs,  nament- 
lich unter  0,4,  sich  nicht  geltend  macht,  indem  hiemit  nur  bewiesen 
wird,  was  sich  aus  der  folgenden  Untersuchung  um  so  heslimmter 
herausstellen  wird,  dass  der  constanle  Fehler,  um  den  es  sich  han- 
delt, von  der  Grösse  des  t  mit  abhängig  ist,  und  als  Function  des- 
!<elhen  betrachtet  werden  muss;  was  nicht  unerwartet  sein  kann,  da 
das  Kntsprechende  von  constantrn  Feldern  auch  in  andern  Gebieten 
gill*).  Da  nun,  wie  folgends  zu  zeigen,  die  Ablilingigkeil  der  Art 
ist,  dass  er  mit  der  Grösse  des  t  wächst,  so  versteht  sich  sehr  wohl, 
dass  er  bei  kleinem  l  wenig  merklich  sein  kann. 

Unterscheiden  wir  nun  die  Wertli«'  t^,  („,  wie  sie  unmittelbar 
aus  den  Versuchen  hervorgehen  und  noch  mit  dein  belrcirenden  ein- 
fachen oder  zusammengesetzten  Fehler  behaftet  zu  denken  sind,  als 
rohe  Werthe  von  den,  durch  Elimination  des  beUeffenden  Fehlers 
daraus  hervorgehenden,  Wcrthen  als  reinen  Werthen,  und  bezeichnen 
letztere  mil  t^,  t„,  so  können  wir,  um  zugleich  zum  Weber'schen 
Gesetze  und  zur  Befriedigung  der  an  die  Unlerschiedsschwellen  zu 
stellenden  Forderung  zu  gelangen,  zunlichst  folgende  Fundaniental- 
gleicbuogen  aufstellen: 

to=9U  ;         tu=fi^u  > 

*,  Der  Ausdruck  constanlcr  Fehler  ist  nämlich  überhaupt  nur  insofern 
trcffead,  als  er  für  jedes  t  insbosomltrro,  bei  constnnt  {j;ehiiltenfn  Versiidisum- 
43oilen,  dieselbe  Grösse  behält,  ohne  deshalb  rioliiwcndig  für  verschiedene  /'s 
dNMlbo  Grösse  zu  behiilten. 
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indem  wir  unler  q  den  constanlen  Verhlil  In  issfehler  verstehen,  durc! 
welchen  die  reinen  Werthe  t„,  t^  in  die  rohen  /„,  f,^  übergehei 
Hieraus  fliessen  natürlich  die  umgekehrten  Gleichungen: 


wonach  wir  die  rohen  Wer  (he  l 
ich    kurz   sage ,    c  o  r  r  i  g  i  r  e  u 

diren,  oder,  was  dasselbe  sagt,  mit 


^,  (^  in  reine  überführen,  oder,  wij 
indem    wir    die    ersten    mit    </    divi- 
1 


multipliciren. 

1 


Wegen 


hüuGgen  Gebrauchs   nun,    den  wir    vom  Factor  -    im   vorigen  Sinne^ 

zu  machen  haben,  ersetzen  wir  ilin  durch  den  einfachen  Buchslabei 
p  und  nennen  diesen  den  Co  r  rectionsfac  to  r.  Von  seiner  Be- 
stinimungsweisc  wird  alsbald  die  Hede  sein.  Natürlich  ist  mit  p  zu- 
gleich (f  und  umgekehrt  gegeben,  da  beides  die  rcciproken  Wertlie 
von  einander  sind*). 

Die  Wertlie  1^,  l^,  l  sind  die  Ausgangswerthe,  welche  von  d 
Beobaclitnng  geliefert  werden,  und  alle  davon  abhUngigen  WerthdJ 
als  wie  f/,^,  r/,^,  ,/,  t^^,  f,^,  w^,  fr„  noch  als  rohe  zu  betrachten,  so 
lange  sie  nicht  ihrerseits  die,  aus  der  Correction  von  t^,  l^  fliessende, 
Correclion  erfahren  haben,  wonach  wir  sie  als  reine  mit  den,  den 
vorigen  entsprechenden,  deutschen  Buchstaben  bezeichnen.  Zu 
niiclist  wenden  wir  uns  mit  dieser  Correction  zu  den  Verhaltni 
schwellen,  hieniit  zur  Bestimmung  des  Corrcctionsfactors  selbst,  hii 
nach  zur  Correcti(m  der  relativen  tlnterhchiedsschwellcn,  um  auf  d 
der  einfiachen  Unlerschiedsschwellen  und  des  mittleren  SchUtzun. 
fchlers  erst  im  folgenden  Abschnitte  einzugehen. 

Als  obere  und  untere  rohe  Verhällnisssch welle  haben  wir: 

to  t 

Da   nun   die  Correction    nicht   auf   die    als   bestimmt   gegeben  anzu- 
sehenden Hauptwerthe  i  zu  beziehen  ist,  sondern  nur  auf  die  durch 

den  Verhültnissfehler  als  allerirt  anzusehenden  <„,  f^,  so  erhalten  v\' 
als  reine  obere  und  untere  Verhitltnissschwelle  tj„,  0^ : 


5u- 
di^^ 


•J  Das    voiu  Verf.  p.  6  3    geh  rauchte  f>   entspricht   unserem    7,    unser  p  al 

seinem  —,    ein    Unlerüchied    der   Be^eichauneeii,    auf  den   n<itUrIich   sachlich 

P 
nichls  ankommt. 
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V^\ 


pfu 


woraus,  noch  ohae  dass  wir  den  Wcrth  p  kennen,  der  Sau  lliessL, 
dass  wir  die  obere  VerhiiltnissschwelUi  niil  demselben  CorrecLions- 
faclor  zu  luullipliciren  haben,  mil  welchem  wir  die  untere  zu  divi- 
direü  haben,  um  beide  in  reine  Werthe  Überzuführen. 

Die  mittlere  Verhältnissschwclle  anlangend,  so  gelangen  wir 
nir  reinen  t»  indem  wir  das  VerhüllnissmiUel  aus  den  reinen  t>„,  D„ 
lieben,  d.  i. 

d.  i.  die  initiiere  reine  Verhalttiisöschwelle  D  und  die  niiltlere  rofio 
t  ülimnien  Uberein,  ohne  das«  dies«  von  iler  oberen  und  unteren 
Kiinen  und  rohen  für  sich  gilt.     Diess  hl  ein  fundamcnlaler  Ptinct. 

Sofern  nun  durch  die  Corrcclion  mittelst  p  die,  dem  Webcr- 
ic\ic.x\  Gesetze  widcrstrcl)ondc,  Ungleichheit  der  obern  und  untern 
Verhjillnissschwelle  gcliobcn  wirei,  können  wir  hiervon  Gebrauch  zur 
Bestimmung  von  p  selbst  machen,  indem  wir  setzen: 


/M'o=  —  oder  gleichgeltend  /j  —  = 


mithin 


/",/ 


.1—^ 


biess  der  Wcrth  von  p,  mit  dem  wir  im  Folgenden  zu  operiren  haben. 
Natürlich,  wenn  (birch  Correction  mit  diesem  Werlhe  /;  die  obere 
uüJ  untere  VerhüUnissscIiwelle  einander  i^leicli  werden,   werden   sie 
datnit  auch  der  mittleren  gleich  und  hat  man  also: 

Fuhren  wir  nun  mil  vorigem  Werthe  von  /)  die  Correction  der 
relativen  Verhallnissschwellen  w^,  w'„,  «'  aus,  so  haben  wir  roh 
roach  S.  \  4] 


M'o=  Vo—  < 


rc^^=  V,^ —  1 


Die  Correction  aber  werden  wir  dathiich  bewirken,  dass  wir  in  die- 
sen  Ausdrücken    »„    mit    p    muUipliciren    und    v^    mit    p    dividiren, 

aber  :=  ]/—  setzen.     Oiedurch  geht  i!'„  über  in  "^^nV if  =^  Kf „ t'« 


ae 
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uud  t»    in 


as    Dicht  ra  Inder  = 


ist.      Mittelst  die 


OwituM Ionen    nimmt    {v^—  1)  (r^  —  1)    den  Werth   {Vv„v^~  \Y  »\ 
wmX  die  Wurzel  hievon,  d.  i.  die  reine  mittlere  relative  Unter^chieda 
liehwelle  tp,  erhall  den  Werlh. 


Hofern  v  und  l»  gleichwerlhig  sind. 

Also  gilt  für  die  reinen  relativen  Unterschiedsschwellen,  daä 
iiuiii  die  mittle  eben  so  als  mittlere  VerhJiltnissschwelle  minus  1 
.«ilinunou  kann,  wie  sich  die  einfachen  relativen  Unterschiedsschwelle 
(iIh  L'infaehc  Verhallnissschwellen  minus  ^  bestimmen  lassen,  wahren 
(lajsseihe  nicht  bezüglich  der  rohen  relativen  Unterschiedsschwelle 
gilt;  ein  Salz,  auf  den  schon  früher  (S.  14)  verwiesen  worden  ist. 

Um  sich  über  die  Leistung  des  p  klar  zu  bleiben,   hat  man  in 
.\uge  zu  behalten,   dass  mit  der,  durch  seine  Anwendung  zu  erzifl 
lenilen,    Gleichheit   der   oberen,    unleren   und   mittleren    Verhältnis 
schwelle  y„,  t>„,  l>  für  jedes  t  zwar  einer  Bedingung  des  Weber^ 
tjchen  Gesetzes  genügt  ist,  hierin  aber  noch  gar  nicht  von  selbst  ein 
geschlossen  ist,  dass  damit  auch  der  andern  BecUngung  des  Webei 
riehen  Gesetzes  genügt  sei,  dass  nämlich  die,  für  jedes  (  insbesondere 
^ItMchen  l>„,   t)„,   V»  auch  constanl  dieselben  für  alle  verschiedenen  t 
bleilieti;   vielmehr  bowoisl  die  untere  Abweichung  vom  Weber'schea 
(irsrt/.e.  welche  im  VIII.  Abschnitte  besprochen  ist.    das  Gegcntheil. 
Wir   können    hier   die  Correction   durch  p   so  gut  anwenden,   als  in 
den  Grenzen  merklicher  Gültigkeit  des  Web  ersehen  Gesetzes,  und 
diuiiit  t\^,  l\, ,  11  gleich  machen,  ohne  damit  zu  erreichen,  dass  diese 
iMHiigirlen  Verhällnissschwellen  für  die  vei-schiedenen  t  merklich  c< 
Hlitnl    werden.     Die  Con^ction   der  oberen  und  unleren  Verhältn«! 
Hfh\vi>IK>    durch  p   gehurt    also    zwar    wesentlich    zur   Erfüllung 
Weh  er 'sehen  Gesetzes,  reicht  aber  noch  nicht  allgemein  und  schied 
hm   du/u    hin.     Nur   lehrt    die  Erlahrung   selbst,    dass  über  gewisse 
Gnnizeii  dl  r  Kleinheil  des  f,  die  der  sog.  unleren  Abweichung  vom 
(lexet*e  hinaus,  p  solche  Verhaltnisse  zu  l  annimmt,  dass  die  dadurch 
Ouriigiiti'U    Verhalt nis&sch wellen    auch    der    zweiten    Bedingung 
\V  o  Ihm- jM^hen  Gesetzes,  d.  i.  der  Constanz  derselben  bei  abgeSkndt 
len»  I,  nierklich  genügen. 

Von   der  andern  Seite   ist   damit,   dass  durch   Anwendung 
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Correclionsfaclors /)  beiden  Bedingungen  des  Web  er 'sehen  Gesetzes 
zugleich  nur  erst  über  den  Grenzen  der  sog.  untern  Abwtü'chiing 
uienUgt  wird,  nicht  gesagt,  dass  seine  Anwendung  aucli  nur  oberhalb 
ders<3lben  slalt  zu  finden  habe.  Denn  es  ist  kein  Grund,  dass  der 
in  der  Einseitigkeit  der  Versuchsumstünde  begründete  conslante  Feh- 
ler q  bei  kleinem  t  weniger  stattfinden  sollte,  als  bei  grossem, 
wenn  die  Einseitigkeil  beidesfalls  dieselbe  ist,  dem  Fehler  q  aber 
entspricht  die  Correction  durch  —  =:  p.  Insofern  aber  die  Correc- 
tion  durch  p  doch  nur  oberhalb  gewisser  Grenzen  der  t  zu  einer 
üebereinslinnnung  mit  dem  Webe  r'scheii  Gesetze  führt,  werden 
auch  die  mit  diesem  Gesetze  zusammeuhä  ngendeo  Verhältnisse 
nur  oberhalb  derselben  Grenzen  ihre  Gülligkcit  erlangen. 

Dass  p  selbst  für  alle  /  constant  bleiben  müsse,  ist  bemerkter- 
iii;i.>sen  von  vornherein  keine  Nothwendigkeit;  genug,  dass  es  seine 
Aufgabe  für  jedes  l  insbesondere  erfüllt.  Sollte  /)  bei  Aenderung 
von  l  constant  bleiben,  so  mtlssle  nach  der  obigen  Gleichung  für 
diesen  Werth  i\^  zu  i\^  immer  daselbo  Verliültniss  behalten,  und 
yij^  dem  t  immer  proportinonal  gehen,  was  aber  beides  selbst  in 
den  Grenzen  merklicher  Gültigkeil  des  Wcber'schen  Gesetzes  nicht 

rder  Fall  ist,  wie  man  sich  durch  einen  Rückblick  auf  die  Tabellen 
des  IV.  Abschnittes  überzeugen  kann.  Vielmehr  lehrt  die  Erfahrung 
ganz  allgemein  für  die  Versuchsreihen  innerhalb  wie  ausserhalb  der 
Grenzen  des  We herrschen  Gesetzes,  dass  p  langsam  mit  t  ansteigt, 
und  wenigstens  in  den  Reihen,  welche  über  die  untere  Abweichung 
hinausgehen,  vorbehaltlich  eines  Zweifels  betrelTs  derer^  die  derselben 
ualerliegen,  so,  dass  man  den  Werth  //  in  jeder,  durch  eine  Stufcn- 
füige  von  /'s  vorschreitenden,  Reihe  zusammengesetzt  ansehen  kann 
aus  einem  für  die  aufsteigenden  /  conslanten  Hau[)twt'rllie  uiul  einem 
kleinen,  aber  mit  den  t  proportional  aufsteigenden,  positiven  Zusatz- 
werthe,  nach  der  Formel: 

worin  y  den  conslanten  Ilauptwerth,  xl  den  mit  t  proportionalen 
Zusalzwerth  bedeutet.  Die  gewohnten  Zeichen  der  Unbekannten 
wähle  ich,  weil  y  und  j*  als  von  vornherein  Unbekantile  aus  dem 
Gange  der  p  bei  aufsteigendem  l  in  jeder  gegebenen  Reihe  abgeleitet 
werden  müssen.     Diess  ist  nun  von  mir  für  die  Reihen  No.  1,  2,  3, 
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4   nach  deren  Mitteltabellen  b)  unter  Anwendung  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  so  geschehen,  dass  dadurch  Werlhe  von  y  und  x 
hervorgehen,   weiche  eine  geringere  Summe  der  Quadrate  der  Ab- 
weichung zwischen  beobachteten^)  und  berechneten  jp  ei^eben,  ab 
bei  irgend  anderen  Werthen   von  y  und  x  zu  erhalten**).     Mit  f^ 
und  f^  sind  folgende  die  wahrscheinlichen  Fehler  respective  von  f 
und  X  bezeichnet,  welche  sich  in  Zusammenhange  mit  y  und  x  selbst 
berechnen  lassen. 

Die  zur  Rechnung  gebrauchten  Formeln  sind  diese: 

2fi2p~St2pt 

y= — K — - 

tn2pt  —  StSp 
"" K 

tn  bedeutet  die  Zahl  (nicht  Summe)  der  zugezogenen  ^'s.  Da  sich  nicht  da- 
rauf rechnen  Hess,  dass  die  verschiedenen  Beobachter,  welche  bei  den  Ve^ 
suchen  betheiligt  waren,  im  p  für  dasselbe  t  ttbereinslimmten,  ist  (nach  Er- 
wägungen des  V.  Abschnittes)  von  der  Berücksichtigung  ihres  besondem  ti 
abstrabirt. 

Die  Werlhe  fy,  f^  sind  so  bestimmt: 

fy=QVJÄ',        r^^QVm',         (?  =  0,674449|/j^^|^. 

21^  ist  die   Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  zwischen  (sog.) 
beobachteten  und  berechneten  p. 

Solchergestalt  fand  ich  für: 

y  ^-  fx  fy 

No.  I.b)  1,0588  0,003823  0,00631  0,00148 

No.  2.  b)  1,0164  0,01098  0,00408  0,00128 

No.  3.  b)  <  1,0176  0,01312  0,00698  0,00226 

No.  3.  b)>  0,9848  0,01608  0,01807  0,00586 

No.  4.  b)  0,8706  0,01680  0,00840  0,00942 

und  hiernach  folgende  Zusammenstellung  zwischen  Beobachtung  und 


*)   Unter   beobachteten  p   werden  hier  die   aus  den  beobachteten  t,   <,,,  t„ 
direct  folgenden  verstanden. 

**)  Nach  sirengster  Anwendung  der  Methode  wären  freilich  die  p  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  geringste  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  zwischen  d^n 
direct  beobachteten  fg ,  t^,  ausweichen  die  p  doch  erst  abgeleitet  sind,  und  dem 
nacli  den  p  berechneten  Werthe  derselben  erhalten  würde;  doch  möchte  die 
Ausführung  hiervon  wegen  ihrer  Umständlichkeit  nicht  durchführbar  sein. 
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inung,    in   der   man   die  Reihe    der   ^'s,   zu    welchen   die  ;)  ge- 

'^" '  n,  aus  dem  AbschniH  IV  eru:imzeii  kann,  indet^s  die  Grenzwcrlho 
»iviM'lben  eben  so  wie  l)ei  der  früheren  Ziisaiiiruensleüung  iler  v —  1 
IS.  oT    oben  angegeben  sind. 

Zusamtnenslellu  ug    zwischen    den    beobachtelen    und 
den  b  e  r  e  c  h  Ti  e  t  e  n  p. 


So.  1 .  bl 

No. 

a.  b) 

'       No.  3 

bi< 

No.  3.b)> 

No.  4.  b) 

t,S-S,0 

<.5- 

-5.0 

S.O  - 

-M      J 

3,0  —  *,0 

0,*  —  1,% 

M. 

ber. 

beob. 

bor. 

beob. 

ber. 

beob. 

ber. 

beob. 

ber. 

k 

1,0657 

«,0376 

1,0329 

1,0435 

1,043S 

1,0141 

1,0470 

0,9259 

0,9350 

^S 

665 

375 

384 

528 

504 

279 

250 

0,9486 

0,9511 

UM 

693 

4*9 

439 

559 

570 

259 

331 

0,9942 

0,9833 

m^'i 

697 

439 

493 

637 

630 

604 

411 

1,0113 

0,9990 

'"755 

703 

619 

548 

'       711 

701 

379 

491 

1,0200 

1,031(5 

769 

729 

545 

603 

1 

1,0588 

1 ,0638 

W7 

817 

753 

713 

868 

894 

Man  sieht  nun  wohl,  dass  bei  manchen  Reihen,  wie  namentlich 
l>ei  No.  1.  b)  und  No.  3.  b)^,  starke  Unregelmässigkeiten  im  Gange 
Br  beobachteten  p  vorkommen,  welchen  natürlich  die  berechneten 
Berthe  nicht  folgen  können,  da  vielmehr  durch  sie  die  Llnregel- 
'{Dässigkeiten  ausgeglichen  werden  sollen ;  überall  aber  sieht  man  im 
Ganzen  den  Fortschritt  der  Reihen  im  angegebenen  Sinne  nach  Be- 
obachtung und  Rechnung,  und  in  den  meisten  Reihen  die  nahe 
L'el)ereinslimniung  zwischen  beobachteten  und  berechneten  Werlhen 
nur  ausnahmsweise  erheblich  gestört ,  so  dass  man  der  Formel  für 
jede  Reihe  insbesondere  wohl  Zutrauen  schenken,  die  Verschieden- 
heil  der  Constanten  i/  und  x  aber,  die  sich  zwischen  den  verschie- 
denen Reihen  zeigt,  auf  die  grössere  oder  geringere  Verschiedenheil 
der  Umstände,  unter  denen  sie  angestellt  sind,  schreiben  kann. 

In  dieser  Beziehung  kommt  nun  zuvörderst  die  Verschiedenheil 
der  Beobachter  bei  den  verschiedenen  Reihen,  und  der  Unterschied, 
ob  normal  oder  anomal,  ob  niit  oder  ohne  Zwischen-rf,  in  Betracht. 
In  erster  Beziehung  darf  man  am  meisten  Aufschluss  von  der  Reihe 
No.  2  erwarten,  an  welcher  sich  die  drei  Beobachter  II.,  Tr,  T  be- 
iligt  haben,    wenn   man.   statt  .sich  an  die  Tabelle  der  Mittel  zu 
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hallen,  auf  die  Specialwerthe  p  für  die  drei  Beobachter  zurUckge 
welche  unter  VIII  auf  S.  52  verzeichnet  sind,  und  dabei  nanientlic 
Acht   darauf   hat,    ob   rait  dem  beträchthchen  Unterschiede,  dcQ 
V  —  1   bei  H  von  den  v  —  1   der  andern   beiden  Beobachter  zei« 
ein  entsprechender  Unterschied  der  p  parallel  geht. 

Nun   haben   in   der  Reihe  No.  2   die  drei  Beobachter  folgend 
sieben  ('s  gemein, 


1,5 


2,0 


2,5 


3.0 


3,5 


4,0        5,0 


und   eihlilt   man    als  Summe   der  zugehörigen  v  —  1    und  ;;  folgende 
Werthe: 


H 


s{v^r, 


2p 


0,6171 
7,3316 


Tr 


0,7824 
7,3755 


0,8395 
7,3572 


H    dilTcrirl   also   in  UetreiF  der   2r(t> — 1)  sehr    beträchtlich   von  Tr 
inul  T,  wogegen  der  Unterschied  zwischen  den  zugehörigen  2,'p  für 
den  ersten  Anblick  zu  vernachUissigen  scheint.  Aber  man  darf  nicht  ver-| 
gessen^  dass  von  den  p's  der  constante  Hauplwerth  tj  den  Hau[>il)e- 
slandllieil    bildet,    und   man  zur  Verglcichbarkeit  mit  v —  1    von  denl 
p  eben  so  den,  oben  durchschnittlich   =  1,0101  gefundenen  Haupl-J 
wcrlli    ahzielien    muss,    als   man    1    von  v  —  1    abzieht.      Dann  crhuH 
man  aber,    da  diese  Werthr  von  den  sieben  p's  siebenmal,   also  lOj 
Ganzen  7,0H!4S  abzuziehen  ist,  Iblgeude  ^-Werthe: 

B  Tr  T 

^(/,_y)=:Sa;/  =  0,2501         0,2940         0,2767 

deren  Unterschiede  allerdings  noch  auf  unausgeglichene  Zurdlligkeilt 
geschrieben    worden   können,    ohne  dass  man  sich  aber  dessen  vei 
sichert  hallen  kann;  zumal  die  ganzen  p  eben  so  wie  die  nach  AI 
zog   von   1/   erhaltenen  l  bei  Tr  und  T  fünfmal,    bei  H  nur  zweimj 
unter  sieben  Füllen  überwiegen.    Auch  der  Vergleich  von  S  und 
so  wie  von  We  und  E,  den  ich  nocli  vorgenommen  habe,  führt 
keiner  sicheren  Entscheidung,  und  ich  lasse  also  die  Frage  in  dies« 
Bezieliung  daliingestelll.    Jedenfalls  führt  diese  Untersuchung  zu  dod 
Hesullat,  dass,  wenn,  wie  wahrscheinh'ch,    ein  Unterschied  der  y, 
imund  tliin  //  je  nach  den  Beobachtern  slattfindel,   dieser  nicht  hii 
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reicht,  so  betrtichlliche  Unterschiede  zu  erklürcn,  wie  sie  namenllich 
zwischen  den  Reihen  No.  1 ,  No.  2  und  der  Reihe  No.  4  vorkommen. 
Was  den  Unterschied  zwischen  normal  und  anomal  anhingt,   so 
giebt   die    normale  Reihe  No.  2  Anlass   zum  Vergleich    mit  der  ano- 
malen No.  3.  b),   sofern   bei   beiden   dieselben   drei    Beobachter   be- 
iheiligt  waren,   und   sofern   die  (s  der  anomalen  Reihe  2,0  bis  4,0 
sich  zwischen  denen  der  normalen  1,5  bis  5,0  halten,  also  von  der 
Verschiedenheit  der  ('s  bei  No.  2  und  No.  3  kein  erheblicher  Unter- 
schied  der   p's  zu    erwarten  ist.     Nehmen  wir  nun  für  die  anomale 
Reihe  das  Mittel   von   <^  und   ^   zum  Vergleich  mit  der  normiden 
Keihe,  so  haben  wir: 


y 

» 

Dormal 

1,0164 

0,01098 

anouiul 

1,00<2 

0,01460 

wonach  durch  die  Anomalie  tj  verkleinert,  x  vcrgrössert  erscheint. 

Der  erhebliche  Unterschied  der  Constanlen  in  der  Reihe  No.  1 
von  den  Reihen  No.  2  und  No.  3  kann  darauf  beruhen,  dass  No.  1 
n\il  Zwischen-f),  No.  2  und  No.  3  ohne  Z\vischen-fV  angestellt  ist. 

Die  wichtigste  und  in  gewisser  Hinsicht  fundamentale  Frage  ist 
otin  aber  die,   wie   sich  die  Werlhe  p   mit  dem  Aufsteigen  in  der 
Scala  der  l  ändern.     Dass   sie  damit  wachsen,    ist    zweifellos,    aber 
es  könnten   iloch   bei   dem    wachsenden    t   die  Constanlen    y   und   x 
conslant  bleiben;  ja  bei  jeder  Reihe  für  sich  ist  diess  innerhalb  der 
Grenzen   der   t,   in    denen   sich   die   Reihe    halt,    die  Voraussetzung, 
nach  denen   y   und  x  berechnet  sind.     Aber  diess  würde  nicht  aus- 
schliessen,    dass   die  Formel   p  ^  ij  -{-  xt   blos    eine    empirische  ist, 
welche    innerhalb  massiger   Grenzen   der   t    hinlifnglich    geniigt,    bei 
weiterem  Verfolg  darüber  hinaus  aber  nicht  mehr  genügen,  sondern 
eine   neue  Bestimmung  der  Constanlen  erfordern  würde.     Um  diese 
Frage   zu  untersuchen,   müssen   wir  also   die  y  und  x  in  Versuchs- 
reihen vergleichen,    die   sich  in  verschiedener  Höhe  der  (-Scala  be- 
wegen. 

Nun  aber  bieten  alle  Reihen  von  No.  i  bis  No.  3,  welche  dem 
Weber'schen  Gesetze  genügen,  keinen  Anhalt  dazu  dar,  weil  sie 
sich  sämnitlich  in  den,  grossenthcils  in  einander  fallenden  Intervallen 
der  <=  1,8  bis  8,0,  =  1,5  bis  5,0,  und  =  2,0  bis  4,0  bewegen, 
ausserdem  zum  Theil  von  veischiedenen  Beobachlern,  Iheils  normal. 
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Iheils  iinotiicil,  Ihf^ilä  mit,  Üioils  uhne  r),  angeätelll  sind,  wovon 
auch  abgi'selicn   von  unausgeglichenen  Zufalligkcilon,  dro  Verschied« 
bellen  der  Constanlcn    in  den  belrelTendcn  Reihen  abhüugig  niacl! 
kann.     Iliegegen  weicht  die  Ucihe  No.  i.  b),  von  t  ^=  0,4  bis  i  =^  U 
reichend,   ganz    beträchtlich    in   den  (-Werlhen  und  zugleich  in 
Conslanleii  der  p-Werlhe  von  den  vorigen  Reihen  ab,  wie  mao 
der  Zusammenstellung  (S.  88)   ersieht.     Nach   obiger  Bemerkung  n^ 
kann  raan  diesen  Unterschied  nicht  von  der  Verschiedenheit  der 
obachter  abliöngig   machen,    die  Normalität   ist  der  Reihe  No.  4 
den  Reihen  No.  1   und  No.  2  gemein,  auch  ist  sie  eben  so  wie  No.^ 
mit  d  angestellt.    Also  auf  keinen  dieser  Unterschiede  ist  der  UdI 
schied  ihrer  Conslanten  von  den  Reihen  No.  I   bis  No.  3  zu  schreit 

Nun  aber  verdient  Bemerkung,  dass  dieser  Unterschied  der 
stauten  zwischen  sehr  kleinen  und  erheblich  grössern  <-WertheD 
dem  Unterschiede  zusammentriüt,  dass  bei  ersteren  eine  unlere 
weichung    vom  Webcr'schen  Gesetze  slaltlindet,    die    bei    letzter 
merklich  überschritten  ist;    und   es  liegt  nahe,    beides  auch  in  sac 
lieber  Beziehung   zu   einander  zu  denken;    nämlich  so,    dass,  wejj 
wir  den  den  allgemeinen  Ausdruck  p  =  y  -{-  xl  für  die  Conslitul 
von  p  beibehalten,  die  Constanten  y  und  x  sich  der  wirklichen  Congl 
uni  si»  mehr  nJlhern,  je  höher  man  mit  den  (  aufsteigt  und  dad« 
uher  das  Gebiet  der  unteren  Abweichung  vom  Weber'schen 
hinaus  konmil;  wogegen  bei  sehr  kleinen  Werthen  von  i  die  Wer 
von  ij  und  X  mit  denen  nicht  stimmen,  welche  bei  grösseren  l  erbalt 
werden,     llienach  würde  Conslanz  und  Inconstanz  von  i/  und  x 
darisch    mit  Gültigkeit    des  Weber'schen  Gesetzes  und  Abweichu 
iliixon    sein,     hh    will   nicht   sagen,   dass  diese  Annahme  durch 
ItiHher  vorliegenden  Versuche  als  sicher  begründet  angesehen  wei 
kann ;    dazu    fehlt    es  noch  an  einer  hinreichenden  Ausdehnung  d(| 
gclixMi  mit   austlrlU'kliehcr  Richtung  auf  die  Prüfung  dieser  Annahr 
jodi'nfalls   iT.seheiul    sie    mir   nach   dem,    was   bisher   vorliegt, 
wuhi'sctieinlieli. 

Kh  sriHMut   nur  entgegenzustehen,  dass  doch  in  der  Reihe  Nc 
iolhsl»    welche    in    das  Gebiet   der  unteren  Abweichung  reicht, 
die  Otitslan/  von  r/  und  x  dadurch  zu   bewühren   scheint,   dass 
auf  die  Voraussetzung  hiovon  berechneten  Werthe  p  nahe  genug 
den  lH<oba<'hl4>l(<ii  stimmen.     Indessen  könnte  diese  Uebereinstimmung 
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trügerisch  sein.  Was  jetleiirulls  diiect  liir  eino  slarke  VaiitibiliUiL  von 
X  im  Laufe  der  Reihe  spricht,  ist  der  Urasland,  dass  der  walir- 
scheinUche  Fehler  von  x  grösser  als  das  halbe  x  ist;  nöinlich  jener 
=  0,00942,  indess  dieser  =  0,01  Ü8Ü. 

Sclihesslich  ist  zu  gestehen,  dass  über  diese  Frage  noch  Unsicher- 
heit besteht. 

Erinnern  wir  uns  hienach,  dass  p  den  WeHh  [/—  hat,  sich 
also  aus  zwei  Beslandthcilen  zusammensetzt,  wonach  sich  auch  sein 
Gang  aus  dem  Gange  dieser  zwei  Bcstandthoile  zusammengeselzl 
ansehen  lassen  muss,  von  denen  nach  den  im  Abschnitt  IV  gegebenen 
Daten  t'^  bei  wachsendem  t  sinkt,  i',^  aber  steigt.  Es  Itess  sich  nun 
versuchen,  ob  dieser  Gang  sich  nicht  für  jeden  ßestandtheil  durch 
eine  entsprechende  Formel  darstellen  liesse,  als  l'Ur  das  zusamtuen- 
gesetzle  p,  sei  es,  dass  man  r^,  v^  oder  deren  Wurzeln  dazu  ver- 
wendete.    Ich  habe  ersteres  gcthan,  indem  ich  dazu  setzte: 

v„^y  —  xt  ;         Vu=y-{-xt  , 

und  die  Ableitung  von  y  und  x  aus  der  Reibe  der   r,, ,    v^   ganz    in 
derselben   Weise    vornahm,    als   vorhin   aus  der   Reihe    der    i,    habe 
mich   aber  dabei   auf  die  Reihe  No.  2.  b)  und  No.  4.  b)  beschrankt, 
von  welchen  erstere  dem  Web  er 'sehen  Gesetze  genügt,  letztere  in 
das   Bereich   der    unleren  Abweichung   davon   fällt.      Hiebei   erhielt 
ich  folgende  Resultate,   welche  zunächst  allgemein  zeigen,    dass  die 
Werlhe  y  und  x  für  v^  nicht  mit  denen  für  t'^  übereinstimmen,  dass 
also  der  Unterschied   zwischen  v,^    und  v^   nicht   blos  auf  dem  Vor- 
zeichenunterschiede zwischen  xl  beruht,  sondern  auch  auf  verschie- 
denen Werthen  von  i/  und  x  selbst. 


V 

1,1092 

1,2790 
0.9816 


X 

0,005901 
0,01723 

0,21310 

0,151.5 


Hienach    folgende  Zusammenslelhmg  zwischen  Beobachtung  und 


Hocimung: 
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No. 

2.  b) 

1 

'o 

»• 

Vf.^- 

1 

beob. 

her. 

beob. 

her. 

<,» 

1,0602 

1,0624 

1,U28 

4,4350 

4,0337 

2,0 

572 

592 

4379 

4436 

390 

2,5 

589 

562 

4494 

4522 

445 

3,0 

624 

533 

4576 

4608 

498 

3,5 

486 

503 

4834 

4694 

560 

4,0 

447 

474 

4647 

4780 

619 

5,0 

400 

425 

2024 

4952 

707 

No. 

4.  b) 

\ 

0 

Vj, 

V^,-- 

( 

beob. 

ber. 

beob. 

ber. 

0,4 

4,2200 

4,4938 

1,0458 

1,0422 

0,9344 

0,5 

4996 

4725 

0794 

0574 

0,9496 

0,7 

0769 

4295      , 

0643 

0876 

0,9843 

0,8 

0760 

1085      1 

1004 

1028 

0,9974 

4,0 

0530 

0659 

1084 

1331 

1,0310 

<,2 

0647 

0233 

1901 

1633 

1,0662 

Die    in   der   letzten   Yerticalspaltc    enthaltenen    Werthe  beider 
Reihen  sind  aus  den  berechneten  Werthen  w^,   v„  der  vorhergebeo» 
den  Spalten  hergestellt,  und  unterscheiden  sich,  wie  man  sieht,  bei 
beiden  Reihen   nur  durch  Grössen  kleiner  Ordnung  von  denen,  die 
nach  der  Tabelle  S.  88  durch   directe  Berechnung  von  p  erhallen 
sind.     Im  Uebrigen  stimmt  bei  No.  2.  b)  mit  Rücksicht  auf  die  Ua- 
regelmässigkeiten,  welche  der  Gang  der  beobachteten  Werthe  dar- 
bietet, Rechnung  und   Beobachtung  eben  so  befriedigend,   als  bei 
directer  Berechnung  der  ganzen  p  nach  S.  88 ,   hingegen  bei  No.  4. 
b)  so  schlecht,  dass  man  den  Versuch  hier  als  verfehlt  betrachten 
muss,   was  die  oben  aufgestellte  Vermuthung  unterstutzt,   dass  das 
Genügen  und  Nichtgenügen  der  Formel  p  =  y  -^  xt  mit  der  Gültig- 
keit und  dem  Fehlschlag  des  Weber'schen  Gesetzes  zusammenhangen, 
da  sich  diese  Vermuthung  bei  den  Bestandtheilen  des  p  sogar  noch 
entschiedener  bestätigt  findet,  als  bei  dem  ganzen  p  selbst. 


)A8  Weber  sche  (jEsetz  im  liEurETE  nßs  AEirsiNfSEs. 


Blickt  man  uacli  vorigen  Duli'uclilunj,'(ji)  und  Eiijebnisäcn  uuf  diu 
»eren  Versuche  von  Vierordt  und  Mach  zurück,  so  lässt  der 
Umstand,  dass  bei  ihren,  wie  bei  den  Versuchen  der  Verf.,  überall 
die  constante  Hauptzeit  der  verlinderlichen  Vergleichszcit  voranging, 
vermulhen,  dass  ein  entsprechender  constantcr  Fohler  davon  abge- 
hangen hat,  also  auch  eben  so  Aulass  zu  einer  Corrcction  giibe,  als 
bei  den  Versuchen  des  Verf.,  nui*  bieten  die  Versuche  der  frUiheren 
Beobachter  nicht  die  gleiche  Möglichkeit  dar,  die  Gon-eclion  zu  be- 
stimracn. 

Nun  könnte    man   fragen:    wie    Hessen  sich  doch  al>oi'  in  ihren 
Versuchen   die   Bewahrungen    des  Weber'schen    Gesetzes    Über   die 
liniere  Abweichung  hinaus,  deren  ich  "In  Sachen«  p.  I78ir.  gedacht 
habe,   finden,  ohne  die  betrelVende  (iOrrection  angebracht  zu  haben? 
Hierauf  sciieint    mir,   wenigstens   vorlUufig,    Folgendes   zu  erwidern. 
Die   fehlende  Correction  bei  den  Versuchen  unseres  Verf.  bringt  all- 
gemein und  entschieden  mit  sieh,    dass  die;   obere    und  imleie   Ver- 
hilllnissschwelle  w,  i'„  bei  demselben  t  ungleich  auslallen.     Aber  sie 
bringt,  wenn  schon  wahrscheinlich  gleich  allgrniein,  doch  nicht  idier- 
all  gleich  entschieden,   mit  sich,    dass  mit  wachsendem  /  die  obere 
VerhUltnissschwelle  abnimmt,  die  untere  zunimmt  (S.  47),  und  so  kann 
CS  sehr  wohl  Reihen  geben,  in  denen  die  Conslanz  der  uncorrigirlcn 
tJ,^,   v^  mit  wachsendem  t  nur  durch  ZuniUigkeilen  gestört  erscheint. 
Mit  der  Coustanz   und    Incoustanz   der  VerhilUnisssch wellen   aber   ist 
tlie  der   relativen   ünlerscliiedsschwellen,   auf  welche    bei    den  Ver- 
suchen von  Mach  und  Vierordt  Bezug  genommen  ist,  sohdarisch. 
Dabei   wird   zuzugestehen  sein,   dass  ohne  neue  Versuche  über 
die  hier   einschlagenden  Fragen  die  Untersuchung  über  den  Zeilsinn 
Docli   nicht    als    abgeschlossen   gelten  kann.     Zwar  die  Thatsache 
eines  in  den  Versuchen  des  Verf.  sich  geltend  machenden  constanten 
totilers  wird  sich  nicht  wegbringen  lassen,  ob  er  aber  wirklich  an  den 
8-79 ff.  angegebenen  Ursachen   hänge,    wird,   wenigstens   in  Betreff 
«les  Zeitfehlers,    nur   dadurch    zu   entscheiden    sein,   dass   man   sich 
zu  den  Versuchen  mit  entgegengesetzter  Zeillage  enlschliessl,  welche 
zu  dieser  Entscheidung  gehören.      Eben  so  wird  der  Grund,  warum 
",,  und    Vy   sich  bald  mehr  bald  weniger  constanl  bei   geänderten   t 
zeigen,  noch  zu  ermitteln  sein. 

Unstreitig  hatte  es  nach  alt'  dem  ein  Interesse,  zu  untersuchen, 
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ob    die   so    entschiedene    und    (iberull    in    gleicher  Rjchliing  vorkoni- 
racnde  Verschiedenlicil,    vvolcho    zwischen    der    oberen    und    unlei 


und  —    im  Gebiete  des  Zeitsinnes  slattfind 


Verhaltnissschwelle 
und    zur  Annahme    de<;  Verhaltnissfohlers  ^,    sowie  Anwendung   des 
Correctionsfactors  /)  Anlass  gicbt,  auch  bei  Versuchen  über  die  Lnlerj 
schiedsempßndhchkeit  im  Gebiete  eigentlicher  Heize  stall  findet,  u^^ 
ich   habe    in   dieser  üinsichl   die  Schall  versuche  der  Tischer'schenj 
Abhandlung    nach   der    Redaclion,    die    sie    durch    Wundt    in    cin^| 
Tabelle  der  »Philos.  Slud.-<  I.  p.  568  erfahren  haben,  untersucht;  aber  | 
es   zeigt   sich    hier   nichts    von   einer  derartigen  Verschiedenheit  und 
also  auch  kein  Anlass,    auf  eine  l'orrection  deshalb  einzugehen.     In 
der  bclreflenden  Tabelle  vertritt  der  Schallreiz  r  unsere  llauptzeil  (, 

und   die  Weilhe   —  und   —    unsere    obere    und    untere    Verhältai 

r 

i  l 

schwelle   --  und   —  •  Nun  giebt  die  Tabelle  in  einer  oberen  Abiheil 

** 
zu  9  Wcrthen  r,  welche  von  6,8  bis  üOOO  reichen,  folgende  Summ 


V^^  13,29  ;  ^^  =  12,97. 


und    in    einer    unteren    zu    fl  Werthcn  r,    welche  von    1,9  bis  <3j 
reichen, 

^^'  =  43,38  ;  V^=<3,58, 

in  Sunuiia  für   18  Wcrlhe  /  von    1,9  bis  6000 

V  ^  ==  26,67   ;  ^-  =  26,57  . 

Diese  Totalsummen  ^—  und   ^—   aber   stehen   sich    viel 

nahe,  um  in  ihrer  Verschiedenheit  etwas  anderes  als  einen  Rest  ui 
ausgeglichener  Zufülligkeiten  zu  sehen ;  zumal  der  Unterschied  in  der 
besonders    ins   Auge    gefassten    obern   und   untern   Äblheilung    eiac, 
entgegengesetzte  Richtung  einhUll.  ^H 

Der  Unlci-schied,  den  die  Versuche  über  den  Zeilsinn  in  dieser 
Hinsicht  von  den  Schallversuchen  darbieten,  würde,  wenn  von  den  als 
möglich  in  Betracht  gezogenen  Gründen  des  belreliendcn  Fehlers  in 
den  Zeitversuchen  der  erste  Geltung  haben  sollte,  darin  zu  suchen 
sein^    dass   er  nur  extensive,    nicht  intensive  Empfindlichkeil  angeht, 
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enn  hiegegcQ  der  ;£weile  lien  Hl]eiiiii<en  uiler  llauptanllK'il  an  dem 
!4iler  haben  sollte,  dass  hei  ScIitdlversiKfieii  der  Zeilfehlei-  dadiiicit 
t>rUcksiclilii;t  und  oliminirl  «TsrlieiiU.  <lass  der  Hiiuptschall  und  Ver- 
jleirhäsc-hull  die  Zeiltniije  ijeweclif^elt  haben. 


X  Correctioii  der  rolieii  Untersdiiedsseh wellen  r/,,,  d,, 
\\\\(\  des  rohen  niittlereu  Schätziiiigsfelilers    /. 

Man  würde  sehr  irren,   wenn  man  daraus,  tlas?^  sieh  /^^  =  f  -^  d^ 
md  '„  =  <  —  '/y  dadurch  corrigiren  hissen,    dass    man    sie    mil  tlem 

>jirecliünsfactor  «  =    :=   1/  "     versieht,    scidösse,    dass    nun 

(ueli   ti^:=  t^ — /,    und    (/^^r=/  — /^,    d.   i.    die    nocli 
ldiie(tss<::h\vellen,  uml  ./,  der  halbe  ünlersehied  derselben   = 


rohen    Unler- 
(L  —  (/., 


»nfarh  (hidureh  eenii;irl  werden  können,  (hiss  man  sie  niil  dem- 
selben (iorreeliunsJaelur  veisiehl :  \ietniehr  da  t  als  fest  gegeben 
ikeioer  Correelion   uulerliegl,   wird  man  in  den  WerUien 


(l„=l„-f 


<lu-t-t^ 


1«,  tu  der  angegebenen  ('.«»ireclion  zu  unterzielien  haben,  woraus 

dann   <h'e    Correction    von    ./    von    selbst    folgt.      Naeluleni    wir    nun 

früher  die  aus  den  rohen  WtMlhen  i„,  f^,  t)„ ,  i',^ ,  v  dmch  die  (Inr- 

reclion  erwachsenen  r(nnen  WerUie  mit  den  entsjueehenden  «leulschen 

Buchstaben  t„,  t^,  \\,,  \\^  v  bezeichnet  haben,  wollen  wir  auch  die 

inisiiy,  «/^,  ./  diirrh  die  Correction  hervorgehenden  reinen  Werlhe  mit 

4"a  (leulsi'hen  Burhslaben  b^,  b^,  2)  bezeiehnen.     Aber  elie  wir  au! 

<iie  Ausführung   dieser  Curi'eclion   sellisl   eingehen,    rerapiluliren  wir 

•^rsl  die  im  III.  AbsihnitL  enlwiekelten  nau|)lverhilllnisse  der  belref- 

fpiidou  rohen  Werlhe,    um    sie   ftli'  die  tjjneeliun  bequem  zui'  Hand 

w  haben.      W^r  haben: 


'to 

= 

'o- 

l 

'<, 

^ 

/-H 

<i. 

t 

^= 

l'o 

'; 

=r 

»'o' 

»o 

'o- 

- 1 

=  (t'o-*)^ ; 


*'kuill,  4.  K.  S.  Oi>»ellacb.  d.  WUMiuub.  UHU. 
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luilhin  nach   verschiedener,  .saohlioli  iileicfis^ellender,  AusdrucLsw« 


S 


'.  +  '^ 


2/ 


VI 


if'7.11 


Hienach    betnicliten    wii"    hei    dem    Gewiclit,    welches   der 
fasser    mit  Wuiidf    aiil'   die  Vcifolf^ini^   des  Ganges  tiej-  iKirli  rohen 
/  iitt  Gebiftte  lies  Zeilsiniies  ie^l^  zuvördeisl,  wie  sieb  dieser  Gang^ 

bei  aiitsteji^endeiii  l  vethäll.  ^H 

Keiiiesialis  schteiten  die  ^  den  l  proporlionnl  vor:  denn    hiezii 
müssle    V  eine    von  l   untihhllngige  Conshmlo    sein,    was   aber   ni 
der  Kfill    ist,    da  vielmehr   die  in    V  enthaltenen  unrorrigirlen  v^J 
sicli    erfahrtini;srn;issit,'    innerhalb    wie    ausserhalb    der    Grenzen 
Weber'sehen   Gesetzes    mit    /    iindern   (s.  Abselin.  IVu      Stellen   wir 
nun  die  f  als  Ahseissen,  die  ,/  als  zuj^elunii^e  Ordinalen  vor,  si»  kami 
wegen    di^r    Abhcinü;iij;keit    des  Werthes    V   von    /    die    Gurve    der 
Uberhaupl    in    keinem  Thcile   der  /-Scala  als  eine  gerade   Linie 
gestellt  wcrdt'n.  —  Die  Natur  dei-  Gurve  dahinü;eslellt,    zeii^t  ferl 
die  ßrlahrnnf!;,    dass  ./  bei  sehr  kleinen  Werthen  von  /  positiv, 
grösseren    nei^ativ    ist,    und    bei    einem    gewissen  Werllie    von  / 
zwischen,    wo    v„-\-  —  .-=r  2 ,  null  wird,    also  einen  sog.  IndiirereDjtaJ 
|>nnet  hat,  was  mit  der  Erfahrung  slimmt,  dass  w^  mit  wachsendelW 
t  sinkt,  i'y  steigt,   also        auch    sinkt.      Denn    liienacli    kommt    m 
wenn  aucli  bei  kleinem  /  der  Wi^rth  ./  noch  |)osiliv  ist,    bei  wa 
sendera  t  in  negative  ./s;  iinil  in  der  Thal  geben  alle  Versuchsreih 
des  Verf.,  die  theils  mit  t  =  1,5,   llieils   1,8  anheben,  mit  ein  p 
ganz  vereinzelten,  unstreitig  nur  von  ZuftUligkeiten  abliiingigen,  A 
nahmen  bei  einzelnen  fs  in  den  anomalen  Heihen  XVI,  XVH  (S.  5 
nur  negative  ./s,  wogegen  in  den  K'o 1 1  e  r  t 'sehen  Reihen  No.  4  »m 
5,  w<dche  mit  dem  kleinen  /  ^  0,4  anheben,  die  kleinsten  fs  posi- 
tive Wertlic   ,/   geben,    die    aber    bei  No.  4    schon    mit    l  ~=  0,8  j 
negative  nmschlagen. 

Nächst    dem    Unterschiede    </„ —  (l^^    zwischen    den     rohi 
Unlerschiedsschwellen,  dessen  Hälfte  J  ist,  kann  man  auch   nach  dem 


si- 


mittleren  W  e  i*  t  h  e    derselben 


und    dem    \  e  r  li  ii  1 1  ?u  sse 


derselben  -f    fragen ,    um    sie    mit    den    entsprechentlen    corrigirti 
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Werthen    zu    vergleichen.     Durch   Eii)ruttn)ti|L<   dui    r>t>jgen  Grunilglei- 
chungen  GnJcl  sich: 

«  2  2  t'„ 

äo  ^  t>„  {Vq  —  \ )  ^  t'M»\, 

''«  .''ri—  *)  "'m 

Alle  diese  Veiiillltnisse  ändern  sich  nun  aber  ganz  nnd  gar  und 
vereinfachen  sich  zugleich,  wenn  wir  von  den  rohen  Worlhon  zu  den 
comgirten  oder  reinen  Übergehen.  Vor  Eingehen  darauf  erinnere 
ich  an  die,  im  vorigen  Absclinitte  (S.  87)  gemachte,  Bemerkung,  dass 
wir  keinen  Grund  haben,  dit'  Correclion  durch  p  auf  den  Theil  der 
1-Scala  zii  beschränken,  in  welchem  sich  das  Wcber'schc  Gesetz 
merklich  gilJlig  zeigl,  dass  aber  in  den  Grenzen  der  unteren  Ab- 
weichung vom  Gesetze  luil.  tlcm  Fehlschlagen  des  Weber'schen  Ge- 
setzes auch  anderweile  damit  zusammenhüngende  Uestimmuugeu  lehl- 
seblagen.  Zunächst  jedoch  von  üestiinmungen,  in  welchen  kein 
Inlcrschied  in  dieser  Beziehung  zu  machen. 

Indem   wir  in  den   Wcrilien 

nach  angegebenem  l*rincif>    die  GorrecLion    nur  auf  die  corrigiibaren 
Wcrilie  /„,  fy  anwenden.   Iialien   wir  zunächst: 

W)bc\  p    beliebig  :=  — ~   oder  ^  [/  -;^    genommen    werden    kimn. 

da  b(3i4le  Werthe  identisch  sinil.     Führt   man  nun  tliese  Werlhe  von 
f  ciu,  so  erhall  man; 


bo=("-<)', 


/ 


»orin  man  v  durch  t*  ersetzen   kann,  da  *•  =  V. 

Der  Ausdruck  für  ^^,  folgt  nämlich  daraus,  dass  man  im  obigen 
Ausdruck  \  =  P'o —  '  den  Werth  />  durch  1/  "  und  den  Werlh 
f^  durch  v^l  cr-setzt.     Diess  giebt  zunächst: 


f 
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Der  Ausdruck   für   b„  stelll   sich   nach  ühnlicher  Ableitung  zu- 
nächst als  M -\l  dar,  was  mit  j \t  tlbcreinkommt.     HiemacA 

findet  sich  3)  als  corrigirter  Werlh  von  ^: 

wie  folgt :  zunächst  hat  man,  nach  vorigen  Ausdrucken  für  \  und  t,, 

L  v     J  2  2v 

Der  Werlh   v^ —  2ü  +  1   aber  ist  =  {v  —  1)^.     Aus   vorigem  Aus-     J 
drucke  fUr  !X)  aber  fliessen  nachstehende  Folgerungen. 

2)   kann    Überhaupt   für  positive  ('s  nur  positive  Wcrthe  anneh- 
men, weil  {v  —  I  )*  als  Quadrat  an  sich  selbst,  und  v  als  Wurzel  aus      | 
zwei   nothwendig  positiven  Werthen  -f ,  —   positiv   ist.     Alle  nega- 
tiveu  Werthe  von  ./  in  den  Versuchsreihen  des  Verf.  wie  Kollerl's 
müssen   sich   also  durch   die  Correction   in  positive  ^'s  verwandeln, 
was  sich  durch  die  wirkliche  Ausfuhrung  (s.  unten)  bestätigt.    Einen 
endlichen  Indifl'erenzpunct,  auf  dessen  Hcslimmung  der  Verf.  so  grosses 
Gewicht  legt,   giebt  es  für  die  3)  nicht,   sondern  der  Nullpuncl  der 
!I)  fällt  mit  dem  Nullpunct  der  i  zusammen.    Will  man  aber,  so  kann 
man  die  Curve  der  !X)  über  den  Nullpunct  der  l  hinaus  dadurch  ins 
Negative    veilängert    denken,    dass    man    die    l    selbst    als    negativ 
rechnet;    was   man  kann,    indem  man  ihre  Länge  statt  in  der  Rich- 
tung vom  Anfang  zum  Knde  zu  verfolgen,  in  der  umgekehrten  Rich- 
tung verfolgt;    und  es  hindert  nichts,   diess  zu  thun,    nachdem  man 
die  |)ositiven  /'s  erst  bis  zu  Null  hat  abnehmen  lassen,  ihre  Betrach- 
tung   dann    in   derselben    Richtung   ins   Negative   fortzusetzen;    eine 
Bemerkung,    die   ich  Übrigens  nur  mache,    um  dem  Einwurf  zu  be- 
gegnen,   als   ob    mit  dem  Beginn  der  C.urve   der  3)  bei    (  ^=  0  ein 
Bruch  der  (]onlinuit4it  einträte. 

Die   reine   mittlere   Unterschiedsschwelle   findet    sich   nach    den 


Werthen  von  \  und  l>„: 


2  2r 


und  das  Verhällniss  der  reinen  Unterschiedsschwellen  einfach: 
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ein    interessaalGü»  Gesetz    ist,    das   ioli  übrigens  schon   (VüIhm'  in 
ivis.o  gerunden. 

Endlich  hat  man  noch: 

Alle  diese  Verhiillnisso  bestehen  unahhiingijj;  von  (h^-  Gtlltigkeil 
des  Webe r'schcn  Gesetzes,  soforn  dtc  t^ürrecJiön  duich  p  nach 
obiger  Bernerkuni;  (S.  99)  unabhilnij;ig  von  (hescr  Gidtsi-keit  ist.  Nim 
aber  hUuj^t  an  der  Gültigkeit  oder  IJngülligkeil  des  Gesetzes  lolgun- 
der  Unlei-schied. 

Wahrend  angegebenerniassen  die  ./'s  weder  innerhalb  noch 
ausserhalb  der  Grenzen  des  Weber  sehen  Gesetzes  den  l  propor- 
tionai  gehen  unil  ihre  (jirve  nirgends  eine  geradlinige  Uichlting  an- 
ntniml,  liudcl  für  die  ^'s  <ler  Unlerschied  sUitt.  dass  sie  inneihalh 
ikr  Grenzen    des  Weber'schen  Gesetzes   den    t    (troportional   gehen 

sich  hiemil  durch  eine  ger;ulhiiige  (jrrve  daislellen  lassen,  nicht 
ausserhaU).     (ieheii  wii-  nürtiliiii  auf  den  \Vi.'i'th : 

luruck,  so  bleibt  innerhalb  der  GriMiZ4;ii  des  Gesetzes  v  und  miüiiu 
d«r  ganze  Factor  v*»n  l  bei  wathscndein  /  conslant,  nicht  aber 
aus!»erbalb. 

Natürlich  hissl  sich  die  ProporlionaliliU  der  I)  niil  /  eiidarb  an 
der  <lons(anz  von  ^  iMkcnni-ii.  von  welrheni  Werlh  daher  in  dieser 
Hinsicht  in  d<Mi  folgenden  TabelltMi  Gt!brancli  gemacht  wird. 

In  jedem  Falle    aber  gelten  die  vorigen   Formeln  nni-  insoweit, 

ak  die   unregelniüssigen  Ztifiilligkeilen    daliei    als   ausgeglichen  ange- 

«fhen   weixlen   krtnnen ;    und  die   folgi'nden  vergleichsweisen   liestim- 

uiiiogen   v«)n     /  und  X^.  und    ^      iu     einigen     Beispirlsreihen     sin«! 

itaher  an  den  Miltelreihen  der  versi^lnedenen  ßeo!)achler,  wt'lche   im 

Abschnitt    IV    angeführt    sind.    vorgenoniruiMi.    uui    die    Ansgleichimg 

yvenii^stenä  so  weit,  als  es  tnüglicli  war,  gedeihen  zu   lassen. 


162  O.  Th.  Fechnem, 


No.  I.b)  normal,  zwei  Beobachter,  mitd. 


l 

P 

J  — 

®  + 

X 

i 

4,8 

1,0713 

—  0,1444 

+  0,0058 

0,0634 

O,0032S 

2,0 

385 

0625 

0121 

343 

605 

2,75 

694 

1698 

0093 

618 

338 

2,85 

887 

2128 

0211 

747 

7i0 

3,0 

755 

4958 

0159 

653 

530 

3,7 

769 

2424 

0235 

653 

635 

6,0 

807 

4197 

0307 

704 

5t2 

8,0 

862 

5923 

0462 

740 

578 

Summe 

—  2,0094 

+  0,4646 

No.  2.  b)  normal.     Drei  Beobachter,  ohne  d. 


l 

P 

J  — 

35  + 

J 

t 

t 

1,5 

1,0376 

—  0,0482 

+  0,0066 

0,0320 

0,OOiiO 

2,0 

375 

0640 

0086 

320 

i30 

2,5 

419 

0888 

0123 

355 

492 

3,0 

439 

1105 

0163 

368 

543 

3,5 

619 

4861 

0190 

532 

543 

4,0 

545 

1888 

0189 

472 

473 

5,0 

753 

3208 

0314 

642 

628 

Summe 

—  1,0070 

+  0,1131 

No.  3.  b)   anomal,  <^.     Drei  Beobachter,  ohne  d. 


l 

' 

J  — 

^  + 

t 

2,0 

1,0435 

—  0,0745 

+  0,0046 

0,0373 

0,0023 

2,5 

528 

1135 

0125 

454 

50 

3,0 

559 

1440 

0156 

480 

52 

3,5 

637 

1955 

0151 

558 

43 

4,0 

„< 

2465 

0204 

616 

51 

Summe 

—  0,7740 

+  0,0682 
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Xo.  i.  I)'   lioituJiL    vier  üiHjbac  li  ler,    rMint^  r),   mil  untci'or 

A  h  w  0  i  c  li  II  n  p;. 


>  ' 

J> 

J  — 

5^  + 

J 
i 

0.4 

0,9259 

-\-  o,():ifi:i 

(1,00304 

0,0883 

0,00760 

0,8 

0,9486 

-h  0,0315 

447 

630 

853 

0,7 

0,*)9i2 

+  0,0058 

<70 

830 

243 

0.8 

1,01  n 

—  0.0*06 

187 

258 

934 

f.ft 

\ß'iM) 

—  0,0294 

300 

224 

300 

1.? 

1,0:>SK 

—  O^OIiKf» 

83  0 

■ÜH 

mi 

Suilill»«? 

zfcO,n45 

+  0,0^90« 

B«'itn  lIoluMbliclv    Ohor    flioso    vier  Rtvihon    siolil    man  nun  ziivftr- 

(Ipi>1,    diiss   ganz    alli^cnir'in    die    mit    ./ —    l>oz<Mchn(^ton    noi^ativon 

WiMlhe    von   ./  diircli    di(>   ('orrnriion    in    jtnsiliv("    '3>    (llici^clK^n ,    so 

Jass  es  keine  negativen  Ü)  git.'bl,    dass    hiemil   auch  »Ut  IndiUerenz- 

|mnol  der  .J,  welcher  in  No.  4.  b)  /.wischen  t  =  0,7  und  0,8  lieu;!, 

\m  den  ^  verschwindcl,  was  beides  mit  oben  gezogenen  Folgerungen 

ülK'iv.inslimml.      Man    sielil   rernei .,    dass  die  ./  ganz  allgerneiti  lieini 

IVhergange  in  tÜe  3)  an  absr>tiiter  Grösse  aiisserordeiUlich  verlieren, 

wif»  denn  z.  ß.  bei  Nn.  l.  b)  nach    den  unteren  Seliliisssummen  die 

^  zu  den  2)  durchschniHlidi   im  Verhiillniss  2,009i  :0,l6i(>  sielien, 

"•  i.  über   das  zehnfache  grt'isser  sind.     Ja  die  3!)  kommen  hiednreh 

so  \yQ\i  berab,  dass  die,  durch  die  Correction  unangegritren  bleiben- 

"•^'n,    ZuftUngkeiten    auch    nach    müglichsler    Ausgleichung    durch    die 

•Mjttolzii'hung  aus  den  Versuchen  mehieror  Ueobachler  noch  vcrhull- 

^^ssmässig  stark  störend  einwirken;  und  hierin  liegt  der  Grund,  dass 

***^*l»  die  oben  gezogene  Folgeiung,  mtlsse    bei    aufsteigendem    / 

^^Ostant  bleiben,    dahin  abändert,    diese  Werlhe  müssen  ohne  deut- 

'<ihe  Abhätngigkoit    vmhi    /    nur    unregelmüssig   variiren.     Auch    fmd<4 

^*ch   dies    bei    allen   Heihen    beseitigt,    mir   etwa   mil   Ausnahme  von 

^o.  i.  b),   wo  — - ,  obwohl  auch  nicht  ohne  UnregelmUssigkeit  und  in 

"V\e^  kleineroni  VerhllJInisse   als    --  ,  im  Ganzen  sichtlich  mit  /  ansleigl. 


lüi 


<j.  l'ii.  Rechne«, 


XII.  Uebcr  einen  fonnelhMi  Stroitpiiiict  zwischen  Wiinj 

und  mir. 

Nacluldii    ich  im  30.  AhscliniUe  meiner  »»Revision«  die  zur 
vorlit'i^emlen  Veiüiidu'!    über   den  Zeilsinn   zu  Gunsicn  des  VVebei 
sdi(Hi  (JiSL'lzes  gelkiiui  gi^macht,    schloss   Ich    (p.  423)   mit  folgende 
Benterkutii; : 

«Bis    auf  Weiteres    würde  icli   naeh   Vorii;eni  tjlauben,    dass  (1^ 
Gang  der  Wcrlhe,    auf  welehe  die  Versuche  über  den  Zeilsina  fü 
reii,  überhau|)L  einerseits  durch  das  Weber'scho  Gesetz  als  Uau{ 
unterläge,   andererseits  dureli   ziitlillige  und  auf  conslanle  Fehler 
rückführbare  Abweichungen    davon    alü    bcstinintl    angesehen  wrnl 
k<inne.    und   dass  die   Analyse  der   Versuche   auf  diese   lieslinniiung^ 
zuriickictrgehen  hübe.     Jeileiifalls  situi  die  Werthe  T  und     /  :=  T 
[Ulf  welche  Kollerl  zurückgehl,  nur  l'unclionen  jener  Heslinumini^e 
und  scheinen   mir  dalier  vnn   mehr  secundürer  Bedeutung,  indess 
aber   für   den   enniirischen    Gang   dei    Wi^rlhc    einen    unniiltelbarer 
Anliall  bieten,  als  der  Rückgang  auf  Jene  Beslinunnngen.« 

Unslreilig  nichl  oliru;  Rücksichl  auf  vorig«^  lürklarung  Uusserl  ^1 
hiegegen  Wiindt    in    eitu'r    neueren    Abhandhmg     Pliilos.  Sludien 
}i.  -iti^i)    wie   folgl: 

>iBei  der  Urilersuclunig  des  Zeilsinncs  handelt  es  sich  ukUl  U] 
die  Krage  der  (jidligkeil  des  We  herrschen  Gesetzes,  oder^  falls  lü 
Frage  erhoben  vver{h'^n  snlltCv  so  steht  sie  doch  jedenfalls  in  zwt'ilPe 
Linie.  Uas  Brijbh'in  des  Zeitsinnes  besteht  in  Beantwortung  tief 
Frage,  wi<^  sich  lur  unser  Bewusstsein  ein  gegebenes  Zeilintervall 
verUnderl,  wenn  es  nach  einer  bestinunten  Zwischenzeit  repioilu* 
cirl   wird.« ") 

hu  Vei-folge  diesei'  Betrachtungen  erklürt  nun  Wundt  (p.  5 
als  tiiejenigen  Werthe,  welche  bei  ileu  Versuchen  über  ilen  Zeil 
das    Hauptinteresse    beanspruchen,     »den    mittleren    Schul/. ungsvve»""' 

T  der   Vergleichs/eil  |  =^  "  ^^^    "|  und  seinen  Unterschied   .7  \on 
Normalzeit  t>t,  den  er  bemerktermassen  als  ni  i  1 1 !  e  r  n  S  c  h  ätz  u  D 


a 


")   Hei  Jen  VersuclitMi  /weiter  Gruppe  unseres  Verf.  ist  allerdings  die  Zwist'l 
zeit  weggelassen,    indessen  ändert  dies  principieil  nichts  in  der  Sireitfrage. 
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2  r  bezeiclinet,  und  [\).  ö65),  unler  Verallgeuieinerung  von  Zeil- 
grössen  auf  Keizgrüssen  r,  sein<M"  Bedeutung  nacJi  so  bestimmt:  »es 
werde  diejenige  Grösse  dadurch  geinesseu,  um  welche  wir  eine 
gegebene  Reizstarke  r  zu  üho  rsc  hlilzen  oder  zu  unter- 
schätzen geneigt  sind«. 

Was    ich    nun    diesen    Oegenbomerkungen  Wundl's   meinerseits 
entgegensetzen  möchte,   sind   folgende   zwei  Püncle:    \)   Icli   wüsste 
doch  nicht,  warum  es  sich  in  der  Untersuchung  des  Zeilsinnes  nicht 
um   die  Gultigkeits  frage   des  Web  er  sehen  Gesetzes  so  gut  handehi 
sollte,  als  in  der  Untersuchung  anderer  Sinnesgcbiele,  ja  warum  man 
nicht    ebenso    einen  Hauptgegenstand    der  Untersuchung  darin  finden 
sollte;   2)  warum  es  weniger  wichtig  sein  sollte,  die  Frage  zu  unter- 
suchen,   in    welchem    Verhältnisse   zur   Hauptzeit   sich    die  Ver- 
gleichszeit ändern  muss,  um   bis  zum  i'lu'U  merklicli  werdenden  oder 
eben  verschwindenden  Unterschiede  für  die  Auffassung  zu  gelangen, 
als   um    welchen    absoluten  Werth,    zumal   sich  beide  Fragen  in  ge- 
leinsamer  AbhUngigkeit   von   denselben  Bcobachlungsdatis  („,    t^,   l 
beantworten,  ja  im  Grunde  nur  dieselbe  Frage  in  verschiedener  Form 
sind.     Denn  weiss  man,    in  welchem  Verhtil  tn  isse  l^  den  Werth 
i  übersteigt,    so    weiss  man  auch,  um  welchen   absoluten  Werth 
(1^.    Die  Frage  in  erster  Fonn  aber  führt  natürlicherweise  zur  Frage, 
wie  weil  das  Weber 'sehe  Gesetz  der  Constanz  von  -f  und   —  bei 
Aenderung  von  t  besteht,    die  andere  zuullchst  zur  Frage,    welchen 
Gang  die  Unterscliiedssch wellen  (/„,  d^  bei  Aenderung  von  l  nehmen, 
wovon  dann  natürlich  auch  weiter  die  Frage  abhllngl,  welchen  Gang 
die  J  =  -^— ^ — -  dabei  nehmen. 

Also  möchte  ich  nicht  zugeben,  dass  die  Frage  des  Web  er- 
sehen Gesetzes  in  zweiter  Linie  gegen  die  des  Ganges  der  ./  stehe. 
A»Ls  mathematischem  Gesichtspuncle  sind  jedenfalls  beid(^  Fragen 
solidarisch ;  und  kann  es  ^.tatt  eines  Streites  zwischen  beiden  nur 
gellen,  die  gegenseitigen  Beziehungen  beider  ins  Auge  zu  fassen  und 
zu  zeigen,  w ie  man  von  der  einen  Betrachtungsweise  in  die  andere, 
\on  den  W^erlhen,  die  num  im  eineu  Wege  als  bedeutungsvoll  er- 
k''nnl.  zu  denen,  welche  sich  im  anilern  Wege  als  bedeutungsvoll 
J'irstellen,  gelangen  kann. 

Nun   kann  das  v  =yf-=y-^^f,   woran   ich  mich  bei    der 


lOß 
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Fra«o    dos    Wc  he  r'sclieu    Geseljcrs    liauptsüchlidi    halte,    nirlit 


Function   dps  J 


lo  4-  U, 


I 


woran    sich   W  u  n  d  l 


seiner  V^M'folguni?  der  VerhUltnisMe  des  /(iilsinnes  Iiaiiplsik'hlich  halt, 
noch  unigc'keliit  dargestedl  worden,  wohl  aher  beide  als  Functi(^H 
derselben  Beohaclilungswcrlhe  /,  (^^,  /,^  oder  stall  do.ssen  /,  c/„,  rf„^^ 
worauf  im  III.  Al)>chnill  genUjsend  eingegangen  sein  dürfte. 

Hiebei  aber  hat  sich  Gelegenheit  gefunden,  darauf  hinzuweisen' 
dass  der  Werlh  ./  =  -^^ — -  eigentlich  nicht  so,   wie   es  seine  Bi 
Zeichnung  als  mittlerer  Schtltzungsfehler  zu  verrathon  scheint ,  inass 
gebend  Cur  grössei'e  oder  geringere  Ünlerschieds-Emplindliclikeit  oder 
Schätzungssicherhcit    ist,     sowie    darauf,    dass    der    Indiirorenzpunct^j 
\vo  f/„  =  d^  ist,  nichts  weniger  als  den  f-Werth  bezeichnet,  an  ^^| 
ehern  die  Schätzung  am  genauesten,  ja  geradezu  richtig,  ist,  sondern 
eben  nur  den  Putict,  wo  die  obere  und  unlere  Unlerscliiedsschwelle 


n 

* 


einander 


gleich   sind 


Wenn    aber  beide  sehr  gross  sind,   so  bleib 


die  Schätzung  beidesfalls  sehr  ungenau ,  trotzdem ,    dass  -- 


dr.—  d. 


Ulli 


ist.    Auch  möchte  ich  die  obige  Definition  oder  Deutung  der  //  nicht 
zugeben,    wonach    durch     /   diejenige    tjrösse   gemessen    wird, 
welche   wir   einen  gegebenen  Zeilwerth   zu    ühersclitilzen    »ödere 
unterscliätzcn  geneigt  sind,  sondern  linde  darin  nur  den  halben  Unt 
schied   der   beiden  Werthe,    um   welche   wir  /  zu  tdjei*schatzen  imd 
zu    unlerschUlzen   geneigt    sind;    und  würde  allerdings  in  dieser  Be- 
ziehung  die   ^'er^olgung   des  Werlhes  -"^    "  =  ^ 

finden,     ludess  behält  doch  auch 


1 


interessanter 


"    seine    Bedeutung    für    d« 


Zeilsinn;  und  was  lUsst  sich  dagegen  sagen,  wenn  der  Gang  dies 
Werthes  zum  Gegenstände  einer  Lnlensuchung  genonunen  wird.  Ni 
aber  tritt  folgende  Bemerkung  hinzu. 

Es  hat  sich  gezeigt,    dass,  wenn  man  bei  den  Werlhen  /^, 
aus  welchen,    in  Combination  mit  /,   sowohl  v  als  J^  ja  alle  in  Be~ 
Iracht   kommenden  Werthe   abzul(»iten    sind,   stehen    bleibt,    wie   sie 
uuuiillelbar  aus  den  Versuchen  horvorgohcn,  weder  das  Wober'scbe 
Gesetz,  noch  ein  auf  ein  einfaches  Gesetz  zu  bringender  Gang  de^j 
.  /  in  irgendwelchen  Grenzen  der  /  zu  finden  ist,  wolil  aber  iniltelii^| 
der  Correctiou,  welche  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten  besprochen 
und  angewandt  ist.   eine  t>orrcction,    die   Übrigens  keineswegcs  bic 
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durch  das  Bedürfnisii ,  zu  cinfaclieu  Gesetzlichkeiten  zu  gelangen, 
tnotivirt  und  l»esliminl  ist,  sondern  sicli  aucli  auf  Thalsachen  zu 
stutzen  hat,  welche  das  Vorhandensein  eines,  von  der  Melhoik-  der 
Minimaländeninü;on  im  Gebiete  des  Zeitsinnes  bislicr  noch  ührii?  ge- 
lassenen, Constanten  Feideis  Iheils  direcl  erkennen,  theils  mit  über- 
wiegender Wahrscheinlichkeil  vermullien  lassen,  und  dessen  Elimi- 
nation  fordern   (s.  Abschn.  X). 

Soll  nun  doch  der  zu  /  bezugsweise  Gang  der  /J  verfolgt  wei- 
den,   so   liegt    auch  meines  Erachlens  die  Forderung  vor,    ihn  nicht 
oder   doch    nicht    blos    in    seinen   roben  Werthen  zu  verfolgen,    wie- 
bisher  nur  geschehen  ist,  sondern  auch  in  seinen  corrigirlen  Werthen, 
wo  ich  D  für    /  setze.     Diess  ist  im  vorigen  Abschnitte  an  einigen 
Reihen  ausgeführt;  dabei  hat  sich  aber  gefunden,  dass  die  ./  durch 
diese  Correction  zu  solcher  Kleinbeit  zusammenschrumpfen,  um  durch 
die    zut^älligen  Beobachtungsfehler    so    gut    wie  ganz  tlberwucherl  zu 
werden,  und  mithin  den  Versuch  ihres  genauen  Verfolges  vergeblich 
zu  machen.     Der  tndilTeienzpunct  aber  verschwindet  durch  die  Cor- 
rection ganz,  sofern  2)  nur  bei  /^O  selbst  null  wird   (S.  100. 

Kann  ich  nun  nach  all'  dem  aus  formellem  Gesichtspuncte  dem 
niitlieren  Scliützungsfehller  nicht  dieselbe  Wichtigkeit  und  Bedeutung 
ftlr  das  Versuchsfeld  des  Zeitsinnes  beilegen,  die  ihm  Wundt  zu- 
fikemit,  so  habe  ich  ilagegen  den  sachlichen  Gewinn  anzuerkennen, 
*ler  diesem  Felde  durch  die  Verbindung  des  Verftdirens  nach  Oben 
und  Unten  in  seiner  auch  sonst  vorzüglich  erscheinenden  Methode 
erwachsen  ist,  sofern  sie  zur  Eikenntniss  und  Elimination  des,  die 
roineu  Verhältnisse  des  Zeitsinnes  störenden,  constantcn  Fehlers  ge- 
führt und  dadurch  dem  Webe r'schen  Gesetze  eine  neue  und  schüne 
ßf'sltiligung  zugefugt  hat,  die  zw  der  iiinzutritt,  welche  frtlher  das 
Feld  des  Gehörsinnes  dei'selben  Methode  verdankte.  Und  wenn  schon 
<ler  Verf.  der  hier  besprochenen  Abhandlung  diesen  Gewinn  nicht 
selbst  gezogen  hat,  hat  er  doch  durch  die  Treue,  den  Eifer  und  die 
Beharrlichkeit,  mit  welchen  er  im  Sinne  der  Methode  experiinentirt 
'lat,  die  Mittel  dazu  geboten. 
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VON 


G.  TH.  FECHNER. 


****!.  d.  K.  S.  OeselUch.  i.  Wissensch.  XXII. 


I.    Eingang. 


E.  H.  Weljor  hat  bekanntlich    gefunden,    da.ss,  wenn  man  eine 
Dislanz  auf  der  Haut  zwisclien  zwei  Zirkelspitzeu  abgrenzt,  die  Distanz 
eine  gewisse  Grösse  haben  iiiuss,  soll  sie  als  Distanz  erscheinen,  unter 
theser  Grösse,   der   sog.  eben    merklichen,   aber   nur   den   Eindruck 
t^iner  einfachen  Berührung  t;^*^'^'»   "'^d  dass  auf  verschiedenen  Haul- 
«telleu   die   eben    merkliche    Distanz   eine   verschiedene   Giösse    Ijal. 
Hienach  legi  man  den  verschiedenen  Stellen  der  Haut  eine  verschie- 
dene Feinheit   des  Haumsinnes    oder,   nach    einer  Verallgemeineruns^ 
des  Begrill'es  der  Emplindlichkeil  von  intensiven  auf  extensive  tirösseu, 
eine  verschiedene   extensive  Eniptindlichkeil    bei;   sie  gilt  als  um  so 
grösser,  je  kleiner  die  eben  meikliche  Distanz  ist,    und  kann,  nach 
dem  allgemeinen  .Massbegrille   der    Emplintilichkeit,    der  Grösse    der 
eben    merklichen    Distanz    umgekehrt    proportional    gesetzt    werden, 
leberschreilet  eine  Distanz  auf  der  Haut  die  eben  merkliche,  so  er- 
••»cheinl   sie  bei   gegebenem   Verhaltnisse   der   Ueberschreitung    um  so 
gi'Össer,    je   kleiner  ihe  eben   merkliche  Distanz  selbst    auf  derselben 
Hawtslelle  ist. 

Zu  dieser  .Methode,  die  extensive  Kni[)hndlichkeit  verschiedener 
llautslellen  vergleichungsweise  zu  bestimmen ,  der  sog.  Methode  der 
El>eiiinerklichkeit,  hat  \  ierordt  eine  andere  gefugt,  die  sog.  Methode 
"er  richtigen  und  falschen  Fülle  (kurz:  Methode  d.  r.  u.  f.  F.), 
welche  auf  folgender  Thalsache  fusst. 

Es  findet  sich,  dass  man  innerhalb  gewisser  Grenzen  der  Distanz 
"i^^elhe  bei  wiederholten  Versucheu  nach  zufHlligen  .Mitbestimmungen 
"^lil  als  Distanz  richtig  erkennt,  bald  die  Doppelberülirung  als  ein- 
'^<^1»  empfindet,   und  insofern  falsch  urtheitt.     .Natürlich  aber,  je  öfter 
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man  sie  unter  vergleichbar  gehallenen  Umständen  an  einer  gegebenen 
Hautstelle  richtig  erkennt,  für  desto  feiner  wird  man  den  Raumsinn, 
für  desto  grösser  die  extensive  Empfindlichkeit  der  Haut  an  der  be-  ^ 
treffenden  Stelle  zu  halten  haben,  und  es  wird  nur,  wie  beider  ' 
vorigen  Methode,  darauf  ankommen,  einestheils  die  Versuche  so  an- 
zuordnen, anderntheils  so  zu  berechnen,  dass  vergleichbare  Masse  der 
Empfindlichkeit  danach  mit  möglichster  Sicherheit  gewonnen  werden 
können;  und  um  eine  hierauf  bezügliche  Untersuchung  wird  es  sieb 
im  Folgenden  handeln. 

Insofern  die  betreffenden  Distanzen  absolute  Grössen,  nicht  Unter- 
schiedsgrössen  sind,  bezieht  sich  auch  diese  Untersuchung  auf  s(^. 
absolute,  nicht  Unterschieds- Empfindlichkeit.  Zwar  könnte  dieselbe 
Methode  auch  auf  Unterschiedsempfindlichkeit  im  Tastgebiete  ange- 
wandt werden,  so  nämlich,  dass  man  anstatt  blos  einer  Distanz  zwei 
um  ein  weniges  verschiedene  Distanzen  auf  derselben  Hautstelle  nach 
einander  abgrenzte,  und  abzählte,  wie  oft  das  Dasein  und  die  Rich- 
tung des  Unterschiedes  richtig  und  wie  oft  falsch  geschätzt  wird, 
entsprechend  als  bei  meinen  Ge  wich  tsversuchen ;  bis  jetzt  aber  liegen. 
derartige  Versuche  in  Bezug  auf  das  Tastgebiet  noch  nicht  vor. 

Ein  Resum^  und  Inhaltsverzeichniss  am  Schlüsse  der  Abhand- 
lung wird  die  Uebersichl  derselben  erleichtem,  nachdem  die  Mannich- 
faltigkeit  und  Verwickelung  der  Specialaufgaben,  die  sich  ihrer  allge- 
meinen Aufgabe  unterordnen,  zu  einer  an  sich  nicht  erwünschten 
Ausdehnung  derselben  geführt  hat. 

Wegen  im  Folgenden  zu  gebrauchender  Bezeichnungen  ist  vor- 
zubemerken,  dass  D  allgemein  die  Spitzendistanz  bedeutet,  und  n  uno 
e  die  gewohnte  Bedeutung  als  Ludolf'sche  Zahl  und  Grundzahl  ^^^ 
natürlichen  Logarithmen  haben.  Mit  S.  wird  auf  Seitenzahlen  in  die*®' 
Abhandlung,  mit  p.  andershin  verwiesen.  Einschaltungen  in  A*^' 
fuhrungen  aus  andern  Autoren,  welche  von  diesen  selbst  herrübr^' 
werden  in  runde  Klammern,  solche,  die  von  mir  herrühren,  in  ecl^*^ 
Klammern  eingeschlossen. 

Die  Distanzeinheit  ist  überall,   wo   nichts  Anderes   ausdrückl* 
bemerkt  w^ird,  der  Millimeter. 
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n.    AUgeiüeine  Sachlage  und  specielle  Aufgaben  der 
folgenden  Uutersnchung. 


Die  Versuche  über  den  Hauiusinn  der  Html  nach  unserer  Melhixle 
sind  dadurch  schon  zu  grosser  Ausdehnung  gelangt,  dass  Vierordi, 
dem  das  fundamentale  Verdienst  gebuhrl,  der  Erfinder  der  Methode 
überhaupt  zu  sein,  derselben  auch  durch  Versuche  in  seinem  physio- 
logischen Inslilul  eine  ausgodelmte  Folge  gegeben  hat.  Inzwischen 
\\\e  es  zu  geschehen  pflegt,  dass  das  Uauptverdienst  einei'  neuen 
Erfindung  nocli  Nacharbeiten  Raun»  liisst,  ist  es  auch  hier  der  Fall 
gewesen;  indem  die  bisherige  Anwendung  der  Methotle  theils  zum 
pi-aklischen  Zweck,  eine  ScaUi  der  extensiven  Rmpfnulhchkeit  für  die 
ganze  Haut  aufzusleUen,  theils  einer  Hypothese  Vierordl's  bezüglich 
der  Abstufung  der  Feinheit  des  Raunisinnes  nach  den  LocaliUilen  zur 
Stutze  zu  dienen,  noch  manche  Fragen  über  die  Metliode  selbst  übrig 
gelassen  hat,  die  sich  der  endlichen  hüsung  nicht  entziehen  dürCiMi, 
worauf  ntm  eben  die  Intersuchung  geht,  über  welche  im  Fül- 
lenden zu  berichten  sein  wird.  Diese  Untersuchung  kann  als  eine 
Dieinsame  Arbeit  von  dem  durch  schon  frühere  Arbeiten  im  phy- 
siologischen und  psychophysischen  üebiele  um  die  Wissenschaft  ver- 
dienten Dr.  Camerer  und  von  nur  angesehen  werden,  wovon  die 
experimenlale  Seite  ganz  Camerer's  Verdienst  ist,  indess  die  Rech- 
nungsseite mir  anheimgefallen  ist.  Eine  niehijtthrig  zwischen  uns 
geführte  Correspondenz  aber  hat  die  Beziehung  zwischen  beitlen 
Seiten  forterhalten,  und  zu  einer  l  ebereinslimnumg  nach  den  theore- 
tischen Rezieh ungen  der  .Aufgabe  geführt. 

Fragen  jener  Att,  mit  denen  wir  uns  hier  zu  beschilfligen  haben 
werden,  sind  namentlich   die  folgenden. 

I)  Lassen  sich  die  Hrgebnis.se  iler  .Methode  in  .Anwendung  auf 
die  absolute  Empfindlichkeil  im  Tasigebiete  nicht  ebenso  mit  Vor- 
iheil  durch  eine  Furmel  repriisenliren,  als  es  schon  bezüglich  der 
Unterschiedsemplimllichkeit  in  anderen  (iebieten,  namentlich  deu) 
Gewichtsgebiete,  geschehen  ist;  und  .sofern  bisher  zweierlei  Fotraeln 
dazu  in  Vorschlag  gebracht  sind,  lässl  sich  einer  von  ihnen  dej-  Vor- 
zug ertheilen? 
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2)  Ist  bei  den  Versuchen  das  wissentliche  oder   tinvvissenllich« 
Verfahron  vorzuziehen':' 

3)  Wie   sind   die   Falle   zu   vervverthen,  welche  zwischen  dem' 
Eindruck  einfacher  und  doppeller  Berührung  milten  inne  liegen? 

i)    Welche  Kolle  spielen  die  sog.  Vexirversuche  und  Vexirfehlerl 

5)   Wie  sind  die  Versuche  verschiedener  Beobachter  zu  einheit — 
liehen  Resultaten  zu  coinbiniren? 

Die  naheie  Bedeutung  dieser  Fragen  wird  Denen,  welche  über 
haupl   schon  Kenntniss   von    den    Versuchen    in   diesem   Gebiete   ge — 
uoniiiien    haben,    nicht    fremd    sein.,    weiterhin   aber  noch  besondens 
darauf  eingegangen  werden.     Zunächst  nur  folgende  Bemerkung. 

Lni  nicht  bei  den  einzelnen  Resultaten  der  Versuche  stehen  zi 
bleiben,  wiril  man  solche  jedenfalls  tlurch  eine  Regel  zu  verknüpfet"* 
suchen,  und  womöglich,  weil  am  schärfsten,  wird  eine  solche  Regel 
unter  einen  nialliematischen  Ausdruck,  kurz  unter  eine  Formel  zu 
bringen  sein,  wonach  die  Frage  nach  einer  solchen  oben  voraugestell^B 
worden  ist.  Aber  natürlich,  so  wie  die  Formel,  um  zulUnglich  zi^" 
sein,  mit  den  Erfahrungsdalis  stimmen  niuss,  müssen  diese  so  be — 
schatten  sein,  um  sich  der  Aufstellung  einer  Regel  oder  Formel  zl» 
lügen,  und  muss  hiezu  ein  zulänghches  Verfahren  eingeschlagen  sein- 
Bestelil  nun  ein  Zweifel,  welche  Formel  unil  welches  Verfahren  uot 
den  verschiedenen,  welche  sich  dazu  darbieten,  vorzuziehen  ist, 
wird  derjenigen  Combi  na  tion  beider  der  Vorzug  zu  geben  sein 
welche  nach  möglichster  Compensation  und  Elimination  constanter 
Fehler  die  beste  üebereinslimmung  zwischen  den  durch  das  Ver- 
fahren gelieferten  und  den  durch  die  Regel  oder  Formel  gefordertei 
Dalis,  kurz  zwischen  Beobachlung  und  Rechnung  gewährt.  Dies« 
einer  Kechtfeiligung  unstreitig  nicht  bedürfende,  Princip  liegt  d( 
folgenden  Untersuchung  als  massgebend  unter  und  wird  seine  Ai 
Wendung  namentlich  im  XVI.  Abschnitte  finden.  Zuvor  jedoch  wer 
den  die  V'ersuchsumstande  und  Rechnimgs[irincipien,  welche  dabe 
in  Rücksicht  imd  Anwendung  kommen,  zu  besprechen,  und  im  nach-' 
sten  Abschnitte  die  Eingangs  gegebenen  historischen  Notizen  noch, 
etwas  zu  vervollstilndigen  sein. 
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III.     Uebersicht  der  bisherigen  Untersuchuugeu* 

Wennschon  Vierortll  als  Krtiodcr  der  Methode  der  r.  u.  f.  F. 
Ubeihaiipl  zu  bezeichnen  ist,   beziehen  sich  doch  seine  frilheslen  Ver- 
suche iiacli  diesei' >lethode  nicht  auf  die  uns  hier  angehende  abso- 
lute Einplindhi'hkeit    im  Tastgebiele,    sondern    auf   Unterschieds- 
empfindlichkoit    im    Schallgebiete.     Es    sind    nlliiilieh    die    von 
Reiiz    und    Wolff    iinlci'    Vierordt*s    Leitung    angestellten    Versuche, 
worüber  in   Vierordl's  Arcli.    185G   i.  H.   p.    18ö,    sowie    in    Pogg. 
Ann.  XCVni  berichtet,   auch  eine  Noiiz  in   m.  »Elem."  I.    17a  f.  ge- 
geben ist.     Wie  es  scheint   unabhängig    von    Vierordt   aber,    wenn 
schon  erst  nach  ihm,  ist  Volkinann  auf  dieselbe  Methode  gekommen 
und  hat  sie  zuerst  auf  das  L'ntersuchungsgebiet,  was  uns  hier  speeiell 
zu    heschuftigen  hat,  angewandt.     Seine  Versuche  sind  an  di^v  Finger- 
spitze vergleichungsvveise  mit  Versuciien  nach  Webers  Methode  der 
libenmerklichki^it  ausgeführt  und  in  s.  Abh.   »Lieber  den  Rinlluss  der 
l-eLung  auf  das  Erkennen    riiumliclier  Distanzen«    in    den  »'Berichten 
der  konigl.  siichs.  Ges.   1858.  Band  X  p.   46  ff.   beschrieben.     Ohne 
sehr  zahlreich  zu  sein,  sind  sie  doch  nach  gewisser  Beziehung  sehr 
belangreich  (vergl.  Abschn.  X);  aber  da  sie  spUter  nicht   wieder  von 
ilinQ  aulgenoramen  worden  sind,  ist  Vierordt  durch   seine    spateren 
\ ersuche  bisher  der  üauplvei'tieter  unserer  Methode  geblieben. 

Zunächst  nämlich  verüUentlichte  er  im  J.   1868  in  einer  beson- 
dern  Schrift    eine    Untersuchung    über    den    Zeitsinn    nach    unsei'er 
-Methode,  und  hienach  beginnt  mit  dem  J.  1870  eine  ganze  Reihe  von 
Vbliandhmgen   seiner  Schüler   Über   unser  Thema,    die   er   in  seineiu 
physiologischen    Institute    zur    Untersuchung   desselben    herangezogen 
liat,  als  namentlich  Kollenkamp   und   Ullrich,  Paulus,    Hiecker, 
Hartman n,  Gllrltner,  Schimpf.      [)iese  Versuche    erstrecken    sich 
über  die  gesammte  Hautoherllctche  und  die  Resultate   derselben  sind 
von  Vierordt    in   der   5.  Aull.   seines   »Grumh'isses   der    Physiologie«' 
^877,  p,    344    zusammengefasst    und    von   ErUluterungen   begleitet. 
In  Kürze  werde  ich    die  Gesamnilheit   diesei',    von  Vierordt  veran- 
'ässten,  in  seinem  histitute  angestellten,  Versuclie  als  Tübinger  Ver- 
buche bezeichnen. 

tollen kiimp   un<l    Ullrich,    Ilriul    der  ohern   Kxlreiu.    in   Zeilschr.   f. 
0)  Vi.  37,  —  Paulus,   untere  Extrem,  ebendys.  (1871)  VII.  237.  - 
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Riecker,  Unterschenkel,  ebendas.  IX.  95.  —  Derselbe,  Kopfbaut  ekn 
X.   177.    —    Uartmann,   Rumpf  ii.  Hüls,    ebend.  XI.  79.    —    Gürllner^ 
Finger,  Kinn,  Vorderarm  (bei  einem  Blinden),   ehend.  XVII.  56.  —  Schimpf|| 
Bein,  ebend.  XVII.  62.  —  Eigene  Ihcoreliscbe  und  zusammenslellende  Abband 
lungcü  von  Vierordt  in  PflUger's  Arcii.  IL  297,  in  Zeilschr.  f.  Biol.  H, 
u.   in  s.  Grundrlss  der  l'hysioJ.  5.  Aufl.  i877.   349  und  Physiol.  des  Kinde 
allers,  1.  Auü.  1881.  458;  wozu  seitdem  noch  eine  zweite  Aufl.  erschienen  is 

Hienacli  lial  Dr.  Camerer,  selbst  frUlior  Schüler   Vierordt s 
zur  Zeil  seiner  i'olgcnds  zu  besprechenden  Versuche  Oberaiul?arzl  i| 
Riedlingen,  jetzt  in  gleicher  Stellung  in  Urach  (Württemberg),  zunüchfl 
auf  Anregung  durch  Vierordt,  zwei  grosse  Versuchsreihen,  die  ein 
in    den    Jahren    1875,  76,    die    andere    in  den  Jahren    1879.  80 
seinen  zwei   Kindern  (Hedwig  und  Ida)  au  den   verschiedenen  The 
len    der    obern    ExlreniitlU    vorgenommen,    deren    Hauptzweck  v( 
vornherein  war,    »die    Leistungen  des    Raiimsinnes  in    verschieden« 
Leben.sallern  zu    untersuchen«,    deren    Ergebnisse   jedoch    über  die 
sen   Zweck    hinausgreifen.     Beide    Versuchsreihen    sind    vereinigt 
WH.  Bande  der  Zeitschr.  f.  BioL  p.    UT.  erschienen   und  die  wich 
tigsten  Resultate  davon  in  Vierordt's   Physiologie    des  KindesaltM 
milgelboilt. 

Da  inzwischen  nicht   nur  durch  die  Tübinger  Versuche,  sonder 
auch  durch  diese  frülieren  Versuche  Camerer's   die  obigen   Frag 
(S.  113)  noch  unerledigt  geblieben  sind,  hat  Camerer  im  Interes 
ihrer  Lösung   seit   September   1882    noch    drei   neue  Versuchsreihe 
an   Handgelenk    und  Stirn,    unter   Alitzuziehung   dreier    Erwachsene 
zu  ilen  früheren  kindlichen  Vcrsuchssubjeclen,  angestellt,   welche  m 
Band   XL\   28011"    der  Zeitsclu.    f.    Biol.    vcrülTenllirht    sind.     Lei 
diese  wird  in  einem  spateren  Abschn.  (V^HI.)  dieser  Abliandhmg  nc 
besonders  zu  berichten  sein,  da  sie  die  Hauplunlerlage  der  folgeot 
Unleisuchung  bilden.     Jene  älteien  und  diese  neuereu  Versuche  (^ 
wie  die  Abhandlungen,  worin  sie  stehen)   werden  von  mir  als  N'< 
und  No.  2  und  die  drei  verschiedenen  Versuchsabtheihingen  von  No- 
als  no.    I,  2,  3  unterschieden.  fl 

Obwohl  nun  die  folgende  Untersuchung  auf  Grundlage  der  nei*^ 
Caraerer'schen  Versuche  in  mehrfacher  Hinsicht  über  die  Tübio^^ 
und  Camerer's  eigne  frühere  Versuche  hinausfuhren  und  zu  eini^^' 
Modiücationen  der  früher  eingeschlagenen  Veisuchsweise  .\nlass  gc 
wird,   hindert  diess  doch  nicht,  dass  die  frtlheren  Untersuchung« 
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^^rie  sie  vorliegen,  in  so  weil  sie  vergleichbar  sind,  dem  praktischen 
Zwecke,  zu  dem  sie  ausgesprocheneriiiasfien  angestcllL  sind,  fort- 
ehends  dienen  können;  d.  h.  eine  Reihenfolge  der  extensiven 
luptindlichkeit  für  verschieilene  UauUheile  festzustellen,  indess  sie 
en  die  Aufgabe  eines  eigentlichen  Massvergleiches  in  mancher 
insicht  zurilckbleiben. 

Mit  den  Versuchen  Cafnerer's  über  den  Tastsinn  stehen  in  ver- 
kA'andtschaftücher    lieziehung    anclere    Versuche    desselben    Über    den 
Itieschmackssinn,  welche,  obwohl   auf  ein    anderes  Sinncsgebiel    und 
vielmehr  auf  intensive  als  extensive  Enipfmdlichkeil  bezüglich,  doch 
das  mit  jenen  gemein  haben,    dass    sie    nicht    minder    nach    unserer 
Methode  angestellt  sind,  sich  ebenso  auf  absolute,  nicht  Unlerschieds- 
I  Euiplindlicbkeit  beziehen,  sich  naclr  gleichen  Principien  rechnend  be- 
handeln lassen  und  sich  derselben  Formel   fUgen,   wenn  man  Kaum- 
dislanz  durch  Salzgehall  der  Lösung  ersetzt.     Hiedurch  ergänzen  sich 
von  einer  Seite  beidei'lei   V^ersuche,    indess  sie  sich  von   der  andern 
Seite  controliren  und  bestätigen,  und  gewinnt  die  Untersuchung  ober 
diesen   Gegenstand    ein    allgemeineres    Interesse,    sofern    sie    auf  die 
Massbeslimmungen    über    absolute    Empündlicbkeil    überhaupt,    rück- 
siclilslos  auf  das  Gebiet,  durch  welches  die  Ernplindung  in  Anspruch 
genommen    wird,    bezüglich    erscheint.      Hier    jedoch    fasse    ich   die 
L'iiteisuchtmg  noch  nicht  in  dieser  Allgenu.'inheit,  sondern  beschriinke 
Blich  auf  den  Kaumsinn,  um  nur  hier  und  da   vorlilutig  mit  auf  die, 
einer  künftigen  Darstellung  vorzubehaltende,    Untersuchung  über  den 
Geschmackssinn  zu  verweisen. 

Die  bis  jetzt  veröflenllichlen  Versuche  Camerer's  über  den  Ge- 
schmackssinn sind  in  zwei  Abhandlungen,  beziehentlich  in  Pflilgcr's 
Arch.  1870.  3.  Jahrg.  und  Zeitschr.  f.  Biol.  G.  Band  p.  iiOtf.  enl- 
walten.  Hiezu  hat  jedoch  Camerer  neuerdings  noch  neue  Versuclie 
.«Pfligl.  die  mit  den  früheren  wohl  stimmen,  bisher  aber  mir  erst 
privatini  mitgetheilt  sind. 

Kommen  wir  von  der  experimenlalen  zur  iheoretischeu  und 
'walheiuatischen  Seite  der  Untersuchung,  so  hat  zunächst  Vi<M'orill 
*lhsl  durch  eine  sinnreiche  Methode,  worauf  näher  im  XI.  Abschn. 
einzugehen,  die  Aufstellung  einer  Formel  für  Bestimmung  der  Mass- 
^cihcijlnisse  des  Tastsinnes  etilbeiiiHch  zu  machen  gesucht,  welche, 
wenn  sie  auch  nicht  Alles  leistet,  was  man  von  einer  niassgebeuden 
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Formel  wünschco  kann,   doch  solche  bis  zu   gewissen  Grenzen  ver 
treten  kann. 

Deiimüchsl  hat  Dr.  G.  E.  Muller,  damals  noch  PrivaldocenV 
jetzt  an  Herbarls  Stelle  ord.  Professor  in  Güttingen,  ohne  zwar  seil] 
Versuclie  in  unserem  Felde  angestellt  zu  haben,  auf  Grund  der,  iho 
damals  erst  vorliegenden ,  Tubinjjer  V'ersEche  eine  Theorie  die» 
Versuche  mit  einer  Formel  zur  Reprlisenlation  ihrer  Ergebnisse  au^ 
gestelll,  und  dieselbe  unter  denj  Titel  «Lieber  die  Massbestimmung« 
des  Ortssinnes  der  Ifaut  millelst  der  Melhotle  iler  richtigep  un 
iaischen  Fülle«  in  PflUger's  Arch.  Band  XIX,  191  tf.  verüflenllicl»l| 
woraus  sie  auch  in  besanderm  Abdruck  (i879)  unl^r  obigen)  Tit/ 
(Bonn.  Slrauss)  erschienen  ist.  Da  mir  jedoch  die  Miiller'sclie  For 
niel  Bedenken  zu  unterliegen  schien^  habe  ich  ihr  in  m.  ->  Revisio 
der  Hanplpunkle  der  Psychophysik«  \t.  42i3  eine  andere  Formel' 
als  wahrscheinlich  passender,  gegenübergestellt,  mit  deni  vorläutige 
Zugestündnisse,  dass  die  bis  dahin  vorliegenden  Versuche  noch  nicli 
sicher  zwischen  beiden  enlsclieiden  lassen;  wogegen  ich  nach  All 
schluss  von  Camerer's  neuen  Versuchen  diese  Entscheidung  aut  Grui 
der  folgenden  Untersucliung  (XII.  und  XV!.)  allcitlings  zu  Gunsle 
meiner  Formel  gegeben  halte.  Im  Jedocli  einerseits  der  Aufstelluns 
weise  von  Müller 's  Formel  und  dainil  Müller  selbst  gerecht  zu  wi 
ikii,  andrerseits  den  Grund  erkennen  zu  lassen,  weshalb  ich  Ire 
der  schliesslichen  Ablehnung  seiner  Formel  .so  weit  auf  dieselbe  ei 
gehe,  als  mau  linden  wird,  glaube  ich,  zu  vorigem  L'rlheile  sei 
vorUiufig  Folgendes  hinzufügen  zu  müssen. 

Der  (iesiclitspunct,  auf  den  Müller  seine  Formel  begründet 
(s.  Abschn.  Xlli,  erscheint  nicht  nur  von  vornherein  rationell,   sc 
dem  auch  demjenigen,   welcher  zu  einer  brauchbaren  Formel  für 
L'nterschieilsemplindlichkeil  geführt  hat,  ganz  analog.    Die  iheoreliscl 
Duichführung  dieses  Gesichtspunctes   ist    ferner  vom  Verf.  nicht  nj 
mit  der  bei  ihm  gewohnten  Scharfe  geschehen,  sondern  er  hat  aiii 


*)    Wenn  Müller  |>.  i  93  soiner  Abli.   in  einer  Anmerkung  erwalinl,    dass 
vcn  ilim  gcliuidene  Formel  aurli  von  mir  gefunden  sei,  so  iieruht  diess  auf  eini 
Missverständniss.     Die  l-'unoel,   deren  icli  frülier  beiläufig  gegen  Hin  gedachte. 
von  vornherein  eine  andere  als  die  seinige,    isl    aJjer    später  von    mir    auf  Grt 
einer   mir   triftig    scheinenden  Gegenbemerkung   Seitens  Müüer   verlassen   word< 
ohne  dass  ich  doch  zu  der  seiaigen  bekehrt  worden  wäre. 
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ichl   versäumt,   seioe  Formel    an    die    zur  Zeit    vorliegenden  Errah- 

nogen   zu  halten;   und  es  iät  gewiss,    dass,   so  lange   man   sieh   an 

die  Tübinger  Versuche,  ja  selbst  noch  an  die  ülteren  Camerer'schen 

Versuche   hall,    nicht   nur    kein    em|>irisclier   Vorlheii    meiner    Formel 

wr  der  seinigen  im  Vergleich  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung 

icbzuweisen  ist   (Abschn.   XIX),    sondern    auch,    dass  eine    gewisse 

Beziehung  zwischen  den  DilTerenzen  der  aufsteigenden  Distanzen  und 

Differenzen  der  zugehörigen  Zulden  richtiger  Falle  in  den  Ullercn  Ver- 

incben  entschieden  besser  zur  Mulier'schen  Fonnel  als  der  meinigen 

stimmt.     Also   war   dem    Stande   der    Sache,    wie   er   zur  Zeit   von 

iloHer's  Untersuchung  vorlag,  durch  seine  Arbeil  wohl  genügt.    Wenn 

ich  nun  doch  seiner  Formel    schliesslicli   ni^'hl  zuslimmen  kann,  und 

es  um  so  weniger  kann,  als  auch  ilie  {Jleschinacksversuche  Camerer's 

«ich  besser  meiner  als   Miiller's  Formel   fügen,  so  hüngt  diess  theils 

WD  theoretischen  Gründen  ab,  auf  welche  der  XII.  Abschnitt  näher  ein- 

1,  theils  davon,  dass  das  relativ  günstige  Verhiiltniss,  in  welchem 

früheren  Versuche  zur  Mulier'schen  Formel   stehen,   schwindet, 

wenn  ein  gewisser,  als  solcher  nachweisbarer,  Missstand  der  iilteren 

Verliehe,  dem  die  Müller'sche  Formel  besser  als  die  meinige  ent- 

>\m\\[,  beseitigt  wird,  was  aber  erst  durch  die  neueren  flamerei'schen 

Versuche  geleistet  ist   (XVl). 

Sofern  nun  doch  die  Äbleitungsweise  der  Mulier'schen  Formet 
nicht  nur  an  sich  der  Beachtung  werth  ist,  sondern  auch  die  Formel 
selbst  in  früheren  Versuchen  eine  Stütze  finden  kann,  wird  man  es 
in  der  Ordnung  finden,  wenn  ich,  statt  einer  kurzen  Abfertigung 
dpfM'lben,  auf  alle  Moracnle,  die  zui'  Abwägung  derselben  mit  der 
meinigen  beitragen  können,  mit  Sorgfalt  eingehen  werde. 

Dazu  unterlasse  icli  nicht,  zum  Voraus  ein  Verdienst  hervor- 
zuiieben,  was  sich  Müller  (nach  den  Auseinandersetzungen  im  XIV. 
Abschn.)  uro  die  Rechnungsseile  unserer  Methode  durch  eine  er- 
ieichlerte  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  darauf 
erAvorben  hat,  wovon  ich  selbst  Nutzen  gezogen  habe,  und  wovon 
auch  üljer  das  Gebiet  unserer  Versuche  hinaus  Gelegenheit  sein  kann, 
Gebrauch  zu  machen. 
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IV.    Unterscheidung  und  Bezeichnung  der 
verschiedenen  Falle. 


Wii 


haben  S.  111    richtige  und  falsche  FUlle  unterschieden.    Da- 


bei ist  wichlig,  die  Bedeutung,  welche  die  falschen  Fülle  bei  unsereo. 
auf  absolute  Emptindlichkeil  bezüglichen,  Tastversuchen  haben,  nichl 
rail  derjenigen  zusammenzuwerfen  und  zu  verwechseln,  welche  sie 
bei  den,  auf  Unlerschiedsempfind liehkeil  bezuglichen,  Versuchen,  wie 
es  meine  Gevvichtsversuche  sind,  haben.  Bei  unseren  Versuchen  in 
Tastgebicle  heisst  falsch  ein  Fall,  wo  eine  wirklich  vorhandene  Distaor 
als  fehleutl,  als  Null,  die  Berührung  mit  zwei  Si>itzen  als  einlach  er- 
scheint; bei  jenen  (jewicli tsversuchen  aber  heissL  nicht  falsch  ein 
Fall,  wo  der  Gewichlsuntcrschied  als  fehlend,  als  Null  erscheinl, 
sondern  wo  er  verkehrt,  das  grüssere  Gewicht  als  das  kleinere 
erscheint. 


Bei  den  Gewichlsversuchen  habe  ich  tlie  richtigen  Falle  mit 


i 


die  falschen  mit  /',  die  Nullföile  mit  %  bezeichnet.  Bei  den  Tasl- 
versuchen  werde  ich  die  richtigen  Fülle  ebenfalls  mit  r,  die  falschen 
aber,  da  sie  gar  nichl  mit  den  /'  der  Gevvichtsversuche  stimmen,  auch 
nichl  mit  /',  sondern,  wie  die  Nullversuche  der  Gewichlsversuche, 
mit  z  bezeichnen,  sofern  sie,  ohne  mit  denselben  principiell  id)ereii^ 
zukommen,  doch  das  gemein  damit  haben,  dass  elienso  wie  bei 
Gevvichlsversuclien  ein  Unterschied,  so  hier  eine  absolute  Grösse 
Null  erscheint. 

Der  scharfen  Sonderung  der  FiiJle  in  richtige  r,  wo  zwei 
trennte  Spitzen  entschieden  als  von  ä  Spitzen  herrührend  erscheinen 
und  falsche  oder  Nullfiille  z,  wo  sie  entschieden  als  von  1  Spit2^ 
herrührend  erscheinen,  tritt  leider  der  Linstand  entgegen,  dass  ^^^ 
ZwischenfUlle  dazwischen  giebt,  wo  das  Beobachtungssubjecl  unent- 
schieden dazwischen  bleibt,  üb  sie  vielmehr  auf  die  eine  oder  andere 
Seile  zu  legen,  vielmehr  zu  den  r  oder  den  z  zu  rechnen  sind, 
kommen  liinglich  oder  breit  erscheinende  Eindiücke  vor,  die  kein« 
wegs  als  solche  von  i  getrennten  S|)ilzen.  aber  auch  nicht  als  solche, 
die  von  einfacher  Berührung  mit  einer  einfachen  Spitze  herrührend 
erscheinen.  Da  nun  überhaupt  keine  scharfe  Abgrenzung  der  Zwi- 
schenralle  von  den  ganz  entscliiedenen  Fallen  r,  :  stattlindet,  so  kal 
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es  uicht  befremden,  wenn,  ubeihaupl  inauDichfache  Schwankimgen 
in  LnlerscheiduDg,  Bezeichnung  uod  Verwertliuug  solcher  Falfe  bei 
den  Beobachtern  vorkommen,  worauf  nöihig  ist,  elwas  näher  einzu- 
gehen, weil  die  Beurtheilung  und  Berechnung  der  Versuche  davon 
grossen  Einlluss  erleidet. 

Bei  den  Tübinger  Beobachtern  werden  die  Zwischen-  oder 
Liebergangsfälle  im  Allgemeinen  als  unentschiedene  oder  unbesliniTute 
fersleres  bei  Riecker,  Paulus,  Schimjjf,  letzteres  bei  Harlmauiij  be- 
zeichnet, und  solcher  linden  sich  bei  manchen  derselben  sehr  viele, 
indess  sie  bei  andern  (Kotteukamp  und  Ullrich,  (järttner)  ganz  fehlen, 
aber  unstreitig  blos  deshalb,  weil  sie  sei  es  ganz  zu  den  r  oder  z  ge- 
schlagen, oder  zwischen  beiden  getlieilt  werden.  In  etwas  anderer 
Bedeutung  als  bei  di'n  Tübinger  Beobachtern  erscheinen  die  unenl- 
^chiedenen  oder  unbestimnUeu  Fülle  bei  (Saniere r;  und  um  nicht  eigene 
lleutuGgen  denen  der  Beobachter  selbst  zu  substituiren,  lasse  ich 
liier  deren  eigene  Angaben  über  die  Bezeichnung  und  Charakteristik 
der  von  ihnen  unterschiedenen  Falle  folgen. 

Kotlenkamp  und  Ullrich,  die  frühesten  von  den  Tübinger 
Beobachtern,  sagen   (p.  4i  ihrej*  Abh.): 

»Die  in  jedem  Einzelfalle  bei  der  gleichzeitigen  Berührung  zweier 
Hautslellen  möglichen  Empfindungen,  resp.  Urtheile  vertheilen  sich 
jn  folgende   Kategorien: 

I.  Doppeleinitiindungeu,  und  zwar: 

a)  mit  richtiger] 

, ,  „  ,    ,         Beurtheilung  der  beiden  afncirlen  Hautstellea. 

b)  mit  falscher  | 

11.  Einfache  Empfindungen;  diese  selbst  können  sein: 

c)  punktförmige ; 
i\]   man   hat  den  Eindruck ,    dass   die  Haut    von    einem  lüng- 

licheu   Körper  bevlilu't  wird ; 
a)    richtig  oder 
/S)   falsch  angegeben. 
In   den    nachfolgenden    Tabellen    betrachten    wir    blos    die    zur 
Rubrik  a)   gehörigen  Empfindungen  als  »»richtige««,   weil  sie  in  der 
That  die  allein  richtigen  sind.« 

Demgem'ciss  enthalten  die  Versuchstabellen  der  beiden  Beobachter 
nur  procentale  Angaben  über  die  in  vorigem  Sinne  verstandenen 
richtigen  und  falsclien  Falle,  ohne  dass  unentschiedene  Falle  vorkonnnen. 
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Was  die  übrigen  Tübinger  Beobacbter  anlangt,  so  beruft 
Paulus  (p.  3)  hinsic'hllich  der  Anslellungsweise  der  Versuche  auf 
KoUenkamp  und  Ullrich,  und  iliecker  auf  die  seiner  Vorgänger 
überhaupt;  beide  aber,  sowie  auch  Hart  mann  und  Schimpf,  uoter- 
scheidcn  ausser  richtigen  und  falschen  Füllen  auch  unentschiedene 
Falle,  ohne  jedoch  eine  niihere  Cliarakteristik  derselben  zu  gebcü,^^ 

Was  Caiiierer  anlangt,  so  unterscheidet  er  bei  den  früheren,  fl^ 
der  oberen  lixtreniityt  mit  stumpfen  Spitzen  angestellten,  Versurheti 
richtige,  falsche  und    mit  dem  Ausdrucke  wechselnd)  unentschiedeni; 
oder  unbestimmte  Fälle,    welclie  aber  nur   in   fast   verschwindender 
Zahl   voikoumien,  und,  in  so  weit  sie  vorkommen,  halb  zu  den  rich- 
tigem, halb  /.u  den  falschen  Fallen  geschlagen  sind.     Ueber  die  nähere 
Charakteristik  dieser  verschiedenen  Fälle  linden  sich  in  s.  Abh.  Na.- 
p.    13 f.   und  p.    17  Angaben,    welche  im  Original  nachzusehen  siil 
Da    auf  diese    liitcien  Versuche    hier   nur   beschränkte  Hucksichl 
nehmen  sein  wird,  so  mag  hier  nur  bemerkt  werden,  dass  jedenfalf 
die  EmpHndung  des  Breiten,  welche  sich  bei  Kotlcnkamp  und  Ullrich 
von  den  richtigen  Füllen  ausgeschlossen  tindet,  bei  Caraerer's  älteren 
Versuchen    ilenselben    zugezählt  wird ,  sofern  sie  doch   den  Eindruck 
einer  einfachen  Berührung  nicht  giebt,  also  richtig  auf  das  Dasein  \od 
mehr  als  einer  Spitze  schliessen  lässt.     In  der  That  liat  siih  (^amerer 
nicht  nur  briefhch  gegen  mich   hierüber    erklärt,    sondern    es    slimml 
damit  auch  eine  Angabe  in  der  Darstellung   seiner  älteren   Versuche 
(No.  I    \h  15.  17),  wonach  er  die  »nicht  näher  qualiücirbare  Empfin- 
dung, dass  die  Berührung  nicht  mit  einer  Nadels[>itze,   sondern  mit 
etwas  Breiterem  erfolgt  sei«,  ausdrücklich  unter  den  Fällen  »richtigen 
Urtheils«  mit  subsumirt.  ^^ 

Bei  den  neuen,   überall  mit  scharfen  Spitzen  angestellten  Vfll^ 
suchen  (No.  ^)   an  Handgelenk   und  Stirn  suchte  (^amerer  dem  Be- 
dürfnisse   einer   weitergehenden    Unterscheidung    in   der   Art    zu 
nUgen,  dass  der  Kechnung  die  Mügliehkeil  einer  verschiedenen  Vi 
wertliung  der    Fälle  geboten    wird.     Die    liier    vorkoiumenden    Fl 
werden  von  ihm  unterschieden  als  Eindrücke  von: 

i  Sfiitzen   —    Mehr  als   I    Spitze   —    Unbestimmt   —    Einfac 
kurz  als:  2  Sp.,  m.,   u.,   I    Sp. 

Zur  näheren  Charakteiisirung  dieser  vier  Fälle  finden  sich  wiet 
eingehende  Bemerkungen  auf  Grund  der  Angaben  der  Versuchspersonen 
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itbst,  in  No.  2  p.  282  f.,  woraus  icli  Iblgende  Bestimmungen  als  die 
^reseDllichsten  enlnehnie. 

2  Spitzen  (2  Sp.).  Darunicr  gehören  2  Fülle:  n1)  man  fühll  2 
Spitzen  mil  deullichem  Abstände  und  mit  der  Müglichkcil.  die  Rich- 
tung des  Eindrucks  zu  beurtheilen.  2)  Man  fühlt  2  Spitzen,  aber 
unmillelbar  neben  einander,  so  dass  weder  eine  Distanz  noch  die 
Ricliluug  des  Eindrucks  zu  erkennen  ist.«  —  » Diese  Enjplindung  wird 
zv^ei^ellos  auch  vom  Vexirversucli  zuweilen  liervorgerulen.« 

Mehr  als  I  Spitze  (ra.).  «Man  hat  das  Gefühl,  dass  nicht 
mit  1  Spitze,  sondern  mit  etwas  Anderem  berührt  worden  ist«,  »wo- 
bei man  häutig  ganz  sicher  ist.  dass  das  llrthcil  1  Spitze  atiszu- 
schliessen  ist«,  und  »geneigt  sein  kann  die  Empfindung  als  länglich 
«ler  breit  zu  bezeichnen,  f>hne  jedoch  damit  sagen  zu  wollen,  dass 
die  Empfindung  eben  so  sei ,  als  wenn  die  Haut  etwa  mit  einem 
hen  berührt  worden  wäre«. 

I  Spitze  (1  Sp.).     «Man  hat  das  deutliche  Gefühl  einer  Spitze.« 

Unentschieden    u.).     «».Man   will  sich  des  Urtheils  entschlagen, 

weil  (uan  aus  irgend  einem  Grunde  nicht  mit  sich  ins  Reine  kommen 

Bei  vielen  einzelnen  Berührungen  ist   man   zwischen  zwei  be- 
Mclibarten  Fällen  unsicherM. 

Camerer  schlies.sl  diese  Bemerkungen  mit   tülgendem  Salze: 

»Man  wird  also  der  Wahrheit  am  nüchsten  koiujuen,  wenn  man 

ännimiDt,  das  Urtheil  2  Sp.  sei  abgegeben  worden,   wenn  die  Ver- 

>utii!i(>ersonen  glaubten,  ihrer  Sache   sicher   zu  sein;    das  Unheil  m, 

wenn  überwiegende  Wahrscheinliehkeil  iur  Berührung  mil  2  Sp.  be- 

jlaod;  das  L'rlheil    1    Sp.  bei  Sicheihcit  oder    überwiegender  Wahr- 

»c/ieiolichkeii  für  eine  Spitze.« 

Wenn  nun  Camerer  bei  seinen  früheren  Versuchen,  welche  wie 
äie  »einer  Vorganger  mit  stumpfen  Spitzen  ausgeführt  wurden,  nicht 
Ulf  eine  so  weit  gehende  Unterscheidung  von  Fallen  als  bei  den 
leuen  gekommen  ist,  so  bemerkt  er  dazu  (.No.  1  p.  282):  »es  schien 
Dir  früher,  als  mit  Stecknadelköpfen  berührt  wurde,  misslich,  bei 
em  Lrlheil  über  die  einzelnem  Berührung  zwischen  diesen  i  Füllen 
u   entscheiden,    da   die   zu    Grunde    liegenden   Emplindiingen    ohne 

fe  Grenze  in  einander  überzugehen  scheinen«. 
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Sofero  hieoach  der  Eiodruck  scliarfer  und  stumpfer  Spitzen  in 
hetrelTender  Hinsicht  iiichl  recht  vergleichbar  ei-scheint ,  dürfte  auch 
kein  reiner  Vergleich  zwischen  den  Bezeichnungen  der  Fälle  bei  deo 
früheren,  mit  stumpfen  Spitzen  und  neuen  mit  »charfen  Spitzen  aiige- 
slelllen  Versuchen  zu  ziehen  sein;  doch  iijöchle  ich  nach  den  vor- 
liegenden Datis  glauben,  dass,  wenn  man  einen  Vergleich  doch  zielieo 
will,  um  eine  Beziehung  zwischen  den  früheren  und  neuen  Versuclien 
Ganierer's  herzustellen,  man  durch  die  lichtigen  Falle  der  friilieren 
Versuche  zugleich  die  ganze  Anzahl  der  Fälle  2  Sp.  und  luebr  aU 
1  Sp.  gedeckt  ansehen,  und  nur  die  Fälle  I  Sp.  der  neuen  Versuche 
mit  den  falschen  der  früheren  zu  identiliciren  hätte.  Dabei  ist  vun 
den  wenigen  unbestimmten  Versuchen  der  früheren  wie  neuen  Ver- 
suche Camerer's,  auf  die  nicht  viel  ankouiml,  abstrahirl,  die  für 
Rechnungszvvecke  bei  den  alteren  Versuchen  zwischen  den  richtigeß 
und  falschen,  bei  den  neueren  zwischen  2  Sp.  und  1  Sp.  zu  iheilen 
sein  durften. 

üebrigens  wird  nicht  blos  die  Vergleichbarkeit  der  früheren  und 
neueren  Versuche  Camerer's  unter  einander, sondern  auch  derTuhing^i" 
Versuche  mit  den  Cauierer'schen  und  zum  Theil  unter  sich  durch  <li'' 
Frage,  inwiefern  die  Zv\ ischenPcille  dabei  dieselbe  Auffassung,  Bertict-  [ 
sichliguug  und  Verwerthung  gefunden  haben,    in   Frage  gestellt,     ei* 
Lebelstand,    den    ich   nicht   zu  heben    \^eiss,    der  uns   aber  insofe*^ 
hier  nicht  wesentlich  berührt,   als  es  uns    hier    überhaupt   nicht     a*"' 
den    Massvcrgleich    der    Empfindlichkeilen    verschiedener    Hautlli«?*'* 
nach  den  bisiierigen  Beobachtern  ankommt;  sondern  das  Wesenlli 
für  uns  isl  Folgendes. 

Nach   den   Erürlerungen    eines    späteren   Abschnittes    (VlFi   v*' 
es,  wie  vielerlei  F.llle  auch  unterschieden  werden  mögen,  für  Ro<^" 
nungszvvecke  in  jedem  Falle  nöthig  sein,  sie  auf  zweierlei,   die  i***'j 
als  reducirte  r  und  :   bezeichnen   kann,   durch   angemessene  V^i^ 
Iheilung  der  Zwischenfalle  darauf  zu  reducijen.     Da  aber  diese  V'^*^ 
Iheilung  eine  verschiedene  sein  kann,    wird  die  Untersuchung  seit**''' 
mit  darauf  zu  gehen  haben,  welche  von  ihnen  den  Vorzug  verdiei^*' 
und  sofern  nach  den  neuen  Versuchen  Camerer's  die  GleicJjthei/uöS 
der  Fülle  mehr  als  1  Sp.  so  wie  unbesl.  zwischen  r  und  z  sich  ni^'^\ 
Abschn.  XVI  im  Ganzen  als  die  vortheilhafteste  im  Sinne  des  S.  t  f 
aufgeslelllen  Princips  erweist,  wird  man  diess  dahin  auslegen  künne^^* 
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dass,  wo  überhaupt  Zwischenfillle  vorkommen,  die  nichl  enLschiecIcn 
den  Eindruck  von  2  Spitzen  oder  bJos  von  1  Spitze  machen,  solche 
halb  zu  den  r,  halb  zu  den  z  zu  scidagen  sind,  um  damit  reducirle 
Werlhe  r  und  z  zu  erhalten,  die  sich  der  Berechnung  fügen.  Ein- 
Ijehender  hierüber  im  Abschn.  VII. 

Y.    Unwissentliches ,  halbwissentliclies  und 
wissentliches  Verfahren, 

Die  Versuche  künnen  unwissentlich  (U,),  halbwissenllich 
oder  wissentlich  (W.)  angestellt  werden.  Ganz  unwissentlich 
«iod  solche,  wo  das  Versuchssubjecl  weder  vor  noch  nach  dem  Ver- 
suche mit  Aufsetzen  der  Spitzen  erflihrl,  wie  gross  der  Abstand  der 
Spilzen  ist,  und  ob  die  Berührung  blos  mit  einer  Spitze  oder  mit 
i  Spilzen  geschieht,  halbwissenllich,  wo  das  Versuchssubject 
nichts  davon  vor,  noch  wiihrend  dem  Versuche  weiss,  aber  es  nach 
dem  Versuche  erfährt;  wissentlich^  wo  es  schon  vor  dem  Versuche 
nnd  wahrend  desselben  Kcnntniss  von  den  beireffenden  Verhäll- 
men  hat. 

Natürlich  muss  bei  dem  unwissentlichen  und  halbwisscntlichen 
Verfahren  das  Aufsetzen  der  Spitzen,  statt  vom  Versuchssubject  selbst, 
von  einem  Gehülfen  geschehen,  lis  wird  aus  einem  ganz  unwissen- 
fcheo  zu  einem  halbwissentlichen  dadurch,  dass,  währenil  das  Ver- 
suchssubject während  der  Abgabe  seines  Urtheils  selbst  nicht  weiss, 
üb  i  oder  I  Spitze  aufgesetzt  sind,  ihm  diess  nachher  vom  Gehülfen 
lüilgetheilt  wird,  um  dc^m  Versuchssubject  selbst  die  Aufzeichnung 
lies  Resultates  zu  überlassen. 

Versuche  mit  Aufsetzen  zweier  Spitzen  heissen  Haupt  versuche, 
»olche  mit  Aufsetzen  blos  einer  Spitze  Vexirv ersuche.  Hauptver- 
iuche,  zwischen  welchen  Vexirvcrsuche,  oder  umgekehrt,  eingeschaltet 
M'erden,  heissen  überhaupt  gemischte,  solche,  wo  keine  einge- 
Bcballel  werden,  ungemischte.  Wenn  bei  einem  Vexirversuche  der 
al^che  Eindruck  erhalten  wird,  als  gäbe  es  2  Spilzen  statt  1  Spitze, 
heisst  diess  ein  Vexi rieh  1er. 
Bei  den  unwissentlichen  und  halbwissentlichen  Versuchen  vver- 
en  den  Hauplversuchen  insgemein  Vexirvcrsuche  eingeschaltet,  um 
as  Versuchssubject  immer  in    Ungewissheit  zu  erhalten,  ob   I   oder 
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2  Spitzen  aufgeselzt  sind.  Zwar  giebl  es  in  Camerer's  üUererW 
Versiichsreilien  auch  eine  solche  mil  unwissenllichem  Verl'ahren  ohn^5! 
Vexirversuehe  [^o,  1  p.  22);  hiebei  aber  konnte  die  ünwissenheivi 
des  Versiiclissubjects  Über  das  Aufsetzen  von  1  oder  2  Spitzen  nu^ 
dadurch  erhallen  werden,  dass  diese  Reihen  unter  andern  mil  unter — 
liefen,  wo  Vexirversuehe  eiogescJiaUet  uaren,  ohne  dass  das  Ver — 
suchssubjecl  wussle,  welcher  Art  die  Heilten  waren.  Abgesehen  vocai 
dieser  Ausnahme  ist  das  unvvis.sentlifhe  und  halbwissenlliche  Ver— ■ 
fahren  übetall  solidarisch  mit  Einschaltung  von  Vexirversuchen  zwi  - 
sehen  die  Hauplversuche  gewesen. 

Die    Wissentlichkeitsfrage    überhaupt    aber    kommt    dadurch    \mn 
Kücksicht,    dass    man    von    dei>    Keuutuiss    der    Dislanzverhallniss-*.' 
einen  Einfluss  auf  das  L'rthcil  über  diese  Verhallnisse  besoigen  kanr», 
was    sich    doch    vielmehr    auf    die    reine    Aussage    der    Eiuplindun;^ 
gründen    soll ;    und    es    kann    daher    von    vom   herein    nur    als    eine 
gerechlferligle  Vorsicht  erscheinen,  wenn  Vierordt  in  den  Tübinger 
Versuchen  und  Cauierer  in  seinen  Hltereu  Versuchen  sich  von  vom 
herein  dem    halbwisscntlichen    oder   ganz    unwissentlichen    N'erfahren 
zugewandt    haben.     In   der    Ihal   sind    die  Tübinger  Nersuche    halb- 
wissentlich,    die  alleren   tlamerer'schen   ganz  unwissentlich,    beide 
(abgesehen    von    obbemerkter    besonderer    Reihe    Camerer's)    mit 
Vexirversuchen   gemischt  angestellt ,    und  erst    in  seinen   neuen  Ver- 
suchen hat  Camerer  einen  ausdrücklichen  Vergleich  zwischen  dem 
Erfolge    rein    wissentlicher    ungemischler    und    ganz    unwissentlicher, 
theils  gemischter,  theils  ungemischter  Versuche  angestellt. 

Den  Erfolg  ganz  unwissentlicher  und  halhwissentUcher  Versucht 
nicht  ohne  Weiteres  als  gleich  vorauszusetzen,  kann  naan  durch  folj 
gende  Betrachtung  veranlasst   sein.     Gesetzt,    bei    dem    halbwissenj 
liehen  Verfahren  ist  ein  Vexirversuch  gemacht,  und  das  Subject 
fahrt  nach  abgegebenem  Urtheil,  dass  blos  eine  Spitze  aufge.setzt  wj 
so  wird  CS  einen  Vergleichsniassstab  dadurch  für  den  folgenden  VJ 
such  gewinnen.  Jo  nachdem  dei-  Eindruck  dem  vorigen  ühulieh  oJ 
nicht  ühnlich   enscheint,   und   wird  sein  Lrtheil,  ob  einfach  oder  n] 
einfach ,    dadurch    in  einer  Weise  milbeslimoien  lassen    können 
bei  ganz  unwissenllichem  Verfahren  nicht  möglich   ist.     Jedoch 
ein  wirklich  experimentaler  Vergleich  zwischen  beiden  niclil  \ti 

Der  Grund  aber,  sich  bei  jener  apriorislischen  Voraussicht 
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iheiles  der  vollen  Wissenlüchkeit  niclit  zu  begnügen ,  vielmehr 
ausctniokliche  vergleicliende  Versurlie  in  Bezug  danuif  anzustellen, 
lüg  in  Erwägungen  und  riiulsachen,  die  ich  schon  früiuM-  gelegent- 
lich der  Besprechung  meiner  Gewichlsvereuche  gellend  geniachl 
■Elem.«  I.  ri8(T..  »Hevis.«  58 ff.),  und  die  sich  ganz  auf  unser  Ver- 
suchsfeld übertragen  lassen.  Wegen  der  Wichtigkeit  der  Krage  wird 
hier  darauf  zurückzukommen  .sein. 

Man  besorgt  wie  gesagt ,  dass  durch  das  Wissen ,  ob  1  Spitze 
(Hier  i  Spitzen  aufgesetzt  sind,  das  Urlheil  im  Sinne  dieses  Wissens 
boivtiuimt  und  abgegelxjn  werden  könne,  auch  wenn  ohne  dieses 
Wissen  nach  dem  reinen  Eindrucke  der  Emjttindnng  ein  anderes  Ur- 
tlieil  gefällt  worden  wöre;  wonach  durch  das  Nichtwissen  die  er- 
forderliche Unbefangenheit  crlialten  werde.  Nun  weiss  man  aber 
auch,  dass  faclisch  der  Eindruck  von  zwei  Spitzen  als  einfach  er- 
R-Iieinon  kann,  und  dass  die  Absicht  der  Versuche  selbst  ist,  die 
Falle  unterscheiden  und  zJihlen  zu  lassen,  wo  der  von  zwei  Spitzen 
gemachte  Eindruck  einfach  oder  nicht  einfach  erscheint;  ohne  im 
einzelnen  Falle  voraussetzen  zu  können,  welclier  von  beiden  Füllen 
eintreten  wird.  Dieses  Nichtwissen  ersetzt  meines  Erachlens  das 
Nichtwissen  über  das  Aufsetzen  von  1  oder  2  Sj»ilzen,  indem  es 
den  Erfolg  hat ,  dass  sich  nun  die  Aufmerksamkeit  ausdrücklich  auf 
den   sinnlichen    Eindruck   mit    dem  Streben  concenlrirt.    dessen   Be- 

^ftchalTenheil  rein  aufzufassen.  .ledenCalls  habe  ich  selbst  bei  meinen 
Wissentlichen  Gewichtsversuchen  das  enlschiedene  Gefühl  hievon 
gehabt,  und  meine  sogar,  dass  man  wissentlich  viel  unbefangener 
über  die  Beschaffenheit  des  sinnlichen  Eindrucks  urlheill,  und  der 
Einbildung  die  Möglichkeit,  sich  mit  einzumischen,  viel  mehr  erschwert, 
als  wenn  jeder  Versuch  sich  mit  der  Frage  complicirt,  ob  es  nicht 
«in  Vexirversuch  sei. 

Auch  .stimmt  hierinil  ganz  ilberein,  was  Camerer  selbst  (No.  1 
288)  bezüglich  der  Anstellung  dei'  wissentlichen  Handgelcnkversuche 
fiüsserl:  »»Alle  Versuchspersonen  —  sagt  er  —  sagen  aus,  dass  das 
wissentliche  Verfahren  das  weniger  anstrengende  ist,  dass  man  sich 
unbefangener  dem  Gefühlseindruck  überlassen  kann,  wenn  man  nicht 
^urch  die  Angst  vor  möglichen  Vexirfehlern  gestört  wird.  Geübten 
^*er>onen  kommt  es  nicht  vor,  da.ss  sie  sich  von  der  Kenntniss  des 
^adelabstandes,  selbst  wenn  ein  solcher  vorhanden  ist,  leiten  lassen, 
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oflenbar,  weil  sie  die  Erfalirung  geinaehl  haben,  dass  die  je\veilit;i; 
Enipfmdiinu;  bei  den  einzelnen  HerUhiungen  von  vielen  unbekannten 
Nebenbedingungen  mit  abhiUii;;!.» 

Eodbch  Lrill't  hiemil  zusanmien,  was  Volkmann  gelegentlich 
seiner  Versuche  über  den  Einlluss  der  Uebung  aiit"  die  Taslemplind- 
lichkeit  äussert*).  Diese  Versuche  wurden  nach  Weber's  bekannter 
Methode  nur  mil  der  Abänderung  angestellt,  dass  sie  wissentlich, 
während  Weber's  Versuche  unwissentlich  geschahen.  In  Bezug 
darauf  sagt  nun    Volknaann; 

»Es  lasst  sich  nicht    leugnen ,    dass   die  Auslegung    unserer  Ge- 
fllhle    durch    eine    sc!ion    vorliiulig   erworbene    Kenntniss    des   Tasl- 
objectes  sehr  erleichtert  wird ;   auch   glaultl   man    bisweilen  Verhall 
nisse   durch    das   Getast   zu    erkennen,    welche    man    ohne   jene 
Voraus  erworbene  Bekanntschaft  mil  dem  Dinge  unfehlbar  oichl 
kannt  haben  würde.     Gleichwohl  kann  man  bei    hinreichender  Auf- 
merksamkeit, besonders  nach  einiger  Uebung,  die  reine  Empfindung 
von  dem,  was  man  anderweitig  weiss,  allerdings  sondern.     Dass  uns 
diese  Sonderuug  wirklich  gelungen,  ergiehl   sich  unmittelbar  au§  dem 
Verlaute    unserer   Ueobachtungsreihen ,    zunächst    schon    daraus,    dass 
wir  den  Zirkel,  obwohl  wir  sein  ülTenslehen  in  allen  Füllen  kannten^ 
doch  häuHg  dem   Gefühl   nach   für  geschlossen   erklärten.      Wir  er 
pfänden  im  Widerspruch  mit  dem,  was  der  Augenschein  lehrte,  nt 
eine  Spitze,  wenn  die  Distanz  beider  zu  gering  war,    und   wir  g( 
langten  beim  Notiren  der  kleinsten  Distanzen,    welche   an    verschieb 
denen  Puncten  des  Hautorganes  noch  wahrnehmbar  sind,  zu  Werlheo^^ 
die  denen    Weber's   sehr  nahe  stehen.«  ^^ 

Abgesehen  von   den   direclen  Aussagen  der  Emplindung  stützte 
ich  bei  den  Gewichtsversuchen  die  Hechtfertigung   des  wissentlichen 
Verfahrens  theils  auf  die  gesetzlichen  VerhUltnisse,    die  sich    mittel] 
desselben  erhalten  Hessen,  theils  auf  die  grossen  äusseren  VortheiU 
welche    ein    System   wissentlicher   Versuche   vor   einem    System    un" 
wissentlicher  voraus  hat,   sofern  es  einen  Gehillfen  erspart,  und  die 
Versuche   ohne  Schwierigkeit  systematisch   anordnen    lüssl,   was   bei 
unwissentlichen  jedenfalls  schwer  zu  erzielen  ist,  sofern  durch  Ein- 
halten eines  Systems  die  Kennlniss  von  den  angewandten  Versuchs- 
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verhallnijisen  sich  leiclit  voo  selbst  niaclil,  aucli  wenn  das  Versuchs- 
subjecl  sich  nicht  durch  den  Augenschein  davon  überzeugen  kann. 
Inzwischen  nach  all'  dem  lagen  weder  bei  meinen  Gewichts- 
versuchen noch  Volkmann's  Tastversuchen  directe  vergleichende 
Versuche  z^^ischen  wissentlichem  und  unwissentlichem  Verfahren  vor; 
und  es  ist  daher  ein  besonderes  Verdienst  der  neuen  Ca  nie  r  er- 
sehen Versuche,  dass  sie  auf  solche  mit  eingegangen  sind.  Ihre 
Resultate  aber  überwiegen  im  Ganzen  zu  Gunsten  des  wissentlichen 
Verfahrens,  worauf  im  XVI.  Absclinilt  ntüher  eingegangen  wird. 


n.  Vexirversuche  und  Vexirfehler.   Aufsteigende  and 
absteigende  Versuche.    Contrastverhältnisse. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  obenhin  besprochenen  Vexirversuche, 
d.  i.  mit  Aufsetzen  blos  einer  Spitze,  treten  mit  den  Hauptversuchen, 
Wo  zwei  Spitzen  aufgesetzt  werden,  dadurch  unter  einen  geraein- 
samen  Gesichlspuncl,  dass  sie  einen  besonderen  Fall  der  möglichen 
Werthe  von  D  überhaupt,  nilmlich  den  Nullwcrlh  oder  untern  Grenz- 
"^^'erth  der  D  darstellen,  was  insofern  Beachtung  verdient,  als  eine 
Fcroiel  ftlr  die  Tastversuche,  weiche  allgemeine  Gültigkeit  für  alle 
^'s  beansprucht ,  aucli  die  Erfolge  der  Vexirversuche  und  darunter 
die  Vexirfehler  decken  muss-  Zunächst  aber  besprechen  wir  rück- 
a»iclilslos  darauf  die  Verliültnisse  der  Vexirversuche  und  Vexirfehler, 
vvie  sie  nach  den  bisherigen  Versuchen  vorliegen. 

Von  den  Tübinger  Beobachtern  sind  die  Vexirversuche,  wie  es 
=5«heinl.   ohne   bestimmte  Regel  nach  Zahl  und  Ordnung  den  Haupl- 
verüiichen   eingeschaltet    worden,    wenigstens    findet  sich   bei   ihnen 
Weioe  Angabe  über  die  Einhaltung  einer  solchen.     Es  schien  frUher- 
t»iQ  nichts   darauf  anzukommen.      Eben    so    wenig    liudel    sich    von 
ibeo  bemerkt,  ob  sie  oidnungsmössig  mit  Aufsteigen  und  Absteigen 
der  D's   auf  demselben   Hautlheil   gewechselt   haben;    es  wird    sich 
aber  zeigen,  dass  beide  Functe  einen  sachlichen  Bezug  zu  einander 
^^    babett'i.     Hiegegen  hat  Camerer  bei  den  Versuchen,  die  überhaupt 

^^  ')  Sollten  die  Tübinger  Versuche  sieh  tiei  jedem  Beobachler  so   langsam  ge- 

I  "HP  sein,  um  als  unabhängig  von  einander  zu  gellen,   so  würde  nacti  den  fotgen- 

I  WB  Beirarlitungen    weder    in    erster   noch    in    zweiter  llinsichl  auf  die  Einhaltung 
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mit  Vexüversuchen  gemischt  waren,  allen  Hauptversuchen  immer  die 
gleiche    procentale    Zahl    von    Vexiiversuchen    eingeschaltet,    vvohei 
sich  gezeigt  bat,  dass  ein  grosser  Unterschied  im  Erfolge  slattfinde^l 
je   nachdem   die  Versuche,    Hauptversuche   wie  Vexirversuche,   sie™ 
rasch   genug   folgen,   dass   die    früheren  Versuche  einen  Einfluss  auf 
die    späteren    gewinnen    können,    was    von    den    altern   Versuchen 
Camerer's  gilt,  oder  so  langsam  (in  Pausen  von  5  Minuten  bei  m.i, 
Va  Stunde   bei    no.  1),   dass   ein  solcher  Einfluss  wegföllt,    was  voa 
den    neuen    Versuchen    gilt.      Auch    hat    Game  rar    regelmässig  mit 
Aufsteigen    und   Absleigen    gewechselt.      Hiernach    lassen    sich  aus  i 
seinen  Versuchen  bestimmlerc  Schlüsse  über  die  hier  in  Frage  kom- 
menden Verhiiltnisse  ziehen,   als  aus  den  Tübinger  \'ersuchen. 

Aus  den   alteren    (unwissentlichen)   Versuchen   Camerer's  rait 
verhältnissmässig  rascher  Folge    nun    haben  sich  folgende   drei  be^ 
merkensvverthe  Thalsachen  herausgestellt. 

1)  Nach  .Vlassgabe  als  das  D  zunimmt,  mit  welchem  die  Haupl- 
versuche  angestellt  werden,  ninmit  die  relative  Zahl  der  Vexirfehler 
bezüglich  der  eingeschalteten  Zahl  der  Vexirvers;iche  ab,  und  sofern 
diese  immer  den  gleichen  Procculsalz  der  Hauptversuche  bild 
nimmt  sie  auch  bezUglicIi  der  Zahl  der  Ilaupiversuche  ab. 

2}  Die  Hau[)lversuche  mit  Einschaltung  von  Vexirversuchen  ge 
für  dieselben  D's  grössere  r%  als  ohne   Einschaltung   von   solchen 

3)  Vergleicht  man  die  r%,  welche  für  dieselben  IXs  auf  ein 
gegebenen  Hautlheile    bei  Aufsteigen    und  Absteigen  mit  den  D's 
halten  werden,   so  zeigen  sie  sich  abgesehen  von  den  kleinsten 
am  Anfange  der   aufsteigenden  Reihe  und  grösslcn  D's    am  Anfange 
der  absteigenden,    in   den   aufsteigenden  Reihen   grösser  als    in   d 
absteigenden;  bei  den  kleinsten  und  grössten  D's  ist  der  Untersc 
weniger  constant  in  der  Richtung. 

Die  Unterschiede   sind    nach   allen   drei   Beziehungen  gar   o 
unbeträchtlich,  wie  unten  zu  belegen. 

Kurz,  es  zeigt  sich,  dass  die  Co m  bj n  a  l i o  n  s  w  e  i  s e  \ on  Ve 
versuchen    mit    den    Hauptversuchen    und    der   Hauptversuche    unl 
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einer   beslimmten  Kegel  cIwds   anlcoinnieu ;    aber  wenn   schon   sie   sich  laagsan 
iils  die  allem  Ca  nie  re  r'sclvou  Versuchen  gefolgt  sein  mögen,  so  doch  nacli  (l!^ 
Erörtenirigeu    in  AbschniU   Vlll    f;e>vis.s    nicht   su    laugsam,    um    eine    Abtiüngigii 
vuü  einander  ganz  auszuschliessen. 
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maDder  bei  rascher  Folge  der  Versuche  einen  entschiedenen  Einlluss 
auf  die  Resultate  hat;  wonach  Versuchsreihen,  die  nicht  in  diesen 
Beziehungen  dieselben  Regeln  befolgen  oder  überhaupt  keine  Regeln 
befolgen,  nicht  streng  mit  einander  vergleichbar  sein  kfinnen ;  es  wäre 
denn,  dass  sie  so  langsam  auf  einander  folgten,  um  als  unabhängig 
von  einander  gellen  zu  können. 

Ueberbhckt  man  nun  die  obigen  drei  Puncte,  so  kann  man  nicht 

IQ  Zweifel  sein,  dass  dasselbe  Conlraslgeselz,  was  sich  überall  sonst 

zeigt,   auch    in   unserem  Versuchsfelde   seine   gewohnte  Rolle   spielt, 

und  dadurch  die  grössere  oder  geringere  Leichtigkeit,  Vexirfehler  zu 

en,  begründet.     iNümtich: 

Das  Grosse  erscheint  um  so   grösser,    einem   je   Kleineren    es 
gegeniiberlrid;    das   Kleine    um    so   kleiner,    einem  je    Grösseren    es 
i'egenüberlritt.     Das  Kleinste  aber,  was  einer  Distanz  von  gegebener 
Grösse    gegeniibertreten    kann,    ist    eine    Distanz    gleich    Null,    wie 
solche    beim    Vexirversuch    angewendet    wird.      Zwar    könnte    man 
sagen,    ein  Nichts   kann   nichts,    also   auch   keinen  Conlrast  wirken. 
.\i)er  die  einfache  Beraluung,  welche  das  />  :=  0  giebl,  kann  durch 
die  Empfindung   oder  Vorstellung,    dass   es   eben   eine  einfache  Be- 
rührung, die  unlere  Grenze  einer  Distanz  sei,  allerdings  etwas  wir- 
ken,   und    ist    insofern    keineswegs    mit   Wegfall    einer    Berührung 
überhaupt  zu  identiliciren,  die  allerdings  keinen  Conlrast  hervorrufen 
Waon.     Hiernach : 

\)  Je  grösser  die  Distanz  D   wird,    bei   welcher  V'^exirversuche 

eingeschaltet  werden,  desto   schwerer  findet  es  die  Nulldislanz,    ira 

Cloolrast  gegen  das  Grosse  sich  für  die  Empfindung  oder  Vorstellung 

zwr  Erscheinung  einer  Distanz  auszudehnen,  daher  die  Vexirfehler  mit 

«Icr  Grösse  des  li  abnehmen. 

i]  Wenn  N'ulldislanzen  in  llauptdistanzen  eingeschaltet  werden, 
tragt  der  Conlrast  damit  bei,  das  gegebene  D  vergrössert  erscheinen 
2«  lassen,  und  hiermit  ein  grösseres  r%  herbeizuführen, 

3)  Bei  der  aufsteigenden  Reihe  wird  jedes  D  durch  den  Con- 
'ra^i  mit  dem  vorhergehenden  kleinen  D  vergrössert,  bei  absteigender 
""rch  den  Contrast  mit  dem  vorhergehenden  kleineren  verkleinert. 
"a  aber  das  kleinste  D  bei  Aufsteigen,  das  grösste  D  bei  Absteigen 
**'<^hls  hinler  sich  hat,  womit  es  contrastirte,  so  leidet  die  vorige 
"<igel  dabei  Ausnahmen. 
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Folgendem  die  Belege  zu  obigen  Sätzen: 

ad  I)  Hier  folgt  nach  den  Tabellen  der  alteren  Camerer'schen 
Versuche  (No.  1  p.  5  IT,)  fUr  drei  Haultheile,  womit  sich 
übrigen  entsprechend  verhalten,  die  Zahl  der  Vexirfehler,  welcl 
unter  je  100  Vexirversuchen  vorkamen,  je  nachdem  die  Veiir- 
versiiche  bei  folgenden  D's  eingeschaltet  wurden.  Die  Ergebnisse 
sind  Durchschnitlswerthe  der  sechs  oder  acht  Beobachlungs- 
reihen,  welche  an  den  betreffenden  Uaulstellen  von  jedem  der 
beiden  Versuch ssubjecte,  Hedwig  (H)  und  Ida  (I)  angestellt 
wurden. 

Procentzahlen   der  Vexirfehler   für   gegebene    Jffs 


K 

ingerspiizt 

! 

1    I'Jialanx 

Acromion 

J> 

H 

l 

D 

H 

l 

D 

H 

l 

l 

8.5 

7,0 

S 

7,17 

9,0 

u 

<2,67 

9,43 

t,5 

4.5 

3,5 

3 

4,33 

7,43 

n 

9,63 

8,5 

2 

2,33 

2,i7 

4 

2,<7 

5,33 

20 

8,25 

8,6« 

2,5 

4 

1 

5 

0,67 

2,0 

23 

5,25 

6,0 

7 

0,33 

2,0 

25 
30 

3,88 
4,5 

5,38 
3,38 

ad  2)   Es  folgen  die  r"/»  für  Hedwig  und  Ida  für  vier  Hauttheile 

und  ohne  Vexirversuche  (unwissentlich)  nach  einer  mir  vom  Ver^j 
privatim  milgelheilten  Tabelle,  von  welcher  sich  die  in  der  AoH^ 
handlung  des  Veifassers  No.  1  p.  22,  gegebene  blos  durch  Ab- 
runduug  in  Decimalen  unterscheidet.  Jede  Zahl  ist  aus  150 
suchen,  berechnet. 


Werlh 

e    r 

"/ 

■1)  • 

^^ 

l) 

mit  VexH'versuchen 

1                 «liitK?  Vc?\irversuchc 

44 

44    1   47       10       iS    j  96 

so 

|77    44 

47 

ao  1  23     36  1  a« 

1876 

Acroiuion 
Oborann 
Ellbo{^en 
Vorderarm 

50,6 
45,3 
40,6 

66,,bJ67,3 
58,686,6 
59,3  75,3 
56,6  80 

82 
92,6 
81,3 
91,3 

Hed 

93,6 
96,6 
90 
96 

wig 

97,3 
98,6 
93,3 
98,6 

98 

37.3 
140,6 
:37,3 

53,3 

52 

54.6 

60,6 

63,3 

65,3 

72 

75,3 

66 
89,3 
88 
91,3 

74 
90 
90,6 
96 

. — ^ 

92,6^ 
92  M 
94,6~ 
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«76 


i%m 


Acroiiiion 
Oherarn» 
Ellbofien 
Yorderiirm 


Acroniioi) 
Oberarm 
ElllKtgen 
Vordentrin 

lAcroraion 
lOher.irni 
lEIlboi-en 
'Vonlerarni 


mit  Vcsirversuchen 


H 


M      n 


—    60,6 

62,6  90,6 
76,6 
82,6 


20 


J3       id 


30 


ohne  Vi^xirversuchp 


97,:ij99,3 
1>4,6  98,6,4  00 


92,6!99 


\k      i 


20    1^3        iB    \   30 


93,3 

99,3 
99,3 
100 


1 


98,698 


Ida 


— 

10,6 

22,6 

46,660    |76 

95,3 

— 

8 

25,3 

46 

55,3 

75,3 

M 

32,6 

B0.6 

85,394     99,3 

— 

7.3 

32,6 

52,6 

63,3 

84,692 

\6,Z 

24,6 

67.3 

86     90,698 

— 

ö,3 

33,3 

54 

75,3 

82 

86,6 

t2,6 

25,3 

56 

82,6  89,3  99,3 

— 

3,2 

U,640 

72,6 

83,3 

91,3 

__ 

55,3 

70 

80,6  88,6  96,6 

100 



56 

60,6 

71,3 

80,6 

92 

70 

79,3 

92,0 

98,6'100    — 

— 

64.6 

70 

82,6 

95,3 

100 

— 

iO.6 

66,6 

80,6 

91,3 

99,3100 

— 

54,6 

62 

74 

88 

99,3 

97,3 

73 

8K,6 

92,6 

98,6 

—     — 

— 

58 

68,6 

79,3 

87,3 

98 

— 

95,3 


9,8 


3)  Eine  mir  von  C  am  er  er  manuscripilich  mitgelheilto  Tabelle 
giebl  für  jeden  Hautlhcil,  bei  H  und  1,  je  zwei  Beispiele,  resp. 
für  1876  und  1880,  über  den  Vergleich  der  r%  zwischen  auf- 
steigenden Kethen  J  und  absteigenden  Reihen  f,  woraus  folgende 
Data  fUr  1870  enOelinl  sind,  womit  die  übrigen  sich  ganz 
ähnlich  verhalten. 

Werl  he    r%. 


Hedwig                        k 

la 

lled 

wig      ;,         u 

lu 

n 

1   i    1    !    II   i 

I 

1) 

J 

j  II  i 

! 

Fingerspilze 

1 

Phalanx 

1 

48 

49 

3 

18 

2 

25 

24 

5 

-18 

«,5 

90 

79 

57 

äü 

H 

;      51 

43 

44 

44 

i 

100 

97 

90 

88 

4 

72 

65 

1    '^ 

59 

2,5 

100 

100 

97 

100 

5 

96 

98 

91 

82 

1 

7 

100 

10.0 

,     98 

100 

Vorderarm 

i 

\cromion 

U 

'    36 

34 

22 

36 

14 

42 

42 

18 

38 

14 

52 

52 

64 

60 

17 

64 

62 

56 

56 

17 

80 

66 

90 

78 

20 

72 

74 

76 

68 

20 

94 

84 

90 

88 

23 

88 

86 

84 

76 

n 

94 

94 

94 

96 

26 

98 

94 

86 

82 

26 

96 

98 

96 

98 

100 

— 

— 

100 

92 

\U 
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Unter    16  Beispielen   bei   achl  versc! 

und 

1880  war  r%   bei 

üedenen    Hauttheilen   1876 


ri 


II  /dem  kleinsten  D    6  mal  grösser  bei  f  als  bei  J,  8  mal  umgek.,  2  mal  gleieh 

I  \    -  -         D  13    -  -        -    f   -     -    i,  8    -  -      ,  <     - 

H  i   -     grösslen  ßo-  -        -J--J,3-  -,8- 

I  ^   ,  -        /J    10    -         -        -    •  -     -    i,4    -         -      ,2    - 

Es  ist  nun  von  grossein  Interesse,  mit  den  Ergebnissen 
voislehenden  alteren  Versuche,  welche  rasch  hinler  einander  folgten, 
die  der  neueren  zu  vergleichen,  wo  jeder  Versuch,  Vexirversuch  wie 
Hauptversuch,  bei  derselben  Versuchsperson  in  der  ersten  Abiheilung 
no.  \)  der  Handgelenkversuche  um  '/j  Stunde,  in  der  zweiten  (no.  2) 
um  5  Minuten  vom  niichsten  Versuclie  abstand,  indem  beidesfalls  d( 
Einfluss  des  Conlrastes  fehlte.  Diese  neuen  Versuche  waren  el 
so  unwissentlich  als  die  frühem,  thoils  gemischt,  theils  ungemiscl 
angestellt.  Bei  den  gemischten  wurden  in  den  angegebenen  Zt 
abständen  wShiend  jedes  Tages  vier  bis  fünf  Vexirversuche  zwisch^ 
je  neun  Hauptversuchen  an  jeder  Versuchsperson  angestellt,  bei 
ungemischten  entwedei-  nur  Vexirversuche  odei-  nur  llauptversucl 
je  12  bis  1  i)  ntit  einem  und  demselben  i).  Dabei  zeigte  sich,  dass 
die  Zahl  der  Vexirfehlei-  merklich  dieselbe  in  den  gemischten  ud(^ 
den  ungemiscliten  Versuchen  bheb  und  keine  bestimmte  Abb;ingigk€ 
von  der  Grosse  der  D,  wozwischen  die  Einschaltung  geschähe,  vi 
rieth,  indess  aber  die  Zahl  der  Vexirfehler  überhaupt  erheblich  gross 
war,  als  bei  den  früheren  sich  rasclier  folgenden  Versuchen;  waT 
sich  so  verstehen  lüsst,  dass  bei  den  früheren  Versuchen  die  Null- 
distanz durch  ihren  l^onlrast  gegen  die  grösseren  Distanzen  zwar 
nicht  noch  unter  Null  verkleinert  erscheinen,  wohl  aber  verhindert^ 
werden  konnte,  eben  so  oft  vergrössert  zu  erscheinen,  als  bei 
neuen  Versuchen,  wo  der  zui-  Verkleinerung  stimmende  Conti 
wegfiel. 

Mit  vorigen,   die  Vexirfehler  betreffenden,  Verhaltnissen  traf  beT 
den  neuen  Versuchen  zusammen,  dass  auch  die  rV{,  in  den  gemischten 
Versuchen  nicht  zahlreicher  ausfielen ,    als  in  den   ungemischten, 
Einfluss   der  Einmischung  der  Vexirversuche  auf  die  Hauptversu( 
also  wegfiel. 

Es  würde  ziemlich  umstllndlich  sein,  die  vorigen  Ergebnisse 
neuen  Versuche  Camerer's  nach  allen  Beziehungen  zu  specificiren 
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Wesentlich  sind  sie  in  den  Tabellen  von  No-  2  p.  287  und  292  re- 
spectivc  für  die  Handgolenkreihen  no.  I  und  2  enthalten;  worauf 
hier  Kürze  halber  verwiesen  weiden  niüge. 

Alle  vorigen  Ergebnisse  der  alteren  wie  neueren  Versuche  sind 
bei  unwissentlichem  Verfahren  erhallen;  es  fragt  sich  noch,  wie  sie 
sich  bei  wissenllicbeiü  Verfahren  stellen.  Aber  ehe  wir  hierauf 
kommen,  erheben  wir  erst  noch  eine  fundamentale  Frage. 

Mit   allem   Vorigen    ist    die  Entstehung    der  Vexirlehler   an   sich 
selbst  noch    nicht   aufgeklart.      Es   erklärt   sich    nilnilich   durch    den 
Conlrasl    wohl,    dass   sie    bei   rasch   hinter   einandei'   folgenden  Ver- 
suchen  häuflger  zwischen    kleinen  als  grossen  ß's  erscheinen;    aber 
warum  erscheinen  sie   übeihaupt  bei  Einschaltung  in  Hauplversuche 
mit  irgend  welchem  D?     Da  Null  D  gegen  jedes  endliche  />    durch 
den  Conlrasl,  stall  vergrössert,  verkleinert  erscheinen  müsslo,  wenn 
etwas  überhaupt  kleiner  als  Null   erscheinen   könnte,    so    fragt   sich, 
waitiin   doch    in   gar   nicht  seltenen  Fällen  Null  D    bei  Einschallung 
^wisiclien  Hauplversuchen   mit    //   vergrOsserl    erscheint,    d.  li.  einen 
Vcxirfehler  giebt.     L'm  so  weniger  kann  der  Conlrasl  die  Entstehung 
^iei  Vivvirfehler  an  sich  selbst  vermitteln,  als,  wie  oben  bemerkt,  bei 
VM'i^rallendenj  t^ionlrasl    'durch  vergrosserte  Zwischenzeilen   /wischen 
den  Versuchen;  diu  Vexirfehler  nicht  nur  nicht  schwinden,   sondern 
hatiliger  werden;   dabei   immer   Unwissentüchkeit  voiausgeselzt. 

Es  rauss  also  ein,  abgesehen  von  ConlraslverhiUtnissen  vor- 
haodener,  Anlass  sein,  welcher  eine  einfache  Berührung  mitunter 
als  eine  breite  oder  gar  doppelte,  als  m.  oder  gar  2  Sp.  in  Camerer's 
Sinne,  erscheinen  liissl,  hiermit  einen  scheinbar  richtigen  Fall, 
d.  i.  Vexirfehler,  giebt. 

Da  der  Verdacht  nahe  lag,  dass  die  bei  den  Tübinger  uml 
alloreo  Caraerer'schen  Versuchen  allgemein  angewandten  stuiupfen 
SpiUeo,"  Stecknadelkuppen  oder  Spitzen  von  Straminnadeln,  leicht  An- 
läss  geben  könnten,  eine  einfache  Berührung  ausgedehnt  oder  doppelt 
finden  zu  lassen,  so  lag  hierin  der  Hauptgrund,  bei  den  neuen 
V'rsiichen  scharfe  Spit/jen  anzuwenden;  aber  nach  wie  vor  traten 
<labei  Vexirfehler  auf.     Ucr  Grund  musstc  also  anderswo  liegen. 

Nun  Hess  sich  noch  an  andere  äussere  Bedingungen  denken, 
^vovon  die  Vexirfehler  abzuleiten ,  als  wie  ungleichförmiges  Auf- 
drucken der  Nadel,    schiefes  Aufsetzen  derselben  u.  dgl.,    und  mog- 
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lieh,  dass  solche  Bedingungen  unter  Umstunden  wirklich  dazu  bei- 
tragen; ja  Camerer  selbst  ist  fiuher  geneigt  gewesen,  den  ganzen 
Urs{jrung  der  Vexirfehler  in  solchen  zu  suchen.  Nachdem  er  jedoch 
gefunden,  dass  der  Vexirversuch  nicht  blos  zum  Urlheil  »m«  fuhren, 
sondern  sogar  dcullicli  den  Eindruck  der  Doppelberllhrung  (2  Sp. 
ujachen  könne,  diess  aber  von  äusseren  Bedingungen  jener  Art  nichl 
wohl  anzunehmen  sei,  ist  er  vielmehr  zu  der  Ansicht  gekomnic 
(No.  2  p.  300,  «»dass  der  Vexirfehler  zum  Thei!  von  inneren 
Sachen  herrührt  —  wie  man  ja  auch  auf  anderen  Sinnesgebiel 
Erfahrungen  darüber  hat,  dass  die  gespannte  Erwartung  auf  das  Eij| 
treten  einer  Emphndung  zu  sog.  Sinnestäuschungen  Veranlassi 
giebt.« 

Diese  Ansicht  scheint  mir  selbst  am  Meisten  für  sicli  zu  habe 
und  mit  Bilcksichl  darauf  sind  die  folgenden  IhalsUchltchen  Verbal 
nisse  besprochen. 

Mau    rufe  sich  nochmals  zurück,  dass  die  älteren  Versuche 
Conlrast  wie  neuen  Versuche  ohn(!  Uonlrast,  bei  welchen  beiderselj 
die  Vexirfehler  verhHllnissmössig  häutig  aufgetreten  sind,  alle  zu  den" 
unwissentlichen  gehören.     Sehr  andeis  aber  verhalten  sich  die 
Erfolge,  wenn  man  die  Vexirversuche  Ijei  so  grossen  Zwischenzeilen 
der  Versuche,  dass  der  Contrast  wegAHlt,  wissentlich   vornimi 
indem   dann    die  Vexirfehler   entweder   ganz   fehlen,    oder   nur  S6 
sparsam  und  unsicher  auftreten,  was  eine  doppelle  Erklärung  zuläs 

Einmal  kann  man  annehmen,  dass,  da  man  beim  wissentlichen 
Verfahren   weiss,   dass   bloss  mit   einer   Spitze   berührt   wird,    d^H 
inimei'    Ihiltigcn    Einbildungskraft  dadurch    n  erwehrt   wird,    den   Ei^^ 
druck  von   mehr  als  einer  Spilze  darin  zu    linilen,   auch  wenn  ohne 
dieses  Wissen  wirklich  die  Spitze  den  Eindruck  von  mehr  als  ein^ 
Spitze  gemacht  hittle. 

Zweitens  aber,  da  man  bei  dem  unwissentlichen  Verfahren  st 
in  factischer  Ungewissheit  bleibt,  ob  mit  einer  oder  zwei  Spitzen  ' 
berührt  wird,  zugleich  aber  weiss,  dass  wegen  mit  unterlaufender 
Hauptversuche  mitunter  der  Eindruck  von  swei  Spitzen  oder  mehr 
als  einer  Spitze  (in  (^amercr's  Sinne)  erhalten  werden  sollte,  und 
da  man  die  Aufmerksamkeit  auf  das  Eintreten  solcher  Falle  spannt, 
lässl  sich  denken,  dass  der  mit  dieser  Spannung  behaftete  Gedanke 
der  Möglichkeit,    es  könne  auch  mit  zwei  Spitzen   st^tl  einer  Spilze 


4 
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berülirl  worden  sein,  mehrfaclj  den  Ausschlag  für  die  Einbildung  in 
erslereni  Sinne  gicbl,  wo  doch  nur  mil  einer  Spitze  berührl  wor- 
den ist*). 

Beide  Erkliiriingen    nehmen   die  Einbildung    oder  Plianta.sie   nur 
in  verschiedenein  Sinne  zu  Hülfe,  und  es  möchte  wohl  schwer  sein, 
bis  auf  Weiteres  ganz  sicher  m  entscheiden,  welclie  von  beiden  die 
richtigere   ist,    und  ob  sich  nicht  beide  compticiren.     Ich  selbst  bin 
mit  Cainerer  geneigt,  der  zv% eilen  Erklärung  den  Vorzug  zu  geben. 
Nach  Vorigem   kann   es   nicht   unerwartet   sein,   wenn   sich    ein 
Unterschied   im  Erfolge   wissenthch   angestellter  Vexirversuche   zeigt, 
je  nachdem  sie  innerhalb  eines  Systeais  von  Versuchen,  in  welches 
Haiiplversuche  mit  Distanzen  eingehen,  angestellt  werden  oder  ausser- 
halb eines  solchen  Systems  ganz  für  sich,  auch  wenn  erstentalls  der 
Conlrast    der    Nulldistanzen    mit    den    Distanzen    der    Hauplversuche 
(iiircli  liinreichende  Zwisciienzeilen  eben  so  ausgeschlossen  ist,  als  er 
zweitenfalls  von  selbst  wegfiUll,  weil  man  überhaupt  blos  Berührungen 
lütt  einer  Spitze  vornimmt.     Denn  die  Einbildungskraft  ist  erstentalls 
bei  der  Gewöhnung,  bald  den  Eiudruck  von  zwei  Spitzen,  bald  von 
einer  Spitze   zu   erhallen,   doch  anders   priklisponirt   als  zweitenfalls. 
^Venigslens   i)in   ich  geneigt,    mir  so  tien  üntciscliied  zwischen  dem 
Erfolge  eigener  wissentlicher  Vexirversuche,    die    unter  den  zweiten 
^ »11  treten,  von  den  Ca  raerer'schen  V^ersuchen,  die  unter  den  ersten 
ireten,  zu  erklären. 

Ich  selbst  nümlich,  mich  blos  auf  Verxirversuche  beschräinkend, 
linde  Folgendes.  Wenn  .ich  wissentlich  die  verschiedensten  Theile 
•fer  Haut  mit  einer  scharfen  Spitze,  sei  es  leise  oder  last  bis  zum 
!>leclicn  berühre  und  die  Autniorksamkeit  möglichsl  concentrirl  auf 
dif!  sinnliche  Empfindung,  die  mir  dadurch  erweckt  wiid,  richte, 
mit  der  ausdrücklichen  Frage,  ob  mir  der  Eindruck  nicht  vielmehr 
'""eil  oder   doppell   als    einlach   erscheint,    kann    ich    ersteres    doch 


*)  Man  erinnere  sich  hierhiei  an  «lie  in  meinen  "Elem.  U«  48*)  erwiilinten 
''^'^nclie  von  Meyer.  »Auf  der  llaul  —  sngl  er  —  gcüogt  es  mir  leicht,  an 
*«lclier  Stelle  ich  will,  subjectivc  Empfindungen  [als  wie  Wärme,  Külle,  Druck, 
''iirch  angespannte  Vorstellung  derselben]  hervorzubringen.  .  .  .  Die  Emplindiingen 
^"irten  so  lebliafl  Werden,  dass  ich,  ich  inng  wollen  oder  nicht,  mit  der  H;ind 
"lier  ilie  Haulütellc  liinslreicheii  mtiss,  wie  man  es  in  l-'üllfii  örtlicher  llaut- 
^pliodiiugen  zu  tbun  pflegt. <' 
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Die   rmden,    kurz   kann    es   bei  wissentlichen  Vexirversuchen   an  mir 
selbst  nie  zu  einem  Vexirfeliler  bringen;  ja  der  Eindruck  von  einer 
Spilze  ist  so  entschieden  und  gleich lürniig  bei  öfterster  Wiederholung 
an  verschiedenen  Tlieilen,  dass  ich  nicht  glauben  kann,  lutlunter  mir 
blas  einzubilden,  dass  ich  nur  eine  Spitze  empfinde,  weil  ich   weu 
dass  es  eine  Spitze  ist,  indess  ich,  ohne  es  zu  wissen,  mitunter  vt 
der  einen  S[)itze  den  Eindruck  zweier  Spitzen  y;eliabt  fiabeu  würde. 
Anders   aber    hat  es    Camer  er    bei    den    wissentlichen    Vexir- 
versuchen im  Laufe  und  Zusammenhange  seiner  neuen  cont  rast  freien 
Versuchsreihen  an  Handgelenk  und  Stirn  gefunden,  indem  die  Ve? 
fehler  dabei   zw^ar  ohne  Veigleich  sparsamer  als   bei  den  unwisset 
liehen  Versuchen  vorkamen,  aber  doch  keineswegs  fehlten,  in  welche^ 
Hinsiclit  er  sich   (No.  2  p.  2f)7)    wie    folgt    äussert:     »Es   ist   eodlichi 
noch  zu  berichten  über  Versuche  mit  der  Vexirnadel  bei  wisseol  — 
lichera    Verfahren.      Den   Versuchspersonen    war    aufgetragen,   da^ 
Urtheil  »2  Sp.«  und  »m.«  abzugeben,  wenn  eint'  derartige  Em[)linduD^, 
erzeugt  w'urde,  dass  sie  nach  ihrem  Dafürhalten  bei  unwissentliclicmi 
Verfahren    das   entsprechende  L'rtheil    abgegeben    hätten.     Es  wurA^ 
an  einem  Versuchstage   am  Handgelenk    (mit  halbstündigen  Pau>e»>w 
und  allen  fünf  Beobachfern),  und  an  fünf  Versuchslagen  an  der  Slir~« 
(mit  Pausen  von   funf  Minuten   und  vier  Beobachtern)    experimentir 
Sämnitliche  Beobachter  gaben  sowohl  das  Urtheii  «2  Sp.«,   als 
das  L'rtheil  »m.«  ab.     hn  Ganzen   erhielt  man  bei  301   ßerühruDi^« 
in  Procent  wer  ihen 


m. 
8,30 


1  Sp. 

89,04 


Da  die  Sonderung  dieser  Data  für  Handgelenk  und  Stirn  sie 
später  nöthig  machen  wird,  gebe  ich  sie  wie  folgt  nach  private^ 
Mitlheilungen  seitens  Camcrcr.  Er  schreibt  mir  (17.  iMärz  1882^ 
bezüglich  der  im  Zusammenhange  der  neuen  Uandgclenkversuct 
no.  1    angestellten  wissentlichen  Vexirversuche*) : 

»Die  Zahl   der  Vexirversuche   beträgt    für  jede   Person  17, 
halbstündigem  Abstand  der  einzelnen  Versuche. 
Es  sagten  unter  den  17  Fällen 


Für  Qo.  !   liegen  keine  solchen  vor. 
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1.  Eiuinal  2  Spitzen, 
n.  EinmnI  2  SpiJzen   (eine  Spitze  sUirkec  als  die  andere). 

Einmal  melir  als  eine  Spitze. 
IM.  Zweiuiiill  zwei  Spitzen   (einmal  eine  Spitze  stürker,  einmal  eine 
Spitze  später  als  die  andere). 
Zweimal  melir  als  eine  Spitze. 
IV.   Einmal  mehr  als  eine  Spitze. 
.  V.  Einmal  mehr  als  eine  Spitze. 

Diese  Entscheidungen  scliienen  mir  aber  doch  ziemlich  vvill- 
kiihrlich,  ilesshalb  habe  ich  die  Versuche  zunüchst  auTgegoben.« 

Die  vorigen  Enlscheidungen  unter  den  5  17^85  Handgelenk- 
versuclien  werden  von  Cameier  als  viermal  zwei  Spilzen,  fünfmal 
mehr  als  eine  Spilze,   zweimal  eine  Spitze  gerechnet,   d.  i.  procental 


wissentlich 


i  Sp. 
89,40 


ft'ogegen  die  spUter  doch  vorgenommenen  Slirnverijuche  im  Mittel 
fler  vier  dabei  betlieihglen  Beobachter  unter  4x5i^216  Vexir- 
versQchen  procental  ergaben : 


wissentlich 


ISp. 
88,89. 


Um  mit  vorigen  wissentlicl»  erhahenen  Resultaten  am  Handge- 
lenk mit  halbstündigen  Zwischenzeiten  (no.  1)  die  unwissentlich  daran 
erhaltenen  zu  vergleichen,  so  gaben  a)  400  ungemischte  Vexirver- 
suche  in  Summa  für  die  vier  Beobachter  I  bis  IV;  b)  eben  so  viel 
"üil  Hauptvcnsuehen  von  1  bis  ömm  gemischte  in  Summa  für  die- 
selben vier  Beobachter,  c)  200  gemischte  für  den  JJeobachler  V  (d.  i. 
^amerer  selbst)  insbesondere  lolgende  mittlere  procentale  Ergeb- 
nisse: 


i  Sp. 


1  Sp. 


Unwissentlich 


a) 
b) 


30,75 

29,25 
16,5 


8 
9 


2,75 

2,5 

1,5 


58,50 
59,25 
65 


Die   merkliche  Uebereinstimmung  von  a)   und  b)   hierbei  ist  ein 

Öeleg  für  die  früher  (^S.  134)  gemachte  Bemerkung,  dass  bei  conlrast- 

f^eien  Versuchen,   wie   es  die  hier  in   Betracht  gezogenen  sind,   bin- 

iiichtlich  der  Hüußgkeit   der  Vexirlehler   nichts  darauf  ankommt,   ob 
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die  VersLicIie  gemischl  oder  ungcmijjcht  sind.  Der  Beobachter  V 
weicht  zwar  im  absoluten  Resultate  von  den  andern  ab,  die  nicht 
sehr  stark  um  ihr  Mittel  schwanken;  immer  aber  bleibt  es  für 
unwissenthch  viel  grosser  als  wissentlich.  Zieht  man  aus  a),  b), 
das  Mittel  mit  der  Gewichlsrücksichl,  dass  zu  c)  nur  ein  Beobachte^ 
zu  a)   und  b)  je  vier  beigetragen  haben,  so  hat  man  für  No.  I 

cenlal: 

3  Sp.  m.  n.  i  Sp. 

unwissentlich         28,5  9,5  2,5  59,5 

abgeleitet  aus  1000  Vexirversuchen,  je  200  für  jeden  Beobacl 

Die  mit  den  obigen  wissentlichen  procenlalen  Resultaten  an  der 
Stirn    no.   3    zu   vergleichenden    unwissentlichen   sind   im   Mittel 
vier  Beobachter  (nach  No.  2.  Tab.  X.  p.  298) 


un  wissen  llicli 


1  Sp. 
84,S 


abgeleitet  aus   1000  Vexirversuclien   im  Ganzen,   250   für  jeden 
obaehter. 

.Müller  hat  in  seiner  Abhandlung  die  Erscheinung  der  Ve 
fehler  aus  einem  wesentlich  anderen  Gesiclitspuncte,  als  hier 
schehen,  betrachtet,  indem  er  sie  als  ein  Irradialionsphtlnomen  glaubt 
fassen  zu  können.  Die  Schwierigkeit,  dass  trotz  der  thatslichlj 
einfachen  Berührung  beim  Vexirversuch  zuweilen  der  Eindruck  ei 
Doppclberührung  entsteht,  »löst  sich  [niimlich  njich  ilim'l  leicht  ai 
wenn  wir  bedenken,  dass  die  Wirkungen  jodci-  Berührung  ein' 
llautpuncles  sich  in  Folge  einer  äusseren  peripherischen  und  einer 
inneren,  im  Nervensystem  vor  sich  gehenden,  Irradiation  über  einen 
grösseren,  mehr  oder  weniger  einem  Kreise  ähnlichen,  Hautbezi 
ersliecken.  Ist  der  grössle  Absland  zweier  in  Folge  dieser  In 
diatton  noch  hinUlnglich  erregter  Puncte  des  hradiationskreises  =:' 
so  verhält  es  sich  also  bei  Berührung  nur  eines  einzigen  Ilautptinctes 
IhatSck'hlich  so,  als  würde  bei  mangelnder  Irradiation  der  Beruh 
lungs Wirkungen  die  betreirendc  llautgcgcnd  an  zwei  verschiedeni 
und  von  einander  abstehenden,  Puncten  berührt.« 


Nun 


standen  Mull  er  bei  Aufstellung  dieser  Ansicht    erst    bl 


die  Tübinger  Beobachtungen  zu  Gebote;   und  der  Contrasteiufluss 
die    Erscheinung    der   Vexirfehler,    der    sich    erst    mit    Camerer's 


1 
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Versuchen  ergeben  hat,  konale  dalier  bei  seiner  Ansicht  noch  nicht  be- 
nicksichligt  werden;  würde  derselben  aber  an  sich  noch  nicht  wider- 
sprechen.   Inzwischen   könnte  dnreh  die  von  Müller  angenoninieno 
Irradialion  doch  nicht  der  Eindruck  von  zwei  Spitzen  im  Sinne  von 
Camerer    (nach    dessen    Erklärung   S.    136),    wie   er    mitunter   als 
Vexirfehler    vorkommt,    sondern    nur    ein    sich    von    einem    Centrum 
üus  verlaufender   Eindruck    entstellen;    und    der   grosse   Unterschied 
zwischen  der  Hciuligkeit  iler  Vexirfehler  bei  contraslfreien  Versuchen, 
je  nachdem  sie  wissentlich  oder  unwissentlich  angestellt   sind,   eben 
so  wenig  seine  Erktürung  dadurch  finden. 

Ueberhaupt  aber  glaube  ich,  I>ei  der  precJlren  Beschalfenheit 
der  Unterlagen,  welche  M  Ulier  zur  Ziehung  seiner  Schlüsse  über 
d'e  Vexirfehler  zu  Gebote  standen,  von  seinen  weiteren  Bemerkungen 
"her  dieselben  abstrahiren  zu  können. 

^^L  Beziehung  des  allgenieiuen  Massprincipes  der  Em- 
t^tmdlichkeit  auf  unsere  Versuche,  und  Reduction  der 
-E^älle,  um  sie  der  Anwendung  des  Priucipes  zugänglich 

zu  machen. 

Nach  dem  allgemeinen  Masspriucip  der  Emptindlichkeit,  wie  es 
»n  meinen  «Eiern.»  besprochen  ist,  werden  wir  die  extensive  Em- 
pÜndlichkeil  eines  Hauttheiles  für  doppelt  so  gross  zu  nehmen  haben, 
wenn  eine  halb  so  grosse  Distanz  hinreicht,  die  Empfindung  gleich- 
stark zu  afliciren,  unseren  Falls  also  ein  gleiches  VerhUltniss  richtiger 
zu  den  falschen  Fällen,  oder,  was  damit  zusammenhangt,  zur  Ge- 
sammlheit  der  Fülle  zu  erzeugen*),  " vorausgesetzt,  dass  wir  über- 
haupt blos  zweierlei  Fülle,  d.  i.  Eindrücke  wie  von  zwei  Spitzen  und 
\on  einer  Spitze  als  richtige  und  falsche  unterscheiden,  wie  es  bei 
den  früheren  Ca  mer  er'sclieu  Versuchen  und  einem  Thcile  der 
Tübinger  Versuche  geschehen  ist.  Sei  die  Tolalzahl  der  Falle  n,  die 
der  richtigen  Falle  r,   die   der  falschen  im  Sinne  der  oben  (S,  12t)) 


*)  Hü  II  er  stimmt  rrcilich  dieser  AulTassuag  des  Masses  der  Empfiniliicblieil 
nach  UDseroT  Motliode  nicht  hoi ;  ich  mtiss  aber  die  Discussion  mit  itrni  liierüber, 
die  mich  bei  meiner  Auflassung  stehen  lileiben  llissl,  auf  uineu  späteren  AbscUniU 
(XII)  verspareu. 

Atthandl.  d.  K.  S.  Uesellicl.  4.WUfl«ii«<:b.  XXII.  1«» 
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gewilhllen  Bezeiehnung  z,  so  wii-d  es  mil  Rücksicht,  dass  sich  : 
r  zu  n  ergJinzI,  blos  nolbig  sein,  r  als  Bruchlheil  von  «  zu  beslio 
iiien,    was   gewöhnlich   piocental  geschieht,   um  z  inclusive  mil  1k 
stiiiinil    zu    haben    und    nicht    noch    besonders   darauf  Rücksicht 
nehmen:  und  werden  wir  also  einfach  sagen  können,  die  exlei]i.<ii 
Empfnidlichkeil    verschiedener   Hautlheile    sei    ilherhaupt    umi^ekeli 

proportioniil  der  Distanz.  \%  eiche  das  gleiche  —  oder  gleiche  r\  gieb 

Unterscheiden  wir  aber  noch  Zwischenfidle,  üebergangsflille  zwiscbe 
dem  Eindruck    zweier  Spitzen    und    einer  Spitze,    wie    es   nicht  Dil 
bei  den  meislen  Tübinger  Beobachtungen,   sondern  auch  den  neue 
(lame  rc  r'schen  Versuchen    der  Fall   ist,    wo  <iie  sogenannten  Falk 
»mehr   als  eine  Spitze«   sich   als  solche  Zwischenfidle  darstellen, 
kann  es  fraglich  erscheinen,  wie  dann  die  Fülle  überhaupt  im  Sini*^ 
des  allgemeinen  Massprincipes   zu    verwerlhen   sind,    und    noch  v^^' 
wickeller  erscheint  die  Frage,  wenn  zu  den  vorigen  drei  Fallen  uo^ 
die  sogenannten  unbestimmten  Fidle  t^atnerer's  zutreten. 

In  aller  Strenge  nun  würde  man  sagen  können:  die  Empfin-^ 
lichkeit  ist  überhau{>l  recifirok  der  Distanz,  welche  ein  gegeben»- 
Verh'.dtniss  der  dreierlei  oder  viererlei  Falle,  die  man  nun  eben  ^ 
unterscheiden  Anlass  Hndel,  erzeugt;  und  sollten  sich  auf  den  ve^ss 
schietlenen  Haultheilen.  deren  Empfindlichkeiten  man  vergleicht,  D^ 
stanzen  linden  lassen,  bei  denen  dasselbe  Verhiillniss  der  dreierl 
oder  viererlei  Fülle  wiederkehrt,  so  würde  die  principielle  Schwierij 
keit  nicht  nur  weglallen,  sondern  es  auch  hinreichen,  sich  bei  g^ 
gebenem  h  ein-  für  allemal  an  das  Zahlveihiiiltniss.  was  eine  b 
stinunte  Art  dieser  Fülle  dazu  hat,  zu  hallen,  sofern  das  d^" 
übrigen  zugleich  mit  dailurch  gegeben  ist.  Aber  es  ist  praktisch 
unmöglich,  überall  wieder  auf  dasselbe  VerhJtllniss  der  dreierlei  odt3i 
gar  viererlei  Fülle  zu  kommen;  und  so  ist  man  darauf  verwiesei« 
zu  versuchen,  ob  nicht  eine  solche  Ueduction  der  vielerlei  Falle  b\0 
zweierlei,  die  man  nach  schon  gemachler  Bemerkung  als  reduciisi 
richtige  und  falsche  Ftllle  oder  reducirte  r  und  :  bezeichnen  magi 
möglich  ist,  welche  mit  einer  tlazii  passenden  Hegel  oder  Formel 
in  sich  und  mil  der  Erfahrung  einstimmigen  gesetzlichen  .Massve;'^ 
hldlnissen  führl;  denn  ohne  das  würde  bei  der  imuiei'  slatttindend'-^ 
.Möglichkeit,    mehr    als   zweierlei   Falle   zu   unterscheidea,    und  d^-i 
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UDl>e!:limnibaren  Wechsel  ilirer  Verhältnisse  die  ganze  iMethode  sich 
in  üobestimiiilheil  verlieien.  Auch  haben  bislier  alle  Beobachter, 
welche  mehr  als  zweierlei  Fülle  in  der  Beobachtung  unterjjcliieden 
liabeo,  doch  für  Verwendung  zum  i^Jasse  eine  Reduclion  auf  zweier- 
lei vorgenommen,  und  nur  Müller  will  eine  doppelle  Rechnung 
dafür  angestellt  wissen,  worauf  ich  zulelzl  komme,  ohne  zu  glauben, 
liass  etwas  damit  zu  gewinnen  ist. 

Die  Reduction  kann  nun  aber  auf  verschiedene  Welse  geschehen, 
und  legen  wir  der  Betrachtung  der  verschiedenen  Möglichkeiten  die 
weitestgehende  Unterscheidung  von  Fallen,  welche  bisher  vorliegt, 
A  i,  in  viererlei  Fülle  bei  den  neuen  llandgelenkversuchen  Came- 
rer':»,  zu  Grunde  (s.  S.  122),  auf  die  wir  uns  olinetiin  vorzugsweise 
zu  beziehen  haben  werden,  unil  fuhren  dabei  folgende  Bezeichnungen 
f^lr  die  relative  Zahl  oder  Procentzahl  der  verscliiedenartigen  Kin- 
drilcke  ein: 

Li  zwei  Spitzen,    Z,   eine  Spitze,    Z,,,  mehr  als  eine  Spitze,    Z^^  un- 
entschieden  oder  unbostinitiil. 

Was  nun  die  unbeslinimlcn  Fülle  Camerer's  Z,^  anlangt,  welche 
nach  S.  121  — 123  nicht  mit  den  unbeslimiuten  Fällen  der  übrigen 
Beobachter  zu  verwecliseln  sind,  so  konmil  uberliaujil  wenig  darauf 
an,  da  sie  l>ei  anderen  Beobachtern  und  bei  den  neuen  Slirnversuchen 
>0Q  (Warner er  selbst  fehlen,  bei  den  neuen  llandgelenkversuchen 
ab(.'r.  wo  solche  allerdings  zu  finden,  nur  in  sehr  geringer  relativer 
2alil  vorkommen,  wie  man  sich  aus  den  Cani  ere  r'schen  Tabellen 
überzeugen  kann.  Möchte  man  sie  verwerthen,  wie  man  will,  oder 
bei  der  Berechnung  ganz  ausser  Acht  lassen,  so  würden  wesentlich 
<'i'*5elben  Resultate  dabei  herauskommen;  und  da  man  absolut  keinen 
^Jrnnd  hal,  sie  vielmehr  auf  die  eine  oder  andere  Seile  zu  schlagen, 
*<i  theilen  wir  sie  bei  der  Reduction  gleich  zwischen  die  r  und  z. 

Es  scheint  am  Natürlichsten,  diess  auch  mit  di'n  Zwischenfällen 
*-arnerer's  »mehr  als  eine  Spitze«  und  den  unbcstinunlen  Füllen  der 
fubinger  Beobachter  zu  Ihun;  jedenfalls  liegt  aprioristisch  nichts 
Anderes  nahe:  inzwischen  ist  doch  nicht  aprioristisch  zu  behaupten, 
«lass  eine  andere  Verwerlhungswei.se  dieser  Ftille  mit  einer  dazu 
passenden  Formel  im  Sinne  der  S.  114  gepflogenen  Betrachtung 
*»irhl  zu  noch  genügendem  Resultaten  führen  konnte;  und  es  ist  um 
**o  mehr  Anlass,  auf  die  Möglichkeit  davon  einzugehen,  als  man  jene 

lU» 
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Gleichlheilung  niclil  überall  befolgt  liat.    So  bat  es  Paulus  (desseo. 
Abb.  p.  4)   vorgezogen,  die  unentschiedenen  Fälle  ganz  auf  die  Se^H 
der  falschen  zu  schlagen,    weil    hei  seinen  Versuchen  »«die  Zahl  der 
richtigen  Fülle  bei  jener  Gleichlheilung  mit  zunehmender  Distanz  d|H 
berührten  Haiilpuncte  nicht  ganz   so  regelmässig  zunahm,    als  weö^ 
er  bloss  die  wirklich  richtigen  Flllle  der  Rechnung  zu  Grunde  legte«. 
Auch  Vierordt  hat  nach  einer  Bemerkung  in  seinem  Grundr.  p.  3 
bei  Vervverlhung  der  Tübinger  Versuche  zur  Conslruction  seiner 
XL  Abschnitt   niilzulheilenden   Massscala   die   »unentschiedenen«  Falle 
weggelassen  und  nur  die  wirklich  richtigen  Einplindungen  als  sol 
aufgeführt.     Von  anderer  Seite  scheint,  dass  bei  den  tiheren  Cara 
rer'schen  Versuchen,  wo  fast  blos  richtige  und  falsche  F^Ue  unte 
schieden    sind,    die   unentschiedenen  Falle  im  Tübinger  Sinne  in 
von  ihm  als  richtig  bezeichneten  mit  eingehen. 

Hiernach  unterscheide  ich  folgentle  drei  iMüglichkeilen  als  «,  ,i, 
«,   wo  man  die  Zwischenfälle  ganz  von  den  r  ausschliesst  und 
auf  die  Seite  der  z  schltigt; 

fi,  wo  man  sie  umgekehrt  ganz  auf  die  Seile  der  r  schlägt; 

;•,    wo    man  sie  zwischen  beiden  Seiten  gleich  iheill,    was 
vornherein   am  Angemessensten   erscheint    und   sich  auch  am  Best 
bewähren  wird. 

Kuiz  also  dürften  «,  ,>',  ;'  dadurch  zu  unterscheiden  sein,  dass 
üebergangsfiitte,  wo  bei  aufgesetzten  zwei  Spitzen  ein  Zweifel  best 
ob    man    tleu    Eindruck   von    zwei   Spitzen    oder    einer    Spitze    da 
sehen  will,  nach  a  alte  zu  den  :,  d.  h.  falschen,  nach  fi  alle  zu  den 
richtigen  r  geschlagen,  nach  /  zwischen  beiden  gleich  getheilt  werd 


Jlle 

I 

I 


K 


Nun  kommt  aber  zur  Entscheidungsfrage   zwischen   diesen  v 
schiedenen  llcductionsweisen  der  FUlte  noch  die  Frage,  ob  man  dabei 
im  Sinne  des  S.  114  aufgestellten  Principes  besser  mit  wissentlichem 
oder  unwissenl liehen  Verfahren,  was  ich  als  W  und  V  unterschei^H 
hesser  mit  meiner  oder  Müller's  Formel,  was  ich  als  F  und  31  unle^ 
scheide,    Hihrt,    wodurch    sich    die  Aufgabe   der  Untersuchung  leider 
sehr  complicirJ,    indem   es   danach   folgende    12   Condunalionen   und« 
nach  Entscheidung  sei  es  für  Foder  M  immer  noch  6  Combinatio 
in  Betretr  ihres  Genügens  zu  vergleichen  gilt,  nümlich: 


JeBER   die   MA8SnESTIMMt;^GE?(  DES  RAt'MSIXTrES. 

FWf<  MWa 

FWr  MWy 

FLit  MUu 

FUß  Müti 

FUy  Müy. 

Die  Tübinger  Versuche  sowie  die  ültpren  Caiiierer'schen  Versuche 
bielen  keinen  genügenilen  An  hall  zu  dieser  Untersuchung,  und  das 
grössle  Verdienst  der  neuen  (^anierer'schen  Versuche  liegt  nun  eben 
darin,  dass  sie  solchen  bietet. 

Meinerseits  ziehe  ich  nach  der  folgends  (im  Absclm.  XVI)  ge- 
pflogenen Untersuchung  die  Conibination  FWy  vor,  d.  i.  also  Be- 
rechnung der  Versuche  nach  meiner  Formel,  wissentliches  Verfahren 
ood  Herstellung  der  reducirt  richtigen  und  falschen  Fälle  r  und  z, 
mit  welchen  die  Rechnung  zu  operiren  hat,  durch  Gleichlheilung  der 
ZwiscIienPalle  dazwischen,  d.  i.  der  unentschiedenen  Fillle  im  Sinne 
<ier  Tübinger  Beobachter,  oder  Falle  »mehr  als  1  Spitze "  im  Sinne 
lauierer's,  indess  die  paar  Fülle  Z,^,  welche  bei  Camerer's  neuen 
Versuchen  vorkommen,  in  allen  Füllen  der  üleichtheilung  unter- 
liegen. 

Zur  Erläuterung  fassen  wir  den  Anfang  der  im  folgenden  Ab- 
»clinill  zu  reproducirenden  tiamere  f\schen  Tabelle  (no.  1)  aus  der 
ersten  .Abtheilung  der  neuen  Handgelenkversuche  in's  Auge,  welcher 
für  Beobachter  I,  Abstand    I    >lill.  gilt,  und  also  lautet: 


i  Sp. 


1  Sp. 


unwissentlich  {U) 
wissentlich  IW) 


38,7 

22 


wobei  die  Zahlen  Procenlwerthe  der  Totalzahl  ii  sind,  welche  für  l' 
wie  H'  150  für  jedes  D  betrug,     Reducirt  hat  man  hiefiir  nach: 


7T^ 


38,7 
23 


'» 
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U 
W 


50 
38,3 


50 
61.7 


U 

w 


44,35 

30. Rö 


55,65 
69,35 


ach 

1 


Die  2^  konnten   als   solidarische  ErgUnziingen    der   r-^   zu    100 
htebei  übergangen  werden.     Man  sieht,  wie  sehr  verschieden  je  nach 
der  Combinalion  von  U^    W,  «,  /?,  y  die  VerhSillnisse  zwischen  r  ui 
z  ausfallen.     FUr    F  und    M  bleiben    sie    bei  Gleichheit  jener  Coi 
binationen  dieselben  und  geben  nur  nach  der  durch  die  Verschieden" 
hrit    der    Formehi    bedingten    verschiedenen    Berechnungsweise    sei; 
verschiedene  Ergebnisse. 

Die  Coiiibination    Ua  stiraral  in  unserem    Beispiel    nahe  mit   d(j 
Combinalion    W^i;  doch  is;l   diess    nichts  AllgcuieingüUiges  und  keine 
principiolle  Betrachtung  darauf  zu  gründen. 

Was  die  Weise  anlangt,  wie  iMuller  beim  Dasein  unentschiedene 
Fälle  ved^ihrl,  so  verschmäht  er  dabei  eine  Reduction  der 
sammten  Fülle  auf  zweierlei,  behandelt  vielmehr  die  Aufgabe  einmf 
nach  der  Reductionsweise  «,  zweitens  nach  Heduclions weise  ■■>'  be- 
sonders, indem  er  im  Sinne  seiner  später  zu  betrachtenden  Theori^i 
erstenfalls  eine  Schwelle  unentschiedener  Ftille ,  zweitenfalls  6iii^| 
Schwelle  richtiger  Fülle  in  die  Rechnung  einführt,  und  dazu  bemerkt, 
die  eine  könne  eben  !>o  wie  die  andere  zur  Bestimmung  6ev  Feinheil 
des  Ortssinnes  dienen,  wobei  man  sich  im  Allgemeinen  vorzustellen 
habe,  dass  »wenn  die  Schwelle  der  richtigen  Fülle  eine  positive  oder 
negative  zuttillige  Schwankung  eifiihrl,  alsdann  innuer  auch  dij 
Schwelle  der  unentschiedenen  Fülle  eine  zniclllige  Schwankung  na< 
derselben  Richtung  hin  erfährt«.  Aber  solchergestalt  erhüll  man 
dieselbe  Hautslelle  zweierlei  Emptindlichkeitsbestimmungen  stall  einei 
und  man  künnte  freilich,  obwohl  Müller  iliess  nicht  ausdrücklich  sa) 
nach  Analogie  seines  Verfahrens  bei  den  Gewichtsversuchen ,  ai 
beiden  Massbestimmungen  das  Mittel  nehmen,  um  zu  einer  einheit^ 
liehen  Bestimmung  zu  gelangen;  da  sich  aber  nach  den  Erörterungen 
in  m.  «Revision«  diess  Verfahren  dort  als  unstatthaft  erwiesen  hat, 
würde  auch  hier  nichts  Anderes  davon  zu  erwarten  sein.    Die  Mög- 
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Uchkeit  einer  Reduction  der  gesaiumten  Fälle  auf  blos    zweierlei    im 
Fall  des  Daseins  von  Zwisehenrallen  isl  von  Müller  überhaupt  weder 
f^rwogen  noch  geprüft  worden;  und  wenn  Müller  auf  der  Reduclions- 
weise  «  und  ,i  besonders  fussen  lässl,  so  wird  sich  weiterhin  linden, 
das»  jede  von  beiilen  für  sich  der  einfachen  Reductionsweise  y  naeh- 
^leh(.     Endlich  ist  auch  jene  Vorfiiisselzung  über  eine  entsprechende 
Bewegung  beider  Schwellen  von  ihm   ohne  Beweis   hingestellt .    und 
be^Uitigt  sich  nicht  in  der  Erfahrung,    denn  danach  müssle  mil   zu- 
fallijj;eni  Wachslhuni  und  zufälliger  Abnahme    von   Z^  immer  zugleich 
Z,„  in  gleicher  Richtung  wachsen  oder  abnehmen,  aber  man  braucht 
nur  in  den  Tabellen  der  neuen  Versuche  Camerer's  die  Ergebnisse 
der  verschiedenen  Beobachter  1,  11,  III  u.  s.  w.   für  dieselben  Abstünde 
UD(I  dasselbe  L  oder    W  lin  Abschn,  IX)   zu   vejgleiclieii ,    so    Hndel 
niati  bald  einen  gleichsinnigen,  bald  entgegengesetzten  Gang  von  Zt 
iiDcl  Z,,j.     Nach  all'  dem  glaube  ich,  dass  man  von  Müllers  Behand- 
luDgsweise  der  unentschiedenen  V'AWg  abzusehen  hat,  indess  es  aller- 
dings nölln'g  isl,    so    lange    man    seine  Grundformel    selbst    noch    zu 
prüfen    hat,    diess   mit    Bezug    auf   die    drei    möglichen    Reductions- 
veisen  «,  (f,  y  zu  thun,  was  daher  auch  im  Folgenden  geschehen  wird. 
Für  die  nachfolgende  Behandlung  ist  es  nun    ubcrhaufit   nüthig, 
^ie  Origiuallabellen  der  im  folgenden  Abschnitt  ntiher  zu  besprechen- 
*^en  Caiuerer'schen   Versuche,    worin    viererlei   Falle    unterschieden 
^'erden,    in    solche    zu    übersetzen,    worin    diese   viererlei  Fälle   auf 
Zweierlei,  d.   i.   r  und  z.   reducirt  sind,    und    diess  nach  a,  ff,  y  für 
'^'  und  U  besonders  zu  thun,  was  eine  sechsfache  mühsame  Arbeil 
••■**,  die  um  so  zeitraubender  dadurch  wird,  dass  man  sie,  wegen  sehr 
'^ichl  sich  einschleichende!"  Versehen  bei  der  Reduction.  durch  Wie- 
derholung zu  verificiren  hat;  doch  kann  man  sie  nicht  entbehren,  soll 
eine   Prüfung   der    verschi<nlenen    Reduclionsvveisen    unler   <Jen    ver- 
■schiedenen,    zur  ünlersuchuiig   sich  darbietenden,  Umstanden  durch- 
fuhrt   werden.     Nun    würde    es    viel    zu  viel  Raum    kosten,    diese 
tebersetzungen,    die    übrigens  jeder  auf  Grund   der  Originaltabellen 
deicht  selbst  vomehtnen  kann,  hier  ausgeführt  darzubieten;  nui-  probe- 
w^'i'e  und   zum  Anhalt    fui*    s[)lltere  Betrachtungen    mag    die  Ueber- 
jglüung  der   Tabelle   der   L  Abth.   der  Handgelenkversuche    (no.   1), 
XfßMch^  von  mir  im  IX.   Abschnitt  wiedergegeben  wird,  für  \Sy  hier 
flj/^«4beiU  werden,    eine  andere  hat  man  für    VV«,    eine    andere  für 
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W^,  eine  andeie  für  Uu,  weiter  für  t/^f  und  üy,  indess  diese  Tabeüi 
für  F  und  M  dieselben  bleiben.     Die   Zahlen  der   folgenden  Tab 
sind  Pi'ücentzahlen  rg,  welche  sich  mil  den  weggelassenen  z^zii  1 
ergänzen.    Die  Anordnung  der  Tabelle  in  Bezug  auf   die  Beobachl 
(Versuchssubjecte)  1,  11  u.  s.  w.    und    Distanzen  1,  2  Mill.  u.  s. 
ist  aus  formellen  Gründen  verschieden  von  der  Anordnung  der 
reducirten  Caniercr'schen  Tabelle,  worauf  sachlich  nichts  ankomml- 
Slatl  Zahlen  wie  30,65  und  15.99    in   der   reducirten  Tabelle  halle 
man  30,7  und  1  6  setzen  können,  doch  gebe  ich  die  reducirten  Zahlet 
so  wie  sie  direct  aus  den  Datis  der  unreducirlen  hervorgehen. 

Weiterhin  wird  gezeigt  werden,  dass  die  reducirten  r^  naC 
einer  sog.  Fundamenlallabelle  für  Rechnungszwecke  in  Werlhe  /  ä 
übersetzen  sind,  Vielehe  je  nach  F  oder  M  sehr  verschieden  aiE- 
fallen,  und  erst  im  XII.  Abschnitt  ihre  ErliUiterung  finden  werden 
Doch  fuge  ich  schon  vorläufig  für  spüter  darauf  zu  nehmiende  B— 
Ziehungen  zur  folgenden  Tabelle  der  r  g  eine  Tabelle  der  dazu  g* 
hörigen  l  mil  den  Mitteln  der  t  für  die  verschiedenen  Beobacht« 
und  den  nach  der  Fundamontaltabelle  für  meine  Formel  [F]  zu  diese 
Mitteln  zugehörigen  r  g-.  Diese  unterscheiden  sich  ein  wenig  von  de 
direct  erhaltenen  mittlem  rjf  der  ersten  Tabelle,  was  keine  Rech 
nungsungenauigkeil  ist,  sondern  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  wora« 
im  XI.  Abschnitt  zurückzukommen  sein  wird.  iMüller  hat  den  Buche 
Stäben  r  für  das  hier  gebrauchte  t. 


I 


Tabelle  der  w  i  s  s  e  n  1 1  i  c  li  e  r  li  a  1 1  e  n  e  u ,  u  a  c  li  /  r  e  d  u  c  i  r  t  e  n 

vi    für    die    1.   Abtheilung   (uo.  1)  von   t^amerer's    neuei 

H  a  n  d  g  e  l  e  u  k  v  e  r  s  u  c  h  e  n   (s.  A  b  s  c  h  n.  IX). 


i  Mil). 

SMill. 

3  Mill. 

S  Mill, 

! 

30,65 

37,70 

31,70 

63,4 

11 

36,6.'i 

44,40 

45,30 

63,3     - 

in 

39, iü 

47,00 

55,35 

61,93  a 

IV 

15,05 

S2,65 

27,70 

35,3    1 

V 

1 

ts.fut 

?7,nn 

35,95 

51,05 

Summe 
MiUcI   r^ 


137,74 
27,55 


»78,75 
35,75 


LIEBER  DIE  MaSSBESTIMMCSGEK  DES  IUÜmSIXNES. 

Die  unten  steheoden  iMitlel  sind  die  miltleren  reducirlen  r;;   l'iii' 
alle  l'iiof  Beobachter  von  I  bis  V. 

Tabelle  der  Werthe  t  (oder  r),  in  welche  sich  die  ein- 
^t'lneo   reducirten    r^   der   vorigen  Tabelle    respectivc 
^ach   mir   {F\    und    Müller   [M]   übersetzen,    mit    den    zu 
diesen  Mitteln  zugehörigen  r^ . 


Mittel  / 


Nach  F. 


0,6i726 

?7  <)M 


0,70476 
36,21 


■i  Mill. 


Ü.76S46 


5  Mtll. 


I 

0,(3654 

0.7157 

0,8382 

0,1*416 

11 

7080 

7671 

7747 

9405 

III 

7283 

7Nr;i 

8613 

9962 

IV 

5645 

0121 

6453 

G982 

V 

5701 

6406 

70  i8 

8225 

4,3?90 
0,86580 
55.84 


—  0,3577 

— 0,24i3 

—  0,1901 

—  0,7314 

—  0,7035 


Nach  M. 

—  0,2216 

—  0,0997 

—  0,0532 

—  0,5306 

—  0.4333 


+  0,0292 

—  0,0827 
+  0,09;>2 

—  0,4185 

—  0,2545 


+  0,2422 
+  0,2403 
+  0,2t51 
—  0,2669 

+  0,0180 


Miuel  / 


—  2.2240 

—  0,44480 
26.50 


—  1,3384 

—  0,26768 
35,25 


-0,6313 
-0,12626 
42.91 


+  0,4474 
+  0,08948 
ö5,03 


Bemerkung.  Die  f-Werlhe  fi-Werllie;  nach  M  siiiii  ne^Htiv,  wenn  sie  zu 
^^'«»■Uieu  rg  unler  50  gehören,  positiv  zu  WertUen  über  50,  iadess  nach  F  all*' 
Wertbe  (  positiv  sind. 


MII.  Die  Camerer'sclien  Yersuchsreilien  insbesoudere. 

Nachdem  wir  der  C  a  in e r e  r'schen  Versuche  schon  aus  allge- 
meineren Gesichlspuiikten  im  111,  AbschuilL,  und  nach  verschiedenen 
besonderen  Beziehungen  in  den  darauf  folgenden  Abschnitten  gedacht 
haben,  wird  für   den    weiteren  Verfolg   der  Untersuchung   theils   im 
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Zusaiumenbans^e  darauf  zurückzukommen,   llieils  mehr  im  Detail  dar 
einzugehen  sein. 

Die  ülteren  Versnche  Camerer's  sind  bemerktermassen  an  seil 
zwei  Kin(h^rn ,    Hedwig  und  Ida,   in    einer  ersten  Epoche   1875.71 
respeclive  8  und  6  Jahre,  in  einer  zweiten  1879,  80,  \i  und  10  Jah^ 
alt,  an  8  verschiedenen  Theilen  der  oberen  E>.lremilcit,  mit  Querlj 
der  Spitzendistanz  gegen  die  Längsrichtung   der  Extremität,   samr 
Hell  in  rascher  Folge,  mit  stumpfen  Spitzen,  unwissentlich,  geiniscl 
il.  i.  mit  Einschaltung  von  Vexirversuchen,  angestellt;  letzteres  ah 
sehen  von  einer  besonderen  Veisnchsreihe  (s.  S.  133',  worin  gemiscl 
und  ungemischt,  verglichen  wurde.     Von  mehr  oder  weniger  klein« 
Distanzen  anhebend,    sind  sie    hei  Jedem  liaultheile   durch    i   bis 
Distanzen  so  weit  l'ortgefiihrt  worden,    bis   die    höchste  Distauz  alli 
oder  beinahe  alle  Ftille  als  richtig  gab. 

Die    ge(iriift.en    Haultheile    waren:     Il    Spitze    i\cs   Mittelfinger 
3 — 4  Milk  vom  Rande  des  Nagels  entfernt;  2)  1.  l*halanx  (dem  Han^ 
teller   nächstes  Glied)   des  Miltellingers.     3)   Vola  manus,  HandlelleC 
Mitte,    volar,      i)   Handgelenk,    Mitte,   volai .     5)   Vorderarm,    Mitte, 
volar.     6)   Ellbogengelenk.     7)   Oberarm,  .Mille,  volar.     8)   Acromioü 
Die  Distanzen  nach  der  Zirkelweite  ohne  Rücksiclil  auf  die  Kriimnuing 
der  Theile,  mit  der  Bemerkung  Camerer's,  dass  diese  bei  überarw 
»von  bedeutendem  Einlluss  auf  das  Resultat  sei«.     An  jeder  Locali 
sind  im  Ganzen  6  bis  8,    von  Ca  m  er  er   nach    der  Zeitfolge   uni 
schiedene  Reihen,  jede  a   200  Versuche  für  jedes  />  (ohne  die  Ve: 
versuche)  angestellt,  wovon  die  Hillfte  auf  die  rechte,  die  fililfte 
die  linke  Seite  kommen,  welche  aber  so  wenig  unterscliiedene  Resul- 
tate gaben,  dass  sie  vom  Verfasser  zusaramengefassl  sind.    Die  Finger- 
spitzen wurden  mit  Straniinnadeln,  welche  nicht  stechen,  die  übrigen 
Localiläten    mit    Stecknadelknüpfen    berührt.     Hinsichtlich     weiteren 
Details,     insbesondere    die    Anordnungsweise     nach     der    Zeit 
die   Einschaltungsweise    der    Vexirversuche    betretend,    ist    auf 
Originatabhandlung  zu  verweisen. 

Vorsiehende  Versuche  Camerer's  sind  bemerkterniasscn  in  d 
nach  S,  116  als  No.  1    bezeichneten  Abhandlung    verüflenllicht.      Sie 
zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  ganz  methodisch,  in  sehr  grosser 
und  für  alle  besonders  geprüfte  Verhältnisse  gleicher  Zahl,  ganz 
gleichljar  fikr  die  verschiedenen  Hauttheile,  für  rechte  und  linke  Seii 
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für  beide  Kinder  und  beide  Versuchsepochen,  regelmässig  wechselnd 
mit  Aufsteigen  und  Absteigen  der  Distanzen  i  und  f)  angestellt  sind, 
at)ch  die  Vexirversuche  mit  den  Hauptversuchen  überall  in  gleiche 
Beziehung  gesetzt  sind,  dass  sie  ferner  von  einer  genauen  Angabe 
der  eingehaltenen  Versucbsverhliltnisse  begleitet,  sind,  und  dass  sie 
tiber  die  Kolle  der  Vexirfehler  und  tien  Einlluss  des  Contrastes  be- 
achlenswertlie  Aufscliliisse  geben,  endlich,  dass  sie,  wenn  auch  nicht 
eine  sichere  Verbaltnissscala  doch  eine  sichere  Stufenfolge  der 
i'stensiven  Empiindlichkeit  der  verschiedenen  Hauttheile  der  oberen 
ExlrcmitiU  ergeben.  In  diesen  Beziehungen  haben  sie  allerdings 
wesentliche  Vorzüge  vor  den,  ihnen  vorangegangenen,  weniger  metho- 
disch angeordneten  und  gehaltenen,  weniger  in  sich  und  unter  ein- 
ander vergleichbaren,  Vexirversuche  und  Hauplversuche  unbestimmt 
niisdienden ,  Ttlbinger  Versuchen  voi-aus,  iudess  man  Nachtlieile  der 
älteren  Camerer'schen  gegen  die  Tübinger  Versuche  darin  er- 
blicken könnte,  dass  die  Camerer'schen  in  rascherer  Folge  der  Einzel- 
versiiclie  angestellt  scheinen,  als  die  Tübinger,  was  eine  mindere 
Lnabliiiiigigkeil  derselben  von  einander  mitführen  musste,  dass  eine, 
"eiii:;slens  von  der  iMehrzahl  der  Tübinger  Iteohachter  getuachte 
I  nifTscIieidung,  die  der  unentschiedenen  oder  unbeslinuuten  FlUle 
^on  den  richtigen  und  falschen,  bei  Cauierei'  wenn  auch  nicht  ganz 
fehlt,  doch  nur  spurenweise  auftritt,  und  dass  die  Beobachlungs- 
subjerie  bei  Camerer  Kinder  waren.  Indess  dürften  sich  diese  Nacb- 
'oeile  bei  näherer  Betrachtung  mindestens  in  der  Hauptsache  als  nur 
"^''»einbare  erweisen. 

Was  nSmlich  den  ersten  Puncl  anlangt,  so  hat  sich  allerdings 
♦'urch  die  Camerer'schen  Versuche  selbst  herausgestellt,  dass  bei  Ver- 
*^chen,  die  mit  verschieden  grossen  Distanzen  auf  demselben  Haul- 
•neile  rasch  hinler  einander  angestellt  werden,  sich  ein  Einlluss  der 
^*^>^ängigen  Versuche  auf  die  spätem  geltend  macht,  welcher  nach 
^^  im  VI.  Abschnitt  gepflogeneu  Erörterungen  als  ein  Contrasteinfluss 
*•  cJeulen  ist,  und  der  natürlich  am  sichersten  dadurch  vermeidbar 
*"»  dass  man  die  Versuche  mit  den  verschiedenen  Distanzen  so  weil 
der  Zeit  auseinander  halt,  um  sie  unabhängig  von  einander  zu 
■**chen;  und  diess  ist  oder  scheint  jedenfalls  bei  ilen  Tübinger  mehr 
^  bei  den  älteren  Camerer'schen  der  Fall  gewesen,  indess  bei  den 
**^Q  dieser  Nachtheil  ganz  veiuiieden  ist.     Inzwischen  ist  demselben 
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schon    bei   den   itttern  Versuchen    dadurch   .so  weit  als    möglich 
gegnet.  dass  die  Versuche  in  regelraüssigem  Weclisel  von  Aufsteig, 
und   Absleigeu    mit    den    Distanzen    aogestelU,    und    ruiniere    Zahl« 
daraus  genomriien  wurden.     Auch  die  Tübinger  Versuche  aber  m 
unstreitig  niclil  weit  genug  auseinander  gehalten,  um  jenen  Einlln 
ganz  zu    beseitigen,    und   ein   methüdtscher   ^V'echscl    zwischen   AuS 
steigen  und  Absteigen  mit  den  Distanzen  scheint  nicht  staltgefunde 
zu  hallen,   da  sich  nichts  darüber  angetührl  findet.      Was  zur  ße« 
tbeiUmg  dieser  Frage  vorliegt^  ist  in  folgender  Einschaltung  eulhalleD 

In   den  Ahliandhjnjjen   der  Tübinger  Beobiichter   finde  ich  nur  fol}!eD(l| 
Angabe  von  Kolleukanip  und  Ullrich  (p.  40),  welche  einen  ungefähr 
Schluss  auf  die  Zwisehenzeil  der  Versuclie  machen  lässl. 

»Jeder  von  uns  diente  abwechselnd  nur  je  \  Stunde  als  VersuchspereonJ 
auch  folgten  die  Einzelversuche  nicht  allzuschneJI,    indem  jedesmal  die 
zUglicIien  Etntriit^e  in  die  Ttegisler  gemacht  werden  mussten,  und  erslrerkli 
sich  die  Versuchszoil  an  jedem  Tage  nie  über  eine  Stunde  hinaus.* 

Nun  schreibt  mir  zwar  Vierordt:  »meine  junsjen  Leute  hatten  die  la 
slruction,   ihre  Vorsuche  aunz  lantisam  auf  einander  folgen  zu  lassenu;  ab 
aus  vorstehender  Anttabe  lässi  sich  st-hlicssen,  dass  sie  diess  nganz  langsan 
in  »aichl  allzuschnell«  übersetzt  und  schwerlich  mehr  Zwischenzeit  zwi8che( 
den  einzelnen  Versuchen  uelassen  haben,  als  eben  zur  Kinlraaung  des  Htisul" 
lals  in  die  Register  gehörte,   womit  folgende  Notiz  von  Paulus  slimuil, 
Camerer  auf  eine   an   ihn   gerichtete  briefliche  Anfrage  über  die  Ausifl 
rungsweise  seiner  Versuche   im  TUl)inger  Institut  erhielt;  »Experimenlirt 
ich  täglich  etwa  \ — ^  Stunde  [lünger  absichtlich  nie);  die  Versuche  wurde 
schnell  nach  einander  gemacht;  es  lag  nur  so  viel  Zeit  zwischen  jedem, 
ich  zum  Aufsehreiben  des  Hesultates  bnuiehlo,   so  dass  wobt  auf  einen  \e 
such  -^  bis  1   Minute  htichslens  gekommen  sein  mag.« 

Nun  hat  auch  Ganierer  zwischen  den  einzelnen  Versuchen  Zeil  z« 
Notiren  des  Hesultats  gebraucht;  da  er  aber  (in  No.  I.  p.  2)  sagt,  dass  «1 
Versuche  sanimt  Eintrag  etwa  35  See.  Zeil  brauchten«,  so  stimmt  diess  fr 
lieh  schlecht  mit  letzterer  Angabe  von  Paulus,  bei  der  man  aber  bcrUc 
siohtigen  muss,  dass  sie  nach  blosser  Erinnerung  gemacht  ist. 

Was  den  zweiten  Punel  anlangt,  so  ist  eine  strenge  Untei 
Scheidung    von    Zwiscbenföllen    zwischen    richtigen    und    falscl 
Fällen  Überhaupt  nicht  möglich,  weil  keine  strenge  S  c  h  e  i  d  u  n g  be- 
steht,   und   die   Tübinger   Beobachter   selbst    schwanken    bemerkter- 
massen   in    dieser  Hinsiclit,    sofern    sie    theils    unentscbietlene    Fähe 
ausser  richtigen  und  falschen  aulTühren,  theils  blos  zwisclieu  ricbligei 
und  falschen   unterscheiden   (s.  S.  lü).      Nur   kann  im  Allgemeinl 
zugestanden  werden,  dass,  insofern  sich  eine  Unterscheidung  luach^ 
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lasst,  es  auch  erwünscht  ist,  sie  gemacht  zu  (indon,  und  so  ist  diess 
auch  in  den  neuen  Versuchen  Camerer's  geschehen,  worüber  schon 
im  IV.  Abschnitt  gehandelt  ist,  und  worauf  spaier  zu  rück/ u  kommen 
sein  wird. 

Was  endlich  den  dritten  Puncl  anlangt,  so  hebt  sich  ein  da- 
her zu  eDlnehmendes  Bedenkon  zum  Theil  schon  dadurch,  dass  die 
Aussagen  der  Kinder  unter  Controle  eines  geübten   Beobachters  stan- 
den,  welcher  eine  Willkur   oder  Faselei   derselben    eben  sowohl  zu 
erkennen   als  zu   zügeln   vermocht   liUlle;    vollends    aber   wird   diess 
Bedenken  durch  die  schöne  Cebereinstimniung  des  Ganges  der  Ver- 
suche beider  Kinder   mit   einauder   und  in  sich  selbst,    die  gleichen 
Folgerungen,    die   sich    daraus  bezüglich   des  Vexireinflusses  u.  s.  w. 
ziehen  lassen,  ausgeschlossen. 

Gehen  wir  zu  den  neuen  Veisuchen  (1881,  1882,  1R83)  über, 
welche  in  der  mit  No.  2  bezeichneten  Abhandlung  enthalten  sind. 
Wese  sind  angegebenermassen  nur  an  Handgelenk  {Mitte,  Volarseite) 
und  Stirn,  alle,  wie  die  früheren  mit  Querlage  der  Distanz  gegen 
die  Längsaxe  des  Körpers  angestellt. 

Arn  Handgelenk  sind  blos  die  vier  kleinen  Distanzen  1,  2,  3, 
5  Mill.,  an  der  Stirn  die  sechs  Distanzen  0,5,  I,  2,  4,  6,  8  Mill.  in 
den  Versuch  genommen. 

In   den   Stirnversuchen   wechseile  die   Entfernung  des    Spitzen- 

aufsalzes    von    der    Nasenwurzel    bei    den    verschiedenen    Versuchs- 

l»erioQen,  je   nachdem  Falten   der  Haut  oder  kleine  Warzchen  einen 

Anhallspunct  für  die  Berührung  gewährten   (bestimmtere  Angaben  s. 

in   No.  2  p.  296). 

Die  Versuche  an  beiden  Haudheilen  sind  nicht  wie  die 
früheren  schnell  hinter  einander  angcslpllt,  sondern  am  Handgelenk 
^n  einer  ersten  Versuchsabiheilung  (no.  1)  in  Zwischenzeiten 
^on  nicht  weniger  als  ^  Stunde  bei  einem  und  demselben  Versuchs- 
^uhjecte,  in  einer  zweiten  (no.  2)  in  Zwischenzeilen  von  5  Minuten, 
^velches  letztere  auch  die  Zwischenzeit  bei  den  Stirnversuchen  (no.  3) 
^ar,  die  den  Versuchen  am  Handgelenk  folgten. 

Wälirend  ferner  die  früheren  Versuche  eben  so  wie  die  Tübinger 
'»i^iuiutlich  mit  stumpfen  Spitzen  ; Stecknadelkuppen  oder  Spitzen  von 
^'raminnadeln),  simimllich  luit  Ausnahme  einer  Versuchsabtheilung) 
wwijjsentlich  mit  Einschaltung  von  Vexirversuchen  angestellt  waren. 
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sind    die   neuen   sHmintlich   niil  scharfen  Spitzen  aogeslelil,  und  en^ 
liallen  einen  Vergleich  zvvisclien  wissentlich  und  unwissenlhch. 

Als  Beobachter  oder  Verstichssubjecle  dienten  bei  den  iieuefi 
Versuchen  am  Handgelenk  (no.  I  und  2)  ausser  den  beiden,  seitdem 
mehr  crwaclisenen,  Töchtern  Camerer's  noch  drei  andere  Per^onell, 
nünilich  im  (ianzen  Obcrliaupt  folgende  5.  als  I.  If,  111  u.  s.  f.  unler- 
schieden   (das  Aller  für   1881    angegeben): 

1.  Hedwig  I    Töchter  Canierer's,   resp.  13{    und   1 1  {  Jahr 

11.  Ida  [    all. 

III.  Eine  20-jührige  französische  Schweizerin. 

IV.  Canierer's  Frau,  40-jnhrig. 
V.  Camerer  selbst   (desgleichen  iO-jahrigV 

Zu   den  Stirnversuchen   (no.  3)   waren   blos  die  4   Versuchssii' 
jede  h  11,  IV,   V  zugezogen,  fehlte  also  111. 

Als  G  esani  m  I  re  i  lien  bezeichne  icli  nun  folgends  die  ganze 
Verbindung  der  Reihen ,  wozu  siimiritliche  Versuchssubjecte  heige- 
tragen, als  Special  r ei  hen  die  dazu  beitragenden  Reihen  der  eiO' 
zelnen  Versuchssuhjecle, 

lieber  die  Zeitfolge  i\Qr  vei-schiedenen  Abtheihingen   no.  J,  % 
der  neuen  Versuche  ist   izum  Theil  nacli   schriftlichen  Millhi^iUmg^ 
Folgendes  zu  sagen; 

1]  Die  Versuche  mit  halbslundigen  Pausen  am  Handgelenk.  S 
no.  I.  wurden   angestellt:    a)   unwisssend   vom   16.  Sept.   1881     ^ 
28.  Jan.  1882,    bj    wissend  vom  20.  Jan.  1882  bis  13.  März   18^ 

2;  Die  Versuche  mit  Pausen  von  5  Minuten,  also  no.  2,  s*- 
angestellt  a)  unwissend  vom  17.  .Mätrz  bis  28.  April  1882,  bi  w  ^ 
send  vom  18.  Mai  bis  22.  Juni  1882,  wonach  noch  c)  wissentliC 
Versuche  an  der  seitlichen  Partie  des  Handgelenkes  vom  I.Juli  t 
5.  Sept.  folgten,  die  aber  bei  der  Benutzung  der  Versuche  im  XVI. 
schnitt  nicht  milzilhlen,  sondern  im  Will.  Abschnitt  besonders; 
rUcksichligt  w^erden  sollen. 

3  Die  Stirnversuche  (also  no.  3)  wurden  mit  Pausen  vor 
Min.  im  Nov.  1882  bis  in  Miirz  t883  abwechselnd  zwischen  unwis^ 
senllichen  und  wissentlichen  anj^eslellt,  und  zwar  unwissentlich  von 
11,  Nov.  bis  1  i.  Dec.  1882;  wissentlich  vom  10.  Nov.  bis  6.  Decj 
unwissentlich  vom  1ö.  Dec.  1882  bis  11.  Jan.  1883;  wissentlich  von 
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IH.  Dec.  bis    5.  Jao.;    unwisseollicli    vom    12. — 19.  Jan.;    wisseatlid) 
vom   1 1 . — ä7.  Jan. 

Die  Zahl  der  Versuche,  Hauplversuche  wie  Vexirversuclie,  ist 
lu  jeder  der  3  Hauptabtheiliini^cn,  no.  1 ,  2,  3,  für  jede  Person  fniit 
vmv  unten  anzugebenden  Ausnahme)  und  jede  Distanz  wissentlich 
null  (inwissentlich  streng  gleich  gehalten,  variirtc  aber  von  einer 
Abllieihing  zur  anderen,  betrug  nümlicb,  was  die  Hauplversuche  an- 
langt, in  den  Handgelenkversuchen  für  jede  der  5  Personen  bei  jeder 
der  l  Distaniten  sowohl  wi.ssentllch  als  unwissentlich  in  no.  I  150; 
mit  ,4usnalime  von  \\  wo  sie  unwissentlich  blos  100  betrug,  in 
no.  2  iOO.  Bei  den  Stirnversuchen  no.  3  betrug  sie  für  jede  der  4 
Personen  bei  jeder  der  6  Distanzen  sowohl  wissentlich  als  unwis- 
■sentlicli  125,  in  Sumnui  also  bei  no.  1  wissentlich  5- 4-150;  un- 
wssHillich  4  .  i  .  150 -|-  1  •  4  .  KJO,  in  Summa  5800;  bei  no.  2 
2-5.4 -260  =  8000;  bei  no.  3  2  -  4  •  6  •  125  =  (iÜOO.  Hinsicht- 
ifcli  der  Vexirversuchszahl  vergl.  die  Üiiginalabhandlung. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Versuche  no.  1  srinuntbch  an 
•^^r  rechten  Hand  angestellt  sind,  bei  den  Versuchen  no.  2  aber 
Wurde  sowohl  beim  wissentlichen  als  un\vis.sent!ichcn  Verfahren, 
"achdem  die  erste  Hallte  der  Versuche  an  der  rechten  Hand  ge- 
■*iachl  war,  mit  der  zweiten,  wegen  einer  sich  allmldig  einslelk'rulon 
Reizung  der  Haut  durch  die  scharfen  Spitzen,  deren  unten  gedacht 
^^'""d,  auf  die  linke  Seite  übergegangen. 

Speciellere  Angaben  idjcr  die  Austheilungs-  und  Anstelhingsweise 
^^r  Versuche  sind  wiederum  im  Original  bei  Camerer  selbst  nach- 
^Ulesen;  ohne  dass  im  Folgenden  Anlass  sein  wird,  auf  diese  Spe- 
^*3liiaien  Rückbezug  zu  nehmen,  deren  Ausführung  aber  beweist, 
^^«»s  entsprechende  Massnalimen,  als  bei  den  tllteren  Versuchen 
dienten,  die  Vergleichbarkeil  zu  sichern,  auch  bei  den  neuen  Ver- 
buchen genommen  worden  sind.  Nur  in  Betrert'  der  Anordnung  der 
'^^rsuche  im  Ganzen  und  Gro.ssen  könnte  man  zuuüchsl  folgende  Be- 
^^nken  hegen. 

In  no.  1  wie  no.  2  sind  die  wissentlichen  und  unwissentlichen 
'^ersuche  U'  und  t'  nicht  eben  so  wie  in  no.  3  in  kleinen  Partieen 
^*>\vechsclnd  angestellt,  sondern  die  unwissentlichen  Versuche  in 
^•nein  besonderen  Veisuchsabschnitle  zuerst,  die  wissentlichen  in 
^'oem  zweiten  Abschnitte  danach.      Nun   wird  es  an  sich  einen  ge- 
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wissen  Vortheil  haben,  Leide  Versuchsweisen  im  Zusammenhang*- 
lUf  sich,  undurchbrochen  und  ungestört  durch  die  anderen,  durch- 
zuführen, um  sie  dann  nacli  ihren  Resultaten  im  Ganzen  zu  ver- 
gleichen; aber  von  der  anderen  Seile  liegt  der  Verdacht  nahe,  da« 
der  erhebliche  Vorlheil,  den  W  in  no.  1  wie  no.  i  vor  IJ  nach  den 
im  XVI.  Abschnilt  geltend  zu  machenden  Kriterien  zei^,  dem  Üm- 
slandü  zuzuschreiben  sei,  dass  dem  U'  eine,  durch  die  vorherige» 
t/- Versuche  erlaugte,  Uebung  zu  Statten  gekommen  ist,  die  hei  dei) 
f/- Versuchen  noch  fehlte  oder  nacli  den  letzlen,  im  Jahre  1879— 
1880  angestellten  alteren  Versuchen  wieder  erloschen  war.  Aber 
man  muss  sich  huten,  zweierlei  Vortheile  zu  verwechselo.  Der  Vor- 
lheil, der  durch  Liebung  erlangt  werden  kann,  besteht  darin,  da»« 
alhuiilig  immer  kleinere  Uisttmzen  noch  als  Distanzen  erkaüol  wer- 
den, mithin  die  Schwelle  der  ext,  Emplindliclikeit  sinkt,  umi  dai«» 
für  dieselben  Distanzen  ein   grösseres  —  gewonnen  wird,  indem  d^ 

Fälle  2  Spitzen  und  m.  (im  Sinne  Camerer's),  woraus  —  nach 
schnitt  Vll  abzuleilen,  gegen  die  Fülle  1  Spitze  zunehmen.  Kdme.' 
uns  nun  bei  der  spUter  zu  behandelnden  \'orzugslTage  zvvischeo 
und  U  auf  diesen  Vorlheil  an,  so  würde  jedenlalls  bei  den  kleinem 
Distanzen,  in  denen  sich  die  neuen  Versuche  halten,  das  T-Verfahf^^^ 
unbedingt  in  Vorlheil  vor  dem  VV- Verfahren  sein*),  sofern  es,  ^ö*' 
man  sich  aus  den  Üriginallabellen  überzeugen  kann,  überall  filr 
selben  D's  grössere  —  giebt.  Der  Vortheil  aber,  nach  dem 
fragen,    bezieht  sich  vielmehr  darauf,   ob  das  wissentliche  oder 

r* 

wissentliche  Vei  fahren  Werthe  von  —  giebt,  die  sich  besser  eiiL:* 
durch  eine  einfache  Formel  ausdrückbaren,  Geselzlichkeit  (nach  S.  1^ 
fügen;  und  es  hegt  wenigstens  bis  jetzt  kein  Grund  vor,  an^ 
nehmen,  dass  der  Vortheil  in  erster  Hinsicht  zugleich  einen  solche 
In  letzter  Hinsicht  mitführe,  vielmehr  ist  von  vornherein  von  eic^ 
zulünglichen  Formel  zu  verlangen,  dass  sie  eben  so  ftlr  geringere  — - 
grössere  extensive  Empfindlich  keil  passe.  Auch  liesse  sich  ein  Vtf 
(lacht  aus  obigem  Gesichtspuncle,  falls  er  überhaupt  Grund  hl 
von   vornherein   füglich    nur   für  no.  I    erheben,   wo  mit  den  ne 


! 
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•)    Dass  für  grössere  Distanzen  sicli  der  Vortfieü    umkeliren    kann, 
späteren  Erörterungen   (XYII)   erbelieu. 
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Versuchen  begonnen  wurde,  wogegen  nach  deren  Forüülining  vom 
Sept,  1881  bis  in  Mörz  1882  die  Uebung  beim  Beginn  von  no.  2 
schon  bis  zu  ihrem  Ziele  gelangt  oder  so  weit  vorgeschritten  sein 
Hiusste,  dass  in  no.  2  kein  weiterer  Fortschritt  mehr  zu  erwarten 
war.  Die  im  IX.  Abijchnitl  folgende  Prurungstabellc  zeigt  aber  ein 
^nz  entsprechendes  üebergewicht  des  von  uns  ge:äuchlen  Vorlheiles 
von  \\  über  U  für  no.  2  als  no.  l . 

Unter  den  drei  Abtheilungen  no.    I .   '2.  3  erscheinen  die  Stirn- 
versuche no.  3  von  vornherein   dadurch  in  Vorlheil  gegen  die  Hand- 
geleukversuche  no.    I    und  2{,    dass  sie  sich  über  eine  grössere  Zahl 
UD(1  Ausdehnung    von    Distanzen    erstrecken,    nümlich    angegcbeuer- 
niassen  auf  0  Dislanzen  von  0,5  bis  8  MilL,  indess  die  Handgelcnk- 
versnilie  nur  auf  4   Distanzen  von    i    bis  5  Mill.      Aber  diesei-    Vor- 
tbeil  wird  mehr  als  aulgewogen  durch  den  Nachtheil   grosserer  Un- 
sicherheit, der  sich  in  folgender  Bemerkung  Cameror's  (No.  2  p.  290} 
'^"Qflgiebt,  so  wie  aus  den  Versuchen  selbst  zu  folgern  ist.     Camerer 
sagt;  «Bei   den   einzelnen  Versuchen  sind  kleine  Abweichungen   von 
"^i"  gewählten  Berührungsstelle  nach  oben  und  unlen»  so  wie  nach 
'^'-"bls  und  links  bei  Berührung  aus  freier  Hand  unvermeidlich ;  über- 
"*»upt  ist  es  bei  der  Stirne  besonders  schwierig  (da  die  zu  berührende 
*"*<*che  senkrecht  steht  anstatt  horizontal  wie  bei  der  auf  dem  Tische 
'*<?86nden  Hand),  die  Berührung    weder   zu   stark    noch    zu   schwach 
^*^*    machen ,    die   Nadeln   rechtwinklig   aufzusetzen   und   in   der   Art, 
^^ss  beide  Nadeln  eines  Nadelpaares  gleichzeitig  und  gleich  stark  die 
*"äut  berühren;  diess  lelzteie  ist  um  so  schwieriger,  je   giüsser  die 
^«»delabslclnde."     Dieser  Umstand  war  es  auch  nach  einer  brieflichen 
"döerkung  von  t^lamerer,  der  ihn   hinderte,  mit  den  Distanzen  auf 
^^v  Stirn  nicht   wenigstens  bis    10  .\lill.   fortzugehen;   und  nach  einer 
*1»  XVI.  Abschn.  geführten  Untersuchung  wird  sich  zeigen,  dass  schon 
**    =r   8    so    abnorm     grosse    Abweichungen    zwischen    Beob.     und 
■*^chn.  giebt,  um  es  zweckmassig  zu  linden,  die  Beobachtungen  bei 
^eseni  D  von  den  für  unsere  Fiagen  massgebenden  auszuschliessen. 
Hienach  noch   einige  Bemerkungen   zur   bestinjnitern  Motiviiung 
*^^r    Abweichungen,    welche    bei    den    neuen    Versuchen    gegen    die 
*^''Ulieren  PlalK  gefunden  haben. 

Der  hauptsilchlichste  Grund,  dabei  bis  zu  sehr  kleinen  Distanzen 
■^^**abzugehcn,    war   der,    da.ss   sowohl    die    Müller'sche   als    meine 
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FuriiK'l  zwei   Constanlcii  enthüll,    von  denen   die  eine   uach   Mulli 
sich  siiblractrv,  nach  mir  aditiliv  zur  DislanK  oder  dem  Producl  d< 
Distanz  in  die  andere  Conslante  fügt,   und  bei  Müller  und  mir  eii 
verschiedene    Bedeutung,    hiemil   auch    veiscliiedene   Beziehung    zi 
relativen  Zahl   der   richtigen  Fälle  -    hat.     Nun    leucbtel    aber    ein, 
dass,  zu  je  hflhercn  Distanzen  man  übergeht,  um  so  mehr  versclisvin- 
det   diese  Constante    dagegen,    und    die   AbhUtigigkcit   der    Resultate 
davon  und  Richligkcil  der  einen  oder  andern  Formel  nach  Vergleich 
von  Beobachtung  und  Rechnung,  ja  die  Nolh wendigkeit,  eine  Zusata 
constanle  zur  Distanz  in  die  Formel  überhaupt  einzulühren,  kann  si( 
daher    nur   bei  Versuchen    mit   kleinen    Distanzen   genügend    heraus 
stellen,  was  bei  den  früheren  Versuchen  tlainerer's,  welche  sämml-' 
lieh  mit  grösseren  Dtslanzen  operiren,  nicht  der  Fall  war.  ^^ 

Nun  wäre  es  allerdings  erwünscht  gewesen,    wenn    die    neuei^^ 
Versuche  an  denselben  Uaull  heilen  als  die  öl  lern  von  den   kleinsten 
Distanzen  aus  bis  zu  den  grössern  der  iUlern  Versuche  im  Zusammen- 
hange hinten  fortgeführt    werden    können,    da    liei   den    neueu  Mas 
regeln  der  neuen  Versuche  keine  hinreichende  Vergleichbarkeil  df 
selben  mit  den  altern  stattfand,  also  beide  nicht  als  durch  einander 
ergänzt  gellen  konnten.     Inzwischen  traten  theüs  äussere,  theils  innei*e=^ 
Schwierigkeilen  der  vergleichbaren  Furtfulirung   der   neuen  Versucl 
bis  zu  grossen  Distanzen  entgegen. 

Ersleres  anlangend,  so  ist  die  Beharrlichkeit  und  Geduld,  won 
Garn  er  er  seine  Versuche  vom  Beginn  der  ilHeren  bis  zum  Schluss 
der  neueren  mit  einem  so  colossalen  Zcitaiifwand  und  durch  so  vielt^^ 
Jahre  (1S7Jj  bis  1883  durchgeführt  hat,  um  damit  den  immer  ne\ 
auftretenden  Fragen  nachzugehen,  an  sich  bewunderungswürdig;  en( 
lieh  aber  hat  doch  eine  Erschöpfung  der  zu  Gebole  stehenden  Zet 
und  Geduld  theils  Camerer's  selbst,  theils  seiner  Beobachlungs — ^' 
subjecle,  der  Fortsetzung  der  Versuche  ein  wenigstens  zeilvveises  Ziel  ' 
gesetzt.  Ausserdem  ist  betrell's  der  Stirnversuche  schon  oben  eine^  ' 
äusseren  Umstandes  gedacht,  welcher  von  Erweiterung  derselben  aaC'J 
grössere  Distanzen  abhielt.  Die  inneren  Schw'ierigkeiteii  aber  an- 
langend, so  ist  die  wichtigste  in  folgendem  Imstande  zu  suchen.  | 

Die  -Mossbestimmung  der  extensiven  li:in|>ündl)chkeil  gründet  sich 
principiell  darauf,  die  Grösse  der  Distanzen  zu  besliunnen.  weicht.' 
dasselbe  für  die  Empfindung  leisten,  also  bei  unserer  Methode  nacli 
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den  Aussagen  iler  Empfindung  ein  gleiclies  Verhiillniss  richliger  (resp. 
darauf  rctlucirler  Fälle  zn  den  übrigen  Füllen  geben,  wonach  die 
Empßndiiolikeit  diesen  tÜskinzen  timgekehrl  proportional  ist.  Um  nun 
einen  Vergleich  zwischen  verschiedenen  IhMilUieilen  in  dieser  Be- 
ziehung zu  ziehen,  kann  man  sich  nicht  begnügen,  auf  jedem  blos 
bei  einer  einzigen  Distanz  zu  Ijeobachlen,  sondern  es  müssen  auf 
jedem  eine  Reihe  von  Di5;lanzen  (allermindestens  zwei)  in  den  Versuch 
genommen  werden,  uui  dailurch  sei  es  direct  auf  solche  zu  kommen, 
die  an  den  verschiedenen  Haiiltlieilen  iur  die  Empfindung  äquivalent 
sind,  oder  Data  für  eine  Formel  zu  erhalten,  welche  die  directe  Be- 
siiramung  in  dieser  Beziehung  eisetzen  kann.  Dabei  aber  ist  die 
Voraussetzung  zu  machen ,  dass  die  Empfindlichkeit  innerhalb  der 
Strecke,  in  welche  die  geprüften  Distanzen  fallen,  sich  nicht  von  den 
kleineren  zu  den  grösseren  Distanzen  ändert.  Diese  Voraussetzung 
iüt  nun  jedenfalls  streng  genommen  tiberall  unrichtig,  da  schon 
durch  Weber's  Versuche  nach  der  Methode  der  Ebenmerklichkeit 
bekannt  ist,  und  durch  Versuche  nach  unserer  .Methode  sich  bestUligt, 
dass  die  Empfindlichkeit  von  einer  Stelle  der  Haut  zur  andern  sich 
ÄDtlerl;  nach  dem  Gesetze  der  Continuitiit  aber  vorauszusetzen  ist, 
dass  diese  Aenderung  nicht  blos  zwischen  von  einander  entfernten 
I  Stellen,  sondern  itn  Lebergange  zwischen  ihnen  auch  zwischen 
^jciuander  nächsten  Stellen  stattfindet.  Dicss  hindert  nun  zwar  nicht, 
■^Cilr  praktische  Zwecke  mittlere  Emptindlichkeilswerthe  auch  für 
grössere  Haulslrecken  vergleichbar  mit  andei'n  zu  gewinnen,  setzt 
siber  Vei-suchen,  welche  über  die  Gültigkeit  dieser  oder  jener  Regel 
oder  Formel  Aufschluss  geben  sollen,  naheliegende  Grenzen  in  Ver- 
9<iss6ruDg  der  Distanzen,  ohne  doch  solche  Versuche  innerhalb  ge- 
»fisser  Grenzen  überhaupt  unthunlich  zu  machen,  wenn  man  nur  den 
J^pit'lraum  der  Distanzen  klein  genug  hidt,  um  die  Veränderungen  der 
^b  ^«»ptiudlichkeit  inneihalb  dessellien  gegen  die  Zufiilligkeilen  der  Ver- 
^P  *wche  vernachlässigen,  oder  in  denselben  als  mit  aulgehend  ansehen 

■  ^'   können.     Ob  nun  diess  der  Fall  sei,  kann  man  theits  durch  directe 

■  'prsjuche  zu  ermitteln  suchen,    indem  man  mehr  centrale  und  mehr 
'  *'^*Hiche  Theile  besonders  auf  ihre  richtigen  und  falschen  Fülle  unler- 

^wobi,  oder  auch  auf  Rechnungswege  Schlüsse  in  betreffender  Hin- 
*'<^Ht  aus  blos  cenlialen  Versuchen  von  verschiedener  Distanzweite 
««e-iii  ;Abscho.  XVllIj. 
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Wirklich  lial  Camerer  zu  ersterem  Zwecke  imltT  seinen 
Versuchen    eine   besondere    Reihe    zur   Vergleichlang   mehr    cenlraler 
und   seillicher  Theile   am   Handgelenk   angeslellt,    die  eher  auf  ei 
schwache  Abnahme  als  Zunahme  der  exl.  Knipiindhchkeil  nach 
Seite  hin  schhessen  lässl,  jedoch,  von  ihm  selbst  zugestanden.  kcH 
sichere    Entscheidung   giebt    (Abschn.   XVIll).     Andrerseits    habe   i{ 
selbst  auf  zweileiii  Wege  gefunden,  dass,  wenn  man  diejenige  Rech- 
nungs-  und  Verfahrungsweiso  einschlügt,   die   ich  nach  Atlenj    iibei 
haupL  für  die  zulUnglichsle  halte   spüter  mit  FWy  zu  bezeichnen), 
kleinen  und  grossen    centralen  Distanzen    auf  dem  Handgelenk, 
1  bis  5  Mill-,  innerhalb  deren  sich  Camerer  gehalten  hat,  auf  keil 
grössern  Unterschied  für  die  verschiedenen  Theile  dieses  Spielraums 
fuhren,  als  man  durch  ZiiHdligkeiten  erklärlich  fmden  kann.  ^^ 

Zu  diesem  für  unsere  Untersuchung  jedenfalls  gimstigcn  Hesi^^ 
lale,  dass  wir  auf  in  Betracht  kommende  Verschiedenheiten  der  Eo^ 
pfinillichkeil  innerhalb  des  Spielraums  unserer  Versuche  keine  RUcksi( 
zu  nehmen  haben,  kann  möglicherweise  eine  Massnahme  beitragt 
worüber  sich  Camerer  bei  Darstellung  der  Handgelenkversuc 
(No.  2  p.  284)  so  iiusserl;  »Um  immer  dieselbe  Hautstellc  zu  treffen, 
konnte  man  sich  als  Merkmal  an  die  Querfallen  der  Haut  halt« 
kleine  Abweichungen  von  der  Mitte  nach  rechts  und  links  war 
dabei  unvermeidlich,  Übrigens  eher  von  Vortheil  für  das  Verfahren.-. 
Denn  sollte  sich  die  Km[)tin(lliehkeit  der  Haut  von  der  Mitte  deg^ 
Gliedes  gegen  die  Peripheiie  hin  merklich  tinilern,  so  ist  es  bess4i^| 
wenn  die  kleinsten  Nadelabstände  nicht  immer  genau  in  der  Mille« 
sondern  zuweilen  etwas  gegen   die  Peripherie   hin   aufgesetzt   sind.«- 

Hienach  steht  die  Sache  so:    Gesetzt  Camerer   wäre    mit   d^^ 
Versuchen  bis  zu  grossen  Distanzen  fortgeschritten,    so  wurde   donffi 
von    vornherein    kein    Zusammenstimmen    der    Versuche    durch    d^m 
ganze  Ausdehnung  dieser  Distanzen  mit  irgend  einer  einfaclieo  t^orm^^ 
oder  Regel  zu  erwarten  gewesen  sein,  welche  auf  der  Voraussetzung 
einer  Conslanz   der    Emplindlichkcit   durch    diese    Ausdehnung   fusst. 
weil  sich  eine  solche  Conslanz    über  grössere  Ausdehnungen    hinaus 
factisch  nicht  lindet ;  mögiicherweise  aber  w^re  ilie  iSichlzusamnien- 
slimnumg    auch    auf  die    t'nbrauchbarkeit    der    angewandten    Formel 
oder  Regel  zu  schreiben  gewesen ;  und  hierüber  hätten  die  Vei^such^ 
an  sich  selbst  nicht  entscheiden  können.    Nun  ist  es  erwünscht. 
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C^aiuerer's  Versuche  jedenfalls  einen  Anhatl  zur  Entscheidung  zvvi- 
svcIh'Q  verschiedenen  Formeln  oder  Regeln  innerhalb  einer  hinreichend 
kJeinen  Ausdehnung  centraler  Distanzen  i:;el)en ,  wo  erslerer  ünind 
der  Nichlzusanmienslimmuug  noch  nicht  in  erheblichen  llelracht  kom- 
nien  kann,  und  es  liegt  kein  Wahrscheinlichkeitsgrund  vor^  dass  eine 
Formel  oder  Regel,  die  für  centrale  Distanzen  in  den  Grenzen  con- 
.staaler  Krapfindlichkeit  zutrillt,  nichl  auch  für  seitliche  Distanzen 
iooerhalb  solcher  Grenzen  zulrefTen  sollte,  wenn  man  nur,  im  Fall 
die  seillichen  Distanzen  einem  andern  Giade  der  Emi|)lindliclikeit  zu- 
gehüren,  die  denigemllssen  andern  Constanten  dafür  in  Anwentlung 
bringt;  was  übrigens  nicht  ausschliesst,  dass  ausdrucklich  hierauf 
bezugliche  Versuche  von  Nutzen  sein  könnten.  Nun  bleibt  allerdings 
ioiiuer  noch  die  abslracte  Frage  übrig,  ob  eine  Formel  oder  Regel, 
di«  innerhalb  einer  kleinen  Ausdehnung  von  constanler  Empfindlich- 
keit zutrillt .  noch  in  einer  grossen  Ausdehnung  zutreil'en  würde, 
wenn  innerhalb  derselben  von  einer  Stelle  zur  andei-n  dieselbe  Em- 
ftindlichkeit  bestände.  Nur  hat  diese  Frage  kein  Interesse  für  An- 
vendung  unserer  Methode,  we'd  die  Voraussetzung  des  wenn  nicht 
io  der  Wirklichkeit  zulrilll,  und  die  Erstreckung  der  Veisuche  über 
J^yosse  Ausdehnungen  hinaus  schon  aus  dem  Grunde  nicht  möglich 
ist,  weil  dann  alle  Fülle  richtig  werden,  indess  die  Anwendbarkeit 
«1er  Methode  sich  auf  ein  Vcrhilltniss  zwischen  richtigen  und  fal- 
*<."hen  Füllen  zu  stützen  hat.  Principiell  würc  es  übethaupt  am 
Besten,  wenn  es  nur  praktisch  durchführbar  wlire,  dass  die  Versuche 
aa  jeder  auf  ihre  Em[)hndlichkeit  zu  prüfenden  Hautstelle  nur  in 
möglichst  kleiner  Ausdehnung  angestellt  würden,  hiemit  aber  von 
Stelle  zu  Stelle  forlgesch ritten  würde ,  und  eine  Formel  oder  Hegel, 
>velche  dieser  Aufgabe  für  jede  Stelle  von  müglichsl  kleiner  Aus- 
•Minung  genügte,  würde  überhaupt  als  genügend  anzusehen  sein. 
O'ese  Betrachtung  durfte  schon  hinreichen,  die  üeschriinkung  der 
'^©Uen  Camerer'schen  V'ejsuche  auf  kleine  Ausdehnungen  zugleich 
^  motiviren  und  zu  recht  fertigen.  Es  tritt  aber  zur  vorigen  Schwie- 
'^igkeit,  welche  der  Ausdehnung  der  Versuche  auf  grössere  Distanzen 
^t^egeosleht ,  bei  vielen  Hautlheilen  noch  die  zweite,  dass  nach 
W^Lssgabe,  als  man  sich  bei  den  Versuchen  mit  wachsender  Distanz 
^*^ni  l^ülrum  der  Distanzen  entfernt,  eine  Krümmung  der  Haut  be- 
**^<ü"Uich    wird,    welche    einerseits    mitführt,    dass   die    parallel    auf- 
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gesetzten  Spilzen  eine  schiefe  Richtunt:;  gegen  die  Haut  annehoiei 
vermöge  deren  die  Haut,  niiinenllich  bei  etwas  stärkerem  Dnii 
von  jeder  Spitze  in  einer  etwas  slürkeren  Ausdehnung  gestreift.  M 
blo-s  piinktiDässiü;  berülirl  wird;  dass  andrerseits  der  Abstand 
Spitzen  von  einantler  und  der  Abstand  der  dazwischen  gefass' 
Haiitpunkte,  nach  der  HautkrUfünning  gemessen,  einander  nicht  ei 
sprechen.  Bisher  hat  nur  ein  Tübinger  Beobachter,  Paulus,  die* 
Unterschied  messend  berücksichtigt,  indem  er  für  die  Haultheile  ui 
Distanzen,  wo  eine  Krümmung  bemerklich  wird,  sowohl  die  gen 
hnige  Distanz  zwischen  den  Spitzen,  als  die  Distanz  nach  der  Kri 
mung  der  Haut  gemessen,  angeführt  hat;  indess  sonst  immer,  a 
von  (lamerer  bei  den  büheren  Veisnchon,  blos  erste  Distanz  ai 
gegeben  ist;  nur  bemerkt  Camerer  ausdrücklich  zu  seineu  Versucbeß 
über  den  Oberarm  (No.  1  p.  lä':  »an  dieser  Stelle  sei  die  KrUtß- 
mung  der  Haulllüehe  von  bedeutendem  Einfluss  auf  das  ResijlW 
der  Versuche«, ')  wühreiid  bei  den  übi'igen,  in  den  Versuch  genO'' 
men  Theilen  (s.  S.  1 50)  dieser  EinJiuss  unstreitig  geringer, 
merklicli  fehlend,  war. 

Die  Wahl  von  Handgelenk  und  Stirn  bei  den  neueren  Versuc 
war  nun  wesentlich  mit    dadurch    bestimmt,    dass    inneilialli    der 
den  Versuch  genommenen  Distanzen  das  Versuchsfeld  als  hinl<tngl 
eben  angesehen  werden  konnte,   um  eine  Berücksichtigung  der  ft 
krümmung  überflüssig  erscheinen  zu  lassen. 

Die   Anwendung   scharfer   Spitzen    statt   stumpfer   hat    ih 
den  Vorlheil,  die  Distanzen  schärfer  abgrenzen  zu  künnen,  theils 
feinere  Unterscheidung  von  Füllen  möglich  zu  machen,  theils  endij 
wie    schon    früher    beinei'kt,    den     nahcliegentien    Verdacht    aus 
schliessen,  dass  die  Breite  der  Berührung  mit    stumpfen  Spitzen  ^ 
Entstehen  von  Vexirfehlern  verschulden  oder  doch  begünstigen  kün^ 
Natürlich  dürfen    die  Versuche    mit   scharfen  Spitzen    auf  deraselb-^ 
Haultheile    nicht    in    kurzer  Zeit   zu  sehr  gelüluft  werden,    um  nic^ 
nachtheilig   zu    reizen.     Inzwischen   ist   Camerer   bei   seinen  neuö 


I 


*)  Nacl3  einer  briefliclien  MUltieilutig  Caiiierer's  enlspricbil  14  Mill.  Nade 
abstand  am  Obenirin  hei  seinon  üllpren  Versuchen  einer  nach  iter  Krümmung  g< 
mcsseneu  ErUfcrnung  der  Iterülirleii  Uaufpunele  =  I5,ö  Will.,  und  26  Miü.  N;tde 
nbstaad  einer  Enlfcrnung  =  29,5  Mill.  auT  der  Itaut. 


^Hpjeiieni  Subject  sich  nur  sehr  lani;saiii  k»lgenden,  Versuchen  damit 
^n:!a;ckorDmen ,  und  bemerkt  nur  in  letzter  Ilinsiclil:  d  Kine  geringe 
Affection  der  berührlen  Haiitslelle,  bestehend  in  leichter  Schuppen- 
bildung und  ^VbschiÜerung  der  Haut,  sei  nach  monatelang  fortgeselz- 
leii  Versuchen  bei  allen  Versuchspersonen  aufgetreten  und  habe  zum 
lebei^Dg  vom  rechten  Handgelenk,  auf  welchen  begonnen  worden 
war,  zum  Hnken  genüthigt.«  Ausserdem  fand  es  Camerer  ziemlich 
schwierig»  die  Berührung  mit  scliarfen  Spitzen  so  einzurichten  »dass 
sie  deutlich  empfunden  wird,  und  doch  keinen  (stechenden)  Schmerz 
macht n. 

IX.    Tabellen  der  neneu  Camerer'sclien  Versuche 
und  ihrer  Resultate. 

Da  es  zuviel  Raum  und  Zaldenaufwand  kosten  wtlrde,  Stlmmt- 
liche  Versuchstabellen  Camcrer's,  welche  die  L'nlerlage  dieser  ünter- 
siicbung  bilden,  liier  aufzimehmen,  man  aber  nach  BedUrfniss  immer 
}»elbsl  auf  die  Originalabhandlungen  Camerer's  wird  zurückgehen 
kfinoeo,  so  gebe  ich  hier  nur  probeweise  eine  der  Original tabellen 
aü*  den  neuen  Versuchen  Camerer's  wieder,  indess  ich  die  Mit- 
Iheihiog  einer  andern  aus  den  iiltern,  die  hier  uberhaupl  nur  eine 
nebensächliche  Berücksichtigung  erfahren  können,  auf  einen  spätem 
Abschnill    iXIX)    verspare. 

Die  hier  unter  A  milzutheih>ndR  Tabelle   nacli    den    neuen  Ver- 
suchen ist  eine  getreue  Wiederhulung  dei',  in  der  Abhandlung  No.  2 
vortindlichen  Tabelle  III  für  die  von  mir  mit  no.  I   bezeichnete  erste 
-ifclheilung  der  Handgelenkversuche;    eine   entsprechende  findet    sich 
«»  der  üriginalabhandlung  als  Tab.  VI  für  die  zweite  Abtheilung  der 
*andgelenkversuche  (no.  2)  und  eine  dritte  als  Tab.  X  für  die  Slirn- 
►  ersuche     no.  3).     Hinsichtlich    der   zwei    letzten    Tabellen    ist    also 
''oo  hier  auf  die  Originalabhandlung  verwiesen.     Auch  ist  die  Tabelle 
^***  no.    I    blos   für  die  Hauptversuche   gegeben;   betrelTs   der  Vcxir- 
^^rsuche  mag  es  genügen,    auf  die  .\ngaben  S.  134,    t38Ö'.  zu  vcr- 
'<^' eisen. 


Heber  üie  .Massuestim.hlngen  nE.s  Rai.m.sinxes. 
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Ueder  die  Massbestihmungen  res  Raimsinnes. 
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Uiezu  füge  ich  nun  gleich  für  künftig  darauf  zu  nehmende  üe- 
idiungen  eine  Anzahl  Tabellen,  die  aus  Bearbeitung  der  drei  Uaupl- 
^llea  der  neuen  Canierei'schcn  Versuche  nach  den,  im  XIV. 
bschoitle  anzugebenden,  Kei^eln  liervoigehen,  und  bei  der,  im  XVI. 
|>>i'linitt  zu  veiliandcinden,  Entscheidungsfrage  zwischen  den  ver- 
miedenen Combiualtonea  FW*;,  FWft  u.  s.  w.  ihre  Verwendung 
adeo  werden,  wobei  insbesondere  die  als  »Prüfuugslabelle«  bezeich- 

Tabelle  C  in  massgebende  Rücksichl  kommt, 
a  nach  einer,  schon  S.  157  gemachten,  Bemeikunü;  und  einer 
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XVI.  Abschn.  folgenden  Untersuchung  die  Versuche  an  der  Stirn 
ei  dem  grösslen  ö,  d.  i.  8,  als  gar  zu  unzuverlässig  zu  gelten 
abeo,  sind  sie  in  den,  spiiter  hauptsachlich  zu  heuulzenden,  Tabellen 
l,  C,  D  von  der  Berechnung  iiusgesclilosseii,  doch  in  der  Tabelle  E 
«ch  eine  besondere  Berechnung  der  2V*  unter  Zuziehung  \on  Z)  =  8 
ttgelUgt. 

Zur  Erläuterung  der  Bezeichnungen    in    den    folgenden  Tabellen 

(tn  vorläufig  folgende  Bemerkungen  ilienen,  vorbeh^iltiich  eines 
eren  Eingehens  in  darauf  folgenden  Abschnitten. 
Ii  und  A"  sind  t^onslanten,  welclie  zur  Massheslimmung  der  ex- 
ensiven  Empfindlichkeil  in  der,  im  XJl.  Abschnitt  anzugebenden, 
i^eise  dienen,  und  von  den.  durch  die  Beobachlung  gegebenen 
^'erthen  r{|  wie  folgt  abhlingen.  Die  r  *{  übersetzen  sich  nach  den 
■  Fumlanien  altabellen  des  Xlll.  Abschn.  in  Wert  he  /,  welche  mit 
Hin  einer  Beziehung  stehen,  die  sich  nach  meiner  Formel  (F)  als 
WhD  -f-  A-,  nach  Mülle r's  Formel  (M)  als  l  =  hD  —  k  darstellt, 
^uf  Grund  dieser  Formeln  sind  die  (lonslanten  A,  k  aus  den  üeob- 
wlilungen  selbst  bei  verschiedenen  /J  al>zyleiten,  was  für  jeden  Be- 
itachler  I,  II  u.  s.  w.  insbesondere  geschehen  kann,  wofür  Tabelle 

El,  oder  auch  im  Millel  für  alle,  wofür  die  Tabellen  B,  C,  E 
-ü.  Zu  dieser  Mittelbestimmung  liegen  zwei  verschiedene  Metho- 
Po  vor,  die  ich  als  Methode  der  mittlem  /  und  milllern  r,  kurz  als 
und  T  unterscheide,  worüber  Näheres  iiu  XV,  Abschnitt. 
Unter  -i'*^  i>t  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  2\\\- 
^kcD  den  direcl  beobachlcleu  und  den  nach  //,  k  i'ückwUrts  mittelst 
^er  Formeln  berechneten  r\[  verstanden.  Wo,  wie  in  Tabelle  D,  die 
»*ciinungen  für  die  einzelnen  Beobachter  speciücirt  siuil,  sind  die  be- 
^Whteten  Werthe,  v*imit  die  berechneten  zu  vergleichen,  unmillel- 
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bar  tluicli  die  beobachlelen  selbst  gegeben.  Wo  es  sich  aber, 
bei  den  übrigen  TabellcD,  um  ^liUelbestimiiiiingen  aus  den  lürgebn 
der  verschiedenen  Beobachter  handelt,  werden  die  r}|.  welche  alt 
obachtet  in  den  Vergleich  eingehen,  je  nach  K-.Melhode  oder  T-Mell 
durch  die  direct  xu  ziehenden  arithmetifichen  MilLel  der  r  X  oder 
zu  den  mittleren  t  deiselbcn  gehrtrigen  r-g-  vertreten. 

Die  VVerlhe  -iV^  haben  da.s  Interesse,  dass  nach  .Massgabe 
sie  für  eine  Conibinalion  als  wie  FWu,  FWß  u.  s.  w.  kleiner 
fallen,  diess  für  einen  Vorzug  der  betrellenden  Combinalion  spr 
wonach  die  Tabelle  (.,  worin  die  in  dieser  Beziehung  niassgebei 
Besliraniungen  vereinigt  sind,  von  mir  Prüfungstabelle  gen 
wini,      Ueber    ihre  Verwertbung   in   dieser   Hinsicht  s.  Abschn. 

Siimmtliclie,    in  den  folgenden  Tabellen    vorkommenden  W« 
A,  A\  2>^.  sintI  zwar  von  mir  auf  mehr  Decimalen  berechnet  wor 
als  in  den  Tabellen  angegeben  sind,    und  insbesonilerc  ist  die 
gleichuug    von    Rechnung    mit   Beobachtung,  wodurch   ^f"^   bestl 
ist,  nach  Werlhen  von  /i,  k  mit  5  gellenden  Zilfern  geschehen, 
schien  für  die  Zwecke    vorliegender  Mittheilung    die  Anführung 
weniger  Decimalen  um  so  mehr  genügend,  als  weitere  Decimalen 
nur  an  sich  sehr  unsicher  sind,  sondern  auch  von  ihrer  Berück 
tigung  oder  Nichtberücksichtigung    nur   merklich    /m   vernachhlsä 
den  Unterschiede  abhilngen.  J 

Die  Ableitung  der  einfachen  wie  mittleren  Constanten  //.  t 
den  Beobachtungen  kann  nach  einer  minder  scharton  Methode,  w 
ich  als  Sumiuationsmcthode  mit  Summ,   bezeichne  oder  nacl 
schärferen  Methode  der  kleinsten  Quadrate,   die  ich  mit  Qu 
zeichne,    geschehen.     Näheres    über  beide  s.  im  XIV.  Abschn,j 
Bestimmungen  nach  Qu.    sind    für   den  Gebrauch    vorzuziehen, 
kann    nach    Gründen,    tlie    im    \IV.  Abschnitt    besprochen    sine 
Vergleich  derselben  mit  den  nach  Summ,  erhaltenen   nicht   ni 
Interesse,   .sondern  auch  von  Nutzen  sein;  daher  die  Beifügung^ 
selben    in    den    rubellen  C  und  D.     In   den   Tabellen  B  und  E 
zwar  blos  die  nach  Qu.  berechneten  Werthe  angegeben,  jedocii 
hier    die    Bestimmung    nach    Summ,    vorausgegangen,    hauptsac 
zur  Controle,  dass  die  nach  Qu.  berechneten  ^V  kleiner  als  die 
Summ,  erhaltenen  ausgefallen  sind. 
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B.     Tabelle  der  inittlerQ  A,  k  (iiacli  Qu.  bestimmt). 


ligl.     ItÜ.      I. 


Hgl,  no.  i. 


Slini  ohne   £)  =  8 


Nacl»   T 


W       FWa 

0,0499 

0,532 

0,Ol*H 

1 
0,529 

0,0861 
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1 

0624 

66*  1 

0591 
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1 
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■   MVu 
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0,0735 
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0.193 

0.819 

1 

0655 

090 

0737 

285 

181 

395 

P 

0B69 

223 

0923 

315 

180 

586 

Nach  R    für  die  Combinalionca  uiil  M  iiichl  finw/:  iliircligefUhrtj. 


FWa 

0,0494 

0,531 

0,0476 

0,528  , 

0,0827 

0,483 

ß 

0601 

659 

0593 

677 

1183 

607 

y 

0538 

592 

0486 

600 

0947 

549 
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0,0285 
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0,0242 

0,568  , 

0,0751 

0,510 

ß 

0327 

770 

0337 

685  ' 
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713 
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0813 
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-VU(( 

0,1374 

o,7ö;i 

i),!HO 

0,S03 

\         ^ 

1198 

321 

115 

274 

y 

1264 
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MUa 

0,0745 

0,666 

ß 

y 
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Sliin  ühiiü  ß  =  8.  FWy 

1 ' 

Ü,i35 
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^  der  Unterschied  der  T-  und  R-Berechiiuug  sich  b!os    auf  Midelweitlie 
^^  Daiis  der  versoliiedenen  Beobachler  bezieht,    giebt    es  bei  dieser  Tabelle 
Solchen  lu  machen. 
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E.     Tabelle  der  Werthe  2V  für  die  Slirn  mit  D  =  % 

(T  und  Qu.]. 


Z'f-i 

1 

^t^ 

PWa 

77,  < 

MWa 

86.9 

ß 

73,4 

ß 

150.3 

Y 

45,1 

Y 

Hl». 5 

FUa 

444,9 

MUa 

20,4 

ß 

48,8 

ß 

U,2 

Y 

7,0 

Y 

16,3 

X.    Die  Volkmann'sclien  Versuchsreihen  insbesondere 

Die  auf  S.  115  bezeichnete  Abhandlunc;  Volkmann's,  auf  (li( 
wir  uns  hier  zu  beziehen  haben,  entiiüll  bemerkterniassen,  ausser  Vei 
suchen  nach  Weber's  Methode  der  Ebeninerklichkeil,  vergleichungi 
weise  damit,  auch  Versuche  nach  unserer  Methode.  Sic  betreff' 
den  Einfluss  der  Uebung  und  einer  künslHchen  Verdünnung  der  H.s 
auf  die  Taslempfindlichkeit,  und  sind  an  der  Spitze  des  linken  Zeij 
fingers,  Volarseite,  wissentlich ,  vom  Verf.  an  sich  selbst  angestc 
Einheit  der  Distanz  yV  paris.  Linie*). 

iNach  ihrer  doppelten  Aufgabe  theilen  sie  sich  in  zwei  Gesamt 
reihen,  deren  jede  sich  aus  mehreren  unmittelbar  hinter  einan« 
folgenden  Specialreihen  I,  II  u.  s.  w.**)  zusammen.setzt,  welche  et 
so  viel  successiven  üebungszeiten  entsprechen,  wobei  sich  eine  rai 
Zunahme  der  Uebung  ündct. 

In  jeder  Specialreihe  kommen  auf  jedes  D  50  Versuche  OT 
Fülle,  wovon  die  er^le  HülRe  (25  Fälle)  im  Absteigen,  die  z\ve 
im  Aufsteigen  mit  den  Distanzen  erhallen  wurde.  Die  folgend 
Zahlen  r-J  sind  Procenizahlen,  abgeleitet  aus  diesen  50  Folien,  ] 
wurden  blos  richtige  und  falsche  Fülle  unterschieden. 

In  der  ersten  Gesammtreihe  befand  sich  die  Haut  in  gewöh 
Heber  Beschaffenheit;  der  zweiten  war  folgende  Vorbereitung  vorai 


er- 

i 


*)   Diess   ist   eine    Ausnalime    von    der   sonst    überall    in    dieser   Aljhani 
festgehaltenen  Einheil   I    MilSim, 

*•)  Nichl  zii  verwecliseln  mit  der  Beil*>utunt;  von  I,  II  u.  s.  \v.  bei 
Camerer'schen  Versiichen,  wo  verschiedene  Beobachter  dadurch  bezej,i 
werden. 


UeBER  die  MASSBESTlMfttrNGE>   DES  RaLMSINNES. 
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gegaogeo :    Die    obersten  Schiclileii    der  Epidermis    mit   einem  Hasir- 
messer   weggenomnieii,    und    2i  Stunden    lang   ein    Uandschuhliuger 
aus  Caoult'houc  gelragen,  wodurch  die  Haut  viel  weicher  und  zarter 
geworden  war. 

Es  ist  nicht  angegeben,  ob  die  Zeil,  welche  zwischen  der  ersten 
und  zweiten  Reihe  innelag,  hinreichte,  den  durch  die  erste  bewirk- 
ten Lebiingsforlschritl  wieder  auf/iihehen;  Jedenfalls  mussle  er  durch 
die  zur  Vorbereitung  der  zweileii  Reihe  erforderliche  Zeit  wenigstens 
Iheilweis  riickglUigig  geworden  sein. 

Die  spüler  zu  verwerthenden  Heclmungsresultalc  A,  k  sind  wie 
bei  den  Gamerer'schen  Reihen  der  vorigen  Abschnitte  mit  Bezug 
auf  die  folgenden  Ahschnille  zu  verstehen.  Ihre  Ableitung  i.st  überall 
nach  der  Melhodc  der  kleinsten  Quadrate   (Qu.)  erfolgi. 

Erste  Gesamnut  reihe ,    mit    unverdünnter  Haut.     Werthe  r%. 


b 

1        11 

1 

tu 

IV 

V 

5 

G 

1i 

80 

86 

88 

6 

24 

:14 

«8 

88 

92 

7 

1    32 

12 

84 

'.)8 

94 

8 

78 

76 

88 

98 

96 

9 

88 

88 

88 

100 

100 

^vveile  Gcsaniuilrcihe,  mit   vetdiiunter  Haut.      W'ertlie  r  g- 


i) 

•■ 

II 

111 

IV 

V 

4 

68 

72 

7(i 

86 

92 

h 

68 

82 

78 

90 

94 

« 

88 

86 

90 

92 

98 

7    ' 

90 

92 

92 

;k> 

100 

8 

96 

100 

100 

Min 

100 

Hechnungsresullate  nach  Formel  F. 

Bei    der  Specialberechnunt;    der   1.  Gesanmitreiho   wurden  I,  II, 

^U  Ijosonders    behandelt,    und  dabei  alle  ä  i)"s  von  0,5  bis  0,9  zu- 

gezogon;  IV   nn<l   V  sind  nach   der  T-Methode  des  \V,  Absclin.  com- 

^«nirt,  aber  U  =z  l>,<)  dabei  weggelassen,  weil  r|  hier  =  100.    Bei 

'^'^i'  2.  Gesamnitreihe  wui'deo  alle  5  Specialreihen  besonders  behan- 


172 


rn.  r ECHSER, 


(lelt,  aber  (wegen  der  mehrfachen  r^  =:  100)  blos  I  durch  all 
durchgefühtt.   II,  III,  IV  nur  von  0,4  bis  0,7   (inl.);  V  blos  v 
bis  0,6.     So  wurden  fui-  I,  11  u.  s.  \v.  folgende  Specialbestimm 
in  beiden  Heihcn  erliallen: 


i.  Geüauimlreihe 


0,Uoö 
0,1537 

0,o:)90 

0,1393 


—  0,2433 

—  0,<"l078 
4-0,9904 
+  0,3891 


0,1355 

0,1283 
0,1175 
0,1023 
0J3I3 


0,400< 

0,5 

0,60 

0,86 

0,91 


Dass  in  der  ersten  Gesanmilreihe  die  Wertlie  III  ganz  a 
der  Ordnung  der  übrigen  fallen,  erklUil  sich  aus  der  enormen 
nialie,  welche  III  bei  D  =.  6  zeigt,  und  lasst  das  Resultat 
Specialreihe  ausser  Rücksicht  beim  Verfolg  des  Ganges  der  S| 
werlhe  fallen.  Von  III  also  abgesehen,  zeigt  sich  gemeinsam 
beide  Gesammtreihen,  dass  h  dui'ch  den  Uebungsfortschritl  von 
V  nur  zufällig  scheinende  Veründerungen  erleidet,  wogegen  k 
linuirlich  in  positivem  Sinne  wUchsl.  Auch  durch  HaulverdUi 
(nach  Vergleich  von  1.  zur  2.  Gesammtreihe)  wächst  h  nicht, 
ist  eine  Abnahme  im  Ganzen  siclilhar,  wogegen  /*  entschieden 
wuchst.  Wonach  also  der  Vorlheil  sowohl  der  L'ebung  als  Hau 
dünnung  für  Vergrösserung  der  Emphndlichkeit  vielmehr  auf 
Wachsthiim  von  k  als  h  zu  schreiben  ist. 

Eine  Vergleichung  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung 
wegen  zu  geringem  n  der  Specialreihen  blos  nach  den  durch 
T-Methode  des  XV.  Abschn.  erhaltenen,  mittlem  A,  /,:  derselben«! 
genommen,  und  zwar  bei  der  ersten  Gesammtreihe  unter  Zuziehi 
aller  Specialreihen  für  die  4  /)'s  von  5  bis  8,  bei  der  zweiten  ' 
sammtreihe,  unter  Weglassung  der  Specialreihe  V,  für  die  4  Ifi 
4  bis  7.     So  wurden  als  .^lillclwerlhe  erhalten  für: 


h 

k 

1.  GesamQilrcibe 

0,1374 

0,2014 

2. 

Ojl.'itfi 

0,4688 

Ueber  die  Massbestimmungen  des  Raumsinnes. 
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lach  folgende  Zusammenstellung  zwischen  beobachteten   und   be- 
meten  r^. 


1.  Gesammtreihe 

2.  Gesammtreihe 

D 

' 

beob. 

ber. 

beob. 

ber. 

4 





76,3 

74,2 

5 

65,9 

64,0 

80,8 

83,4 

6 

75,0 

75,0 

89,7 

89,7 

7 

82,2 

83,3 

94,3 

93,9 

8 

90,6 

89,1 

-  — 

— 

Rechnungsresultate  nach  Formel  M. 

Ich  habe  hier  blos  die  2.  Gesammtreihe  einer  entsprechenden 
Berechnung  als  nach  F  unterworfen,  wobei  ich  für  die  Specialreihen 
nach  Qu.)  erhielt: 


h 

k 

S 

I 

0,2125 

0,5954 

2,87 

II 

0,1869 

0,3250 

1,74 

III 

0,1720 

0,2316 

1,34 

IV 

0,1356 

—  0,2095 

—  1,53 

V 

0,1548 

—  0,3598 

—  2,32 

indess  die  nait  F  entsprechend  geführte  Vergleichung   zwischen 
echnung  und  Beobachtung  nach  den  mittlem  Ä,  k  der  2.  Gesammt- 


(Ä  =  0,17403  ; 
gendes  Resultat  gegeben  hat: 


/c  =  0,23014) 


n 

D 

beob. 

ber. 

4 
5 
6 

7  • 

76,1 
80,5 
89,2 
92,8 

• 

74,5 

81,7 
87,5 
91,9 

'^Bdl.  d.  K.  S.  OfMlIsch.  d.  Wissenscb.  XXII. 
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(i.   Tii.  Fkchner. 


lilicken  wir  hiRiiach  von  ilen  Rosiilliilt^n    für   M    auf  die  für 
zurück,   so  sielil  man,    dass  der  Voiüileifh    zwisrhen  Uechming  uod 
Beobiiclitmig  nacli  den  tiiiülern  //,  h  der  Gesaminlreilie  bei   F  uud 
unj^ofölir  gleich  gut  slimml;  aber  die  Berechnimg  der  specialen  A,i 
("ührl  luich  >I  für  die  höchsten  Uebungszustiinde  IV,  V  zu  einem  all 
surdcn  Resultate,  nämlich  zu  negativen  Werthen  der  mittlem  Scliwell 
S,  als  welche  nach  x>liiller's  Formel  den  Werlh    '.    bat,  also  wcse 
des  überall  positiv  bleibenden  h  mit  negativen  Werlhen  von  k  selfc 
negativ  werden  musa.     Und  um  sich  ohne  mühsanicD  Uü 
die    Methode   der    kl.   Qti.,    welche    zu    obiger  Bestimmung  für  b, 
geführt  bat,  zu  überzeugen,  dar^s  hier  kein  Rechnungsirrlhum  vorlics 
wende  man  die  einfache  Suniuuilionsruethode   (nach  XIV)   an,  durcl 
die    man    zwar    minder  sidiere    Werthe    für  jene   Conslanten  erbi>lU 
die  aber  im  negativen  Vorzeichen   von  k  mit  den  angegebenen  stim- 
men, nHiiihch  für  IV  h  =  0,1  401 ;  k  =  ^  0,2035;  für  V  li  =  0,229^; 
k  =  —  0,07Gi,      Bie    grosse   Abweichung    der    letzten  Werthe  votJ 
den  nach  Qu.  gefuntkMien  aber  erkliirt  sich  daraus,  dass  überhaupt  f^*' 
V  blos  3  D'ti  zur  Berechnung  kommen,  von  denen  nach   Summ.  ^'^' 
miniere  bei  der  Bestiuimung  der  Cunslauleu  ausfüllt ;  lodess  es  n»^ 
Qu.   mit  eingeht. 


J 


XL    Yierordfs  Massbostimmung  der  extensiven 

EnipiiiHlliclikeit  ohne  Formeln.  ■ 

Nach  den,  im  VII.  Abschnilte  aufgestellten,  l'rincipien  kann  n»* 
den  Massvergleich  der  extensiven  Emphndlichkeit  verschiedener  Ha«J 
stellen  ohne  Zuziehung  einer  Formel  dadurch  bewirken,  dass  n^f 
Distanzen  darauf  ermittelt,  welche  für  die  Empfindung  iiquival^^ 
sind,(l.  i.,  die  unnitltelbar  oder  nach  vorgenommener  Reduction  i^ 
Zwi.schcnflille,  das  gleiche  Verhtillniss  von  r  zu  n  oder  das  gloic=^ 
()rocentaIe  rj  geben,  indem  man  die  b^ntpfindÜchkeil  diesen  ilq^- 
valenten  Distanzen  umgekehrt  proportional  setzt.  Aber  man  ka^ 
auch  bemerktermassen  eine  Formel  suchen,  welche,  ohne  direc^ 
Bezugnahme  auf  liqiiivalente  Distanzen,  Masswei-lhe  hergiebt,  die  t\vf^ 
Princip  ilcjuivalentei'  Distanzen  entsprechen  und  solche  selbst  rec^ 
nungsweise  abfeiten  lüsst.  Den  ersten  Weg  bat  Vierordt  eing^ 
schlagen    und    auf  ein    praklisclies   Verfahren  gebracht,   den   zweite^ 


fi7^ 


Ueiier  die  i^Iassrestimiuungün  des  Ralmsinnes. 
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Weg  Müller   tiud    jrli.     Kasst^n    wir   nun    hier   ileii   erslcn  Weg  in's 
Auge,  um  auf  den  zweiten  im  folgenden  Abschnilt  zu  kommen. 

Der  Vierordl'sche  Weg  Iial  ausser  dem  Vorllieil,  auch  Solchen 
zugänglich    zu   sein,    die    mit    Formeln    Überhaupt    nicht    umzugehen 
Nvissen.  den  Vorlheil,  von  der  Frage,  welche  von  den  vorgescldagenen 
Formeln  den  Vorzug  verdient,   und  ob  eine  solche  ülierhaupt  genügen 
kann,  unabhängig  zu  sein,  unterliegt  aber  allerdings  einigen  unten  zu 
betrachtenden  Nachtlieilen,  von  denen  eine  triftige  Formel,  gelingt  es 
anders  eine  solche  zu  finden,  frei  ist.     Auch   gestallet   eine   solche, 
die   Massverhaltnisse    der  Empfindlichkeit    unmittelbar   unter   einfache 
Ausdrücke  zu  bringen,  und   Fügl  sich  dadurch  allgemeineren  Betrach- 
tungen   und  Verwendungen,    was   nicht   eben  so   in    der  Natur   des 
V  ierordl 'sehen    Verfahrens    liegt.     Wenn    ich    nun    aus    diesen    Ge- 
sichispunkten  den  Formelweg  im  Ganzen  vorziehe  und  nur  möglich- 
sten Fleiss  darauf  wende,  die  triftigste  Formel  zu  linden,  so  verdient 
doch  das  Vierordl'sche  Verfahren  um  so  weniger  achtlos  bei  Seile 
"ftelegt  zu  werden,    als   es   nicht   nur   sehr   sinnreich    ist   und   so   zu 
®3geo  den    ersten  Schritt   zu    einer   allgemeinen   Massbestimmung    in 
unscrra  Felde  darstelllj  sondern  auch  in  gewissen  Grenzen,  nämlich 
flii-    den  Bereich  höherer  Ö-Werlhe,   als   naheliin   zulrelTend   an   sich 
**^cl  mit  jlem  Formctuege  zusammentreffend  gelten  kann;  wonach  ich 
•^»clvl  unterlasse,  folgends  etwas  näher  darauf  einzugehen. 

Unmittelbar  gelangt  man  llbcrhaupl  durch  die  Versuche  nach 
**rkserer  Methode  zu  keinen  ilquivalenten  Distanzen  im  obigen  Sinne; 
*Jenn  gesetzt,  man  stellt  auf  zwei  Ilaultheilen  Beobachtungen  mit 
ueoseiben  Werlhen  i>  an ,    so  wird  der  empfindlichere  Hauttheil  ein 

grösseres  -  oder  einen  grösseren  procentalen  Werlh  r  f[  dafür  liefern, 

«*ls  tifr  minder  t'nj|>lindliche,  und  hierauf  lössl  sich  unmittelbar  wohl 
•5»n  Urlheil  ülier  die  grössere  oder  geringere  Kmplindlichkeit  des 
Ginvn  und  andern  Ilautlheiles,  aber  kein  Mass  vergleich  derselben 
gründen,  wozu  nicht  gleiche  Distanzen  mit  verschiedenen  r^,  son- 
dern versfhicdene  Di.stanzen  mit  gleichem  r  JJ  auf  den  verschiedenen 
"yuulmilrn  boslinunt  sein  müssen,  und  wie  liiezu  ohne  langwieriges 
'atonncment  gelangen?  Nun  kann  man  zwar  auf  dem  Formclwege 
von  crsteren  auf  letztere  zurOckkonunen;  aber  das  Verfahren  Vier- 
^''t't's  soll  eben  den  Formelweg  ersparen. 

12» 
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Eiüe    iiullicolisclio    Angabe    Vierordt's    über    sein    Yerfalireo] 
erinnere  ich  mich  nur,  bei  Camerer  in  s.  Abb.  No.  1  p.  19  milder 
Bemerkung  gefunden  zu  haben,    class  sie  ihm  von  Vierordl  luh^l 
Iheill    sei,    wogegen    sich    die    nach    diesem   Verfahren    gewonuPDe, 
unten  wiederzugebende,  V'ierordl'sclic  Scahi  niil  Zusatzbemerkungeo 
von  Vierordl  in  seinem  »Grundriss  der  Physiologie«  S.  Aufl.  1871| 
p.  3 IG    lindet.     Das    Verfahren   selbst  koniml    nach    Anhull   an  jene] 
Darstellung  darauf  zurück,  dass  Vierordl  niillelsl  eines  graphischec 
luUT|iüla(innsv('rfahrens   zwischen  den  r^  ')   der  in  den  Versuch  ge-| 
nomnienen  aligesluflei)  />'s  jedes  llaullheiles  ermiüell   hat,  welche//! 
auf  demselben    llautllieil    angewendet    werden   niUsslen,    um   gerade 
20 1{,    30j],    iOj{   u.  s.  w.  bis  zu    IOÜ[}    richlige  Fltlle,    hiemil  äqui- 
valente Distanzen  für  diese  r  [J    auf  den  verschiedenen  Ilautlheilen  zuj 
erhallen;  und  um  eine  möglichst  allgemeingültige  Scala  derselben  zaj 
gewinnen,    hat   er  die  Gesanimtheit  der  in  seinem  Institut  bis  (laliinj 
von  tlen   verschirdiMisten  Iteobachlern   an  den  verschiedensten  Tlii'ikflj 
aiigestelllrn   Versuche,  mehr  als  Üt)ü()'  Einzel  versuche  befassend,  /ur] 
liesLitmnung  zugezogen '  *). 

Statt  des,  bei  r]l  =  lüt)  jeweils  erhaltenen  Nadetabslandes  \vur<i^ 
nun    iilK'tall   die   Zahl    1000    eingesetzt    urxl    die    übrigen,    für   21^ i 
3(1 !!    u.  s.  w.  gefundenen,   NadelabstiUule  ini    Wrhüllniss  biezu  au: 
drückt,    kurz    danach    reducirl.      Endlich  wurden  von  allen  so  rC^O" 
cirfen  Nadclabsliinden,   welche  einer  und  derselben  IVocenIzald  r»^''' 
liger    Falle    entsprechen,    ilie    arithmetischen    Mittel    genoouuen.        ^^  i 
gelangte  Vierordl   zu   folgender  Scala   zusammengehöriger   rjf   tioo 
/i,  die  ich  hier  so  gebe,  wie  sie  mir  nicht  nur  früher  von  VierorrfJ, 
selbst  privatim  milgetheilt  ist,  sondern  sich  auch  in  den  oberen  Zai^| 
len  der  von   ihm  verzeichneten  Curve  in  seinem  Giunth.  [i.  31  ß  limlcl, 
nur  dass    da    verschrieben    oder    verdruckt   554   statt   524    und  ö76 
statt  507  steht***). 


ä    iinl*»  ~ 


•)    Die    rff    sind  von  Vierordl  n.trh  einor  Dt!in«'rkiinfi  in  s.  Gnimlnss  iinl«f 
Wegiassung  der  iin<.Mil.sc]rtüilt"nL*n  Füllt!,   iilso  narh  Kcdinliouswcisc  a  bestiiniul. 

*•)   Die  wollt  ersl  spüter  angesteltten  Versuche  von  Giirttner  und  Sctiimpf 
tlürflen  hierin  nocli   nirlit   mit  inhej^riiren  sein. 

■**)    Die  UHlcri'O  Xiililen  derstdljon  Ciirvi'  enlsprcrlicii  meiner  friilicrcii  einfach' 
Konnel,   in  welche  die  Conslnnle  k  noclt  nicht  ruil  eingeht,   und  die  ich  für  Ueine 
Di^tiiiizen  nicht  nielir  /.iiliirigticli   ti.ille. 
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Leueii  uie  Maüsdestimmingkn  dk,s  Halmsühnes. 
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r^ 

0 

1     '' 

u 

100 

!000 

50 

439 

95 

H6I 

45 

4H 

90 

776 

40 

385 

85 

680 

35 

359 

80 

634 

30 

332 

75 

599 

25 

3Ü6 

70 

559 

f    20 

277 

65 

534 

60 

495 

55 

467 

Nach  ilieser  Tiibelle  nun  woiss  man,  wenn  auf  einem  gegehe- 
iii'ti  Hiiulllieil  bei  einem  i-cwissen,  auf  beliebige  Einheil  bezogenen 
/),  z.  B,  bei  l)  =  !0  Mill.  ein  rjf  z.  B.  =  85  erhallen  wird,  dass 
ein  f|^75  auf  ilemselben  lliiultheile  erhylteri  werden  wii'd  bei 
t'inciii  fl,  welches  sich  zu  10  .Mill.  verhalt,  wie  sich  599  zu  680 
verhält,  sofern  diess  die  in  der  Vi  er  ord  l'sdien  Tabelle  zu  rf  ^  75 
lind  85  zugehörigen  />-Werlhe  sind;  und  wenn  mau  auf  zwei  ver- 
schiedenen Mautlheilen  die  verschiedenen  />\s  beslitiKut  hal,  die  dem- 
selben fg  enlsj>rechen,  so  wird  man  nach  dem  i'rincip  der  Vier- 
ordl'scheu  Tabelle  in  dem  VerhJiltnii>se  dieser  D's  das  allgemeine 
Vinluillniss  der  Da  haben,  die  auf  diesen  HauUheilen  irgend  welchen 
gleichen  rj  enlsjirechen. 

Gegen  die  Wahl  der  mit  D,,,^  zu  bezeichnenden  Minirnaldistanz, 

lH.'i   welcher    /'S  =  lUO    wird,    als    (iiiiiidmass    zum    Vergleich    der 

übrige»  Distaivzen  damit,   liissl  sich  nun  freilich  der  Einwand   erheben, 

•^JKs  diese  Distanz  If       viui    dei'  Grösse    der   Tolalzalil    u   der    Hille 

'"'*  abliilngig  ist,  nilmlicb   ilurrhsehnilUlieli   iriii  so  gi'össer  uusfäilll,  je 

«^''üsiser  H  isl;  wie  sich  nicht  nur  theoretisch,  sundern  auch  empirisch 

'•i^'SUiiigi  linden  liissl.     In  der  Thal,  wenn  ein  gewisses  D  der  kleinste 

"^''Ih  i.st,  welcher  bt'i   /i=r10U   alle  Fülle  richtig  giebt,  mithin  diess 

^als /^,     i'rscheinen  liisst,  kann  doch  bei  »  =  20(1  oder    1000   recht 

^*oi||    ,jQj.|,    ^^\^^    ^^^\^^^.   j,,,.   y,|(](.f,.    fidsehe   Fall    z    unleHuuien,    hiemit 

"'o*»^5    /;   ilie  Bedeulung   des    />,„^    verlieren;    es   hat   diess   |>rim:i()iell 

S'*''   Weine  Grenze,  sodass  ein  absolutes /J.     blos  für  ein   unendliches 

"  «irnichmbar    ist,    was    nicht    nur   e\j>erinienlell  niclu'  erreichbar  ist, 

5sond^,.jj   sich    auch    der  gra|)hischen   liilerpolaliun  entzieht.     Wirklich 
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geben  die  von  mir  tlaranf  untersuclilen  nllereu  Camerer'scbea 
Reihen,  deren  Werlhe  ig  sowohl  aus  »  ^  äOO  als  «^  100  abge- 
leitet vorliegen,  Tür  u=  100  natürlicherweise  doppelt  so  viel  Keihen 
als  fUr  «  =  200,  aber  weil  mehr  als  dop[)eIt  so  viel  Werthe  f)^^^. 
So  halle  Hedwig  im  Ganzen  (nur  luil  Ueiseitlassung  des  Oberarms] 
18  /i,^^,,  für  11  =  200,  hingegen  48-  für  Theilung  derselben  Fülle  in 
n—  100;  kla  ^  fiir  n  =  200,  17  für  n=  100.  Die  Tübinger  Be- 
obachter aber  liaben  keineswegs  alle  hei  (.lenisclben  ti  beobaehlel. 
und  selbsl  vielfach  bei  verschiedenem  />'s  gesvechscll.  Ausserdem 
hat  die  genaue  Hcstimuiung  iles;  wirklich  niiniuialeu  />,,,„  bei  jedem 
n  ihre  Schwierigkeit. 

Inzwischen  Irillt  diese  üeiuerkung  nichl  die  IVifligkeil  des  Ver- 
lahrens  Überhaupt,  sondern  eiien  blos  die  Wahl  dvri  f)^^^  als  Grund- 
niass,  mit  dem  man  die  andern  />'s  vergleicht;  diese  aber  behalten 
rUcksichlslüs  auf  den  Werlli  von  If,,^,,.  den  man  fili  r  Jf  =  100  an- 
setzt, und  ob  man  die  Seala  Uberliampt  bis  ;  {J  i  1 00  fortsetzt,  das 
aus  dem  lnt<«rpoliilionsverl'uhren  hervorgx'hende  \erhiillnrss,  und  so 
ist  auch  CaujercM*,  indem  er  diesem  Verfahren  seine  Ullern  Ver- 
suche unter/üg  (No.  1  p.  19}  nur  bis  zu  f-^  =  95  aufwiuis  cianiit 
gegangen,  welchem  in  Vierordl's  Seala  ein  Z)  =  851  zugehürl. 
Kurz,  von  hiei-  aus  erliebt  sich  kein  wesentlicher  Einwand. 

Ilienacli   Hess  sich  zusehen,  wiefern  die  von  Camerer  in  jen 
Hlteren  Versuchen  gefundenen  VerhUlluisse  mit  den  obigen  in  Vierord 
Scala  stimmen;    und    der  von  r }{  =  0;>  bis  rg  =  So  herabgefüh 
Vergleich    ergiebl    eine    sehr    zufriedenstellende    Ziisammensliamiui 
zwischen  beiden,  nitmlich:*) 


95 


85 


75 


65 


ao 


»I 


851 
850 


680 
684,7 


599 
595,9 


524,8 
527 


i67 
471,5 


Vicrordl 
Caiuerer 


Nichl  minder  stimmt    in   diesen  Grenzen    das   Ergebniss   iuein6| 
früheren  einfachen  Formel,  in  welche  eine,  gegen  höhere  />'s  weniger 

*]   Cninuror   giobl    in    dieser    Zusammenstellung;    als  Vi  cro  rdt'sche    Zahl 
stnU  der  obigen,    wciclio  der  Tal>clle  .S.   4  77   cnlnottiinon  sind,   vicliiiplir  folgenc 
STiO,    CiH'6,    591.   524.    46a;    Jüdi  simi  das  nichl  die  vud  Vierord  l    Uirecl   ua 
sciueiu    Verrubren   gefundeaea,    sondern    aacb    meiner  früheren   einlachen    Foi 
von  ihm  corrigirten. 
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in  Betrac'lil  koniiiiciulc  ConsUmlt.'  {k)  bei  Seile  i^ehissen  isl,  luil 
Vierordfs  obigen  Zaiileii  sein-  tialie  übeiviu,  iiiiiii  hat  iiaiiilicli  iiarli 
RdmiioM  der  Ei'ij;ebniiii:e  meiner  Fonnel    aiir  Vieroidl\s  üinheil**) 


95 


UO 


85 


8ff 


7U 


6& 


60 


851         776        680         G3h         S»9         559         594         495         467 
866,5     757,5     688,8     635,9     593J     556,5     524,3     495,4     469,t 


Vierordt 
Fechncr 


Ntir  (»Ol  den  zwei  allerhüchslen  r^,  d.  i.  'H>  und  95,  gehen  die 
Ziilik'ii  lüi'  b  zwischen  VierorilL  und  Fechner  etwas  stark  aus- 
dnandei';  dass  aber  jedenfalls!  das  Vierordt'sche  D  für  r  J{  =:  90 
tiJL'U'i  in  .Nachlheil  gegen  das  Feeiiuer'scbe  ist,  ergiebt  sich  leicht 
aus  (k'ui  Vergleich  des  Ganges  der  beiderseitigen  Ditl\3renxen  xwi- 
scbeu  den  aufsteigenden  //'s,  vvesshalb  auch  Vierordl  sich  zu  einer 
Correciion  des  D  ftir  dieses  rf  nach  meiner  einfachen  Formel,  welche 
ilnu  ibrnals  allein  vorlag,  entschlossen  hat. 

Inslri'ilig  nun  spricht  diese  nahe  üebereinstinimung  zwischen 
Vierordt,  tlanierer  und  rnir  von  vornherein  eben  so  ftir  Vierordl's 
Vtirryliruiigsweise  als  (^amerer's  ülleie  Versuche  als  meine  einfache 
torinel;  und  es  kann  zunlichst  nur  auffallen,  dass  eine  solche  nahe 
Lebereinstiuinuing  überhaupt  tnOglich  war.  Die  Versuche  im  Ttlbinger 
Inslilul,  deren"  Kesultale  Vierordt  in  seiner  Scala  zusam menge fasst 
hat,  sind  doch  nach  früher  gemachten  Bemerkungen  nicht  alle  ver- 
iilt'ichbar  unter  einander  und  mit  Camerer's  Versuchen  angestellt,  und 
liioini'  einfache  Formel  genügt  nach  dvn  neuen  Versuchen  (Camerer's 
iiiclil  vüllsttimlig,  unti  hat  desshalb  sptUer  einer  allgemeiner  zutrellen- 
tl«*!!  Platz  gemacht  Mau  muss  also  glauben,  dass  auf  Abweichungen 
iliiiitir  verschiedenen  Bcstimmungswege  obeihalb  r|j  =^  lyö  Uberhau[it 
nicht  viel  ankommt;  unter  /•  *  =  55  ist  aber  von  Gamerer  der 
Vergleich  seiner  Versuchscrgebnisse  mit  den  Vierordt'sehen  Zahlen 
ni'"lit  fartgeführl;  und  schon  die  Ergebnisse  meiner  einfachen  Formyl 
s'iiüuien  nach  dcmgenUiss  vorgenonmiener  Prüfung  nicht  sonderlich 
ri't  den   Vierordl'schen   unter  J"-jJ=  55;   um    so   weniger  können 

*)  Dieso  Reduclifm  isl  dadurch  gesctielien ,  dass,  wi'oii  —  l'  die  Summe  der 
^'*rordl "schon  Zahlen   für  ilie /J,    2.'F  die  dt-r  Focli  ner'sctieu  täl,  juilc  ciuzelne 

FcchoDr'sche  Zahl  mil  X--   mulliplicfrt  ist. 
2.P 
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die   meiner   vollsüindigeren  Formel    damit   stimmen,   welche  sich  au 
den  kleinen  Distanzen  der  neuen  Camerer'scheo  Versuche  gilt  be- 
sttitigt,  indess  die  einfache  Formel  hier  nicht  mehr  ausreicht;  wünddi 
ich  CS  allerdings  bedenklich  halten  muss,  die  Vierordt'scheo  Zahh 
unlei'halb  r-g-  ==  55  noch   Cilr  massgebend  zu  hallen. 

Der  [>iiucipiellsle  Einwand  gegen   das  Vierordt'schc  Verfahr 
aber,  wenn  es  bis  auf  kleine  Distanzen  ausgedehul  werden  soll,  i^ 
dieser. 

Die  Construction  der  Vierordt'schen  Scala  ftlr  den  Einplind 
lichkeilsvcj-gleich  setzt  beinerkleniiafisen  voraus,  dass  die  Distanz 
welche  ein  gleiches  rg  auf  verschiedenen  llaullhcilen  geben, 
niederen  und  höheren  Distanzen  ein  gleiches  Verhiillniss  zu  einand* 
behalten,  womit  natürlich  zusanimenhllngt,  dass,  wenn  von  i\ 
llaullhcilen  A,  B  der  eine  hei  kleinen  Dislanzen  grössere  r\ 
H  giebt,  diess  auch  bei  grösseren  Distanzen  der  Fall  sein  svli 
aber  diess  ist  keinesweges  allgemein  der  Fall,  .sondern  das  VerhJl 
niss  des  Vortheils  Underl  sich  im  Allgemeinen  im  Uebergange  m 
den  kleineren  zu  den  grösseren  Distanzen  und  kann  sich  selbst  ut 
kehren,  ohne  dass  Bcobuclitungslehler  oder  üngleichrürmigkeilen  cSef 
Emplindlichkeit  zur  Erklärung  hinreiclien.  Das  Vierordt'sche  Priiicij» 
giebt  hievon  keine  Rechenschaft,  und  Vierurdt's  Scala  reprHsenlirt 
diesen  Umstand  nicht,  indess  die  Möglichkeit  solcher  Umkehr  sowohl 
durch  meine  als  Muller's  Formel  reprüsentirt  wird.  Inzwischen 
liirulert  diess  nicht,  dass  fiii'  grössere  Distanzen  das  Vierordt'sche 
Princijt  und  die  Vierordt'schc  Scala  nahehin  richtig  bleibt,  weil 
der  constante  Werth  (/c),  von  dem  diese  Möglichkeit  der  Umkehr  ab- 
hcingl,  nach  Massgabe  als  D  wuchst,  an  Einlluss  verliert,  wie  weil 
hin  (im  XIL  Abschn.)   zu  zeigen. 


XII.  Massbestimmuiig  durch  Formeln.    Miillt^r's  Fonue, 

(M)  uuil  meiue  Füiiiicl  (F).    Einige  fundamental 

Discussioueu  mit  Müller. 

Es  sind  mehrerwidintermassen  bis  jetzt  zwei  Fornjcln  für  .Mai 
bestimmung  der  extensiven  Emplindliclikeil  der  Haut  aufgestell 
worden,  eine  solche  von  Müller  {M)  in  seinei-  S.  118  erulihntei 
Abhandlung  und  eine  solche  von  mir  (F)  in  m.  »dlovision«  p.  425,   wa 


i 

me 


Uebbr  di£  Maüsdestimmilvcen  des  Raumslnnes. 
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'wischen  die  Entscheidung  theils  nach  (heorelischcn  Gesichtspunkten, 
Ibeils  auf  empirischen  Wege  zu  suchen  ist.  Auf  ersten  Weg  wird 
schon  in  diesem  Abschnitte^  auf  den  zweiten  erst  im  XVI.  Absclinille 
»aber  eingegangen  werden;  die  letzte  Entscheidung  ist  jedenfalls  blüs 
auf  dem  zweiten  zu  finden.  Vor  Eingehen  auf  den  Streit  beider 
Formeln  aber  richten  wir  erst  das  Augenmerk  auf  die  ihnen  gemein- 
samen Gesichtspunkte, 

Beide  Formeln  sind  als  Grundformeln  Inlegralformeln,  wclclio 
sich   auf    keinen    endlichen    Ausilruck    recluciren    lassen,    indem    in 
lieide  das  Gauss'sche    Integral  der  Kehlerwahrscheinlichkeit,  nur  in 
hr  verschiedener  Verwendung,  eingeht.     Unmittelbar  lös&l  sich  da- 
ht:r  weder  von  der  einen  noch  andern  Gebrauch  für  unsere  Zwecke 
machen,  wohl  aber,  indem  man  sie,  nacli  schon  früher  (S.  165)  ge- 
machter kurzer  Bemerkung,  in  eine,  für  beide  verschiedene,  Funda- 
mt'Dlaltafel  übersetzt,  welche  im  Sinne  der  betrelfeuden  Grundlbrniel 
zu  jedem  Werlhe  rj   einen  Werlh  t  {oder  t)  giebt,  dessen  Be/iehiing 
m  den  Masswerlhen  der  extensiven  EmpündlichkeiL  durch  eine  sehr 
eiofache  Formel  gegeben  ist,  die  wir  die  secundlire  nennen  wollen. 
Diese  .secundöre  Formel    mit    dei    /ugehürigen  Fundamentaltafel    vei- 
Irill  für   die    praktische  Verwendung    und    empirische    Piilfung    voll- 
lommen  die  Grumlformel  selbst,  und  es  würde  müssig  sein,  auf  diese 
selbst  zurückgehen  zu  wollen,  so  lange  uian  nur  eben  die  piaktische 
Verwendung  und  Piiifung  der  Formel    im  Auge    hat.      Da    es    indcss 
inj  theoretischen  Interesse    doch    uölhig  ist,    auch    die  Grundformeln 
j^lbi^l   und    die    Gesichls|nmkle,    aus    denen    man    dazu    gelangt    ist, 
Leonen  zu  lernen,  so  wird  zuletzt  noch  darauf  eingegangen  wer{len, 
oachdem  wir  zuvor  die  secundiiren  Formeln    angeführt   und    für   die 
davon  zu  machunde  Anwendung  erlliuteil  haben. 

Beide,  Müller  und  ich,  bezic^hen  unsere  Formeln  principiell  auf 
die  l'nlerscheidung  nur  von  zweierlei  Fallen,  richtigen  und  l■al.>^chel^, 
uach  Müller  r  und  /',  nach  mir  r  und  :.  Wo  bei  den  Versuchen 
ooch  Zwischenfälle  vorkommen,  wiid  dieselbe  Formel  von  Mull  er 
einmal  auf  die  r  ohne  Zurechnung  der  Zwischenltille,  zweitens  auf 
die  r  mit  Zurechnung  derselben  angew  andl,  wovon  ersteres  bemerkter- 
musaeü  uasenu  Verfahren  «,  letzteres  unserm  Verfahren  ^i  entspricht 
(s.  S.  lii),  ohne  dass  er  eine  Zurückführung  beider  Bestimuumgen  auf 
eine  einheitliche  vornimmt,  wogegen  von  mir  im  Falle  von  Zwischen- 
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a 
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ßlllen  zunattisl    dir»  Frage   freigtilaüsen    wiid,    ob   die  Redui 
/vveieiiei  Rille  nach  f«,  nach  ff  oder  nacli  einem  Millel  zwischen 
den  ;'  zn  L;csthelien  lialie,  indem  diesss  von  einer  eiTahiungsiniissigen 
Piüluni;    ahlUiTij^iü;    geniaclil    wiid.      Im   l*rin('i[t    der   Aufstellung    u 
Verwendun:^  der  Fonneln  selbst  ilndert  sich  jedoch  durch  diese  Vi 
schiedenheit  nichls.    Llehrigens  isl  dieser  Unlerschted  zwischen  .Muller 
lind  mir  schon  früher  (S.    I  iG)  hinreichend  bes|>io(;hen.  ^M 

Die  im  lobenden  Abschnill  niil/.udieilenden  Fiindanientallafeln 
sind  für  procenlale  WerÜie  von  r  aufgeslellt.  Wii-  gehen  also  niil 
dein  irgendwie  rediieirteu  r}{  in  die  M  Uller't.che  oder  Feehner'sche 
Fimdiunentallarel  ein,  je  nachdem  wir  die  eine  oder  andeie  Formel 
[irüfen  oder  verwenden  wollen;  und  linden  dazu  einen  VVerlh  /. 
Müller  hat  dafür  die  Bezeichnung  t,  die  idi  aber  aus  dem  formellen 
Lirundc  leichteren  Vergleiches  beider  Formeln  durch  den  von  mir 
l'ur  beide  gemeinsam  gebrauchten  Buchstaben  l  ersetze,  ohne  dass 
diess  in  der  Sache  etwas  ändert. 

Der  zu  rf  zugehörige  Weilh  l  der  Fundanicnlallafeln  geht  n 
bemerkterniassen    als   Vertreter    des    r%    in   die    seeundiiren    Formeln 
ein,  von  denen  wir  Gebrauch  zu  machen  haben.     Es  sind  folgen^ 

t  ^z  fiD  -\-  k  nach  FecJiner  (F) 
/  =  fiD  —  k  nach  Müller  (M), 

worin  Ä,  k  für  den  ganzen  Bereich  der  Distanzen  und  filr  die  ganze 
Dauer  dei-  Versuche,  wofür  die  Formeln  gelten  sollen,  als  constanl 
anzusehen  sinil,  so  lange  man  den  Uauttheil  und  die  Umslände  der 
Versuche  nicht  wechselt. 

Beide  Formeln  haben,  wie  man  sieht,  eine  ganz  entsprechende 
Form,  nur  dass  bei  M  an  die  Stelle  des  positiven  Vorzeichens,  was  I; 
bei  F  hat,  ein  negatives  Irilt;  die  Bedeutung  und  der  Werth  der 
Buchstaben  aber  ist,  abgesehen  von  ß,  in  beiden  Formeln  sehr  VH 
schieden;  und  hienach  könnte  es  überhaupt  unzweckmiissig  scheinen, 
dieselben  Buchstaben  dafür  zu  brauchen,  wenn  nicht  an  der  analogen 
Form,  welche  die  Gleichungen  für  t  dadurch  erhalten,  geuieinsame 
Punkte  der  Berechnung  hingen,  ileren  Darslellung  sich  dadurcli  ver- 
einlacht. Eine  Verwechslung  der  Bedeutungen  ist  aber  nach  den 
bestimmt  unterscheidenden  ErkUlrungcn  darüber  nicht. möglich,  wenn 
man  nur  immer  die  respeclive  Beziehung  auf  M  oder  F  dabei  in 
Auge  behält. 


UkBEU   DIK    MASStlKSTniMlNGEN   DES  RaLJMSINNBS. 
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Insofero  der  Wrrlli  /  urul  iiiilhin  »hncli  Vriiiiillliing  der  Funda- 
fteßlallafel)  der  Werlh  rg  bei  gei^ehenem  I)  von  der  Grösse  der  Con- 
laulen  h,  k  abliüngt ,  niUürlirherweise  aber*)  die  Kmpliiidlirhkeil 
nncs  HiiiiHbeiles  für  um  so  grösser  yellen  muss,  je  grösser  r  jj  hui 
legehenem  Ü  ist,  können  die  llonsUinleti  h,  k  aus  iillu;eineineui  Uc- 
nchl>|>unkte  als  charakteristisch  für  die  Eni[ihndlicttkint  eines  Haul- 
lieils  angesehen  werden;  und  zwar  gill  diess  princi])iell  sowohl  lilr 
lie  Formel  M  als  F.  Also  besieht  die  Aufgabe,  für  jeden  Haulllieil 
iese  CoDslanlen  zu  bestimmen,  was  aus  den  auf  demselben  ange- 
iteltteo  Beobachtungen  selbst  geschehen  kann ,  wie  weiterhin  (im 
SIV.  Abschn.)  angegeben  werden  wird.  Ist  es  geschehen,  so  ge- 
winnt man  durch  Sulistitulion  dieser  Werthe  h,  k  für  jrden  Hiniltheil 
insfaesonderc  in  die  allgeiueino  Formel 

t  =  hU  ±  k 

(ualer  Anwendung  des  oberen  oder  unteren  Vorzeichens  je  nach  F 
oder  M)  eine  Specialfornnel  für  einen  jeden,  welche  zunächst  Folgen- 
leistet: man  eriitilt  danach  fur  jedes  />  einen  Werth  /,  der  inil- 
I  der  Fundamenlattafpl  zu  einem  zugehörigen  Werthe  rj  führt; 
ikhI  hüll  man  den  aügeraeinon  liegrilT  eines  Erajdindüchkcitsraasses 
/est,  wonach  die  extensive  Kmpfintllichkeit  umgekehrt  proportional 
Werlhen  D  ist,  die  das  Gleiche  für  die  Emplindung  leisten, 
falls  also  das  gleiche  rg  liefern,  so  lassen  sich  diese  äquiva- 
enten  Distanzen  und  hienach  >lassverhaltnisse  der  Empfindiiclikeil 
lof  verschiedenen  llaulthcilen  nach  der  einen  wie  andern  Formel  in 
aläbald  anzugebender  Weise  finden. 

Allgemein  k'ann  man  sagen,  dass  die  Empfindlichkeit  jedes  Haul- 
Ibeiles  von  zwei  Werlhen  abhtingl:  einem  mit  den  Distanzen  propor- 
ioaalen  hl)^  der  für  die  Einheit  der  Distanz  auf  //  zurückkommt, 
md  einem  von  den  Distanzen  unabhängigen  k^  und  dass  zwei  Haut- 
heile bei  solchen  Werlhen  /)  das  gleiche  r%  geben,  mithin  in  diesem 
linne  äquivalent  sind,  bei  welchen  das  l  :=  hD  -\-  k  des  einen,  wo- 
•on  sein  r^  nach  der  Fundamenlaltafel  abhängt,  dem  des  anderen 
■Hdi  ist. 

"  Seien  also  für  einen  Hautthed  A  die  Werthe  h,  k  gleich  A^,  /i^,, 
ir  eJoen  andern  B  gleich  A^,  kf^  gefunden,  mithin  allgemein 


*)  Wenn  Müller  dieser  nalürlich  solieineiulcii  Atirfassuiig  ilücli  widerspridit, 
wird  die»s  unloo  seine  Üerücksiclilifjiuig  finden. 
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für  A 


/^  =  A„ß„iA 


tb  =  h  ^i  ±  h    » 

und  es  werde  zu  einer  belici*igen  Distanz  1)^  =  a   auf  A  die  äqui- 
valente Df^  ^  b  auf  ß  gesucht,  so  setze  man  unter  Substilutiou 
b  und  a  für  K^  und  //^  in  vorige  Formeln 

fa  =  ';.   tl'  i-    ffa  ■  "  ±  /.-^  =  Ab  •  6  ±  A-fc 

und    beslirumc    hieraus   das   Aeciuivalenzverbültniss  -,  was  man  er- 

a 

reicht,  wunn  man  auf  beiden  Seilen  mit  !'.  ,  a  dividirt  und  -  auf  ei 
Seite  bringt.     So  erhält  man: 

^^K-^  '^a  —  h 
u       hl,  hl,  a 

eine    Formel,    welehe    dem    Prineip    des    Vierordt'schen    Verfahrensj 
entgegen  zu  dem  an   sich    merkwürdigen,   doch    der  Erfahrung   ed^| 
sprechenden,  Ergebniss  führt,    dass  das  Verhllltniss  der  äquivalenten 
Distanzen  sirh  mit  den  Distanzen  selbst  ändert,  indem  dem  VerhüD- 
niss  -  auf  der  einen  Seite  der  vorigen  Gleichung  ein  Werth  auf 
anderen  Seile  enlspriciil,  in  dessen  zweites  Glied  der  Werth  a  seil 
mil  eingeht j  zu  dem  der  atjuivalenle  Werth  b  gesucht  wird.     Wci 
also  z.  B.  auf  einem  HaulllR-ile  A  die  Distanz  l    JUiutvalenl  der  Distanz 
2  auf  einem  andern  Hautliieile  B  ist,  so  hat  man  nicht  zu  schliesseu 
dass  der  Distanz  S!  auf  A  die  Distanz  4  auf  It  ciquivalent  ist;  sundt 
CS  kann  je  nach  Aussage  der  vorigen  Gleichung  eine   grossere  oti 
kleinere  Distanz  als   i  sein,  welche  auf  It  dasselbe  rf  giebl. 

Diess  bedeutet  nun  nach  dem  allgemeinen  Kni|i(indlichkeitj»n)as8fl] 
dass   das  Verhtlltniss   der   Emplindhchkeiten    zwischen    zwei  Hai 
theulen  von  Stelle  zu  Stelle  wechselt,  und  zwar  gilt  diess  principit 
auch    tlann,    wemi,    wie   bei    unscrn   Formeln  vorausgesetzt  ist, 
jedem  llaullheile  für  sich  die  Eniplindlichkcit  durch  die   ganze  M 
dehnung  desselben  gleich  bleibt,  was  man  tlarun  eilcnnt,  dass  di( 
Ausdehnung  in  kleineren  Theilen  unleisucht  überall  dasselbe  r-g 
gleiche  grosse  Theildislanzen  D  gicbt.     Nun  konnte  man  hierin  eil 
Widerspruch  sehen;  aber  schon  auf  jedem  llaultheil  für  sich  kann  manT 
trotz  gleichförmiger  Emptindlichkeil  ilber  seiner  ganzen  Ausdehnung, 
von  dem  rjj,  was  bei  dem  einfachen  Ü  erhalten  wird,  nicht  nach  irgei 
einer  einfachen  Pro[iortiun   auf  das  r^  schltesscn,   was   bei  ein« 
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vielfachen  /)  erhalten  wird,  .sondern  r ^'  iinderi  sich  tuif  einem  und 
ileuiselbeu  Uaiitlheil  vom  einlachen  zum  vieUachen  D  nach  den 
Werlhen  h,  k  in  einer  Weise,  mit  welcher  die  Aendernni,'  der  Ver- 
hallnisse aijtii%'alenler  D's  auf  zwei  verschiedenen  Haiillheilen  niathe- 
otalisch  im  Sinne  der  vorigen  CJIeichung  zusammenhangt.  Auch  leiichlet 
ja  aus  allgemcioeui  Gesichlüpunkte  ein,  dass,  wenn  die  Enipfindlich- 
keil  jedes  Hautlheiles  ausser  von  einem  mit  der  Distanz  proportionalen 
Verthe  hÜ  auch  von  einem  davon  unabhängigen  Werthe  k  al>li8ngl, 
dis  Gmpiindlichkeitsverli^ltniss  zweier  llaullheile,  in  denen  //  und  k 
\erschieden  sind,  sich  mit  der  Grösse  von  /)  Snilern  muss. 

Man  würde  übrigens  sehr  irren,  wenn  man  meinte,  dass  diese 
eiilenlhümlicheu  Verhädtnisse  durch  die  Formeln  erst  eingeführt  wer- 
den; sie  bestehen  abgesehen  davon,  un*!  die  Formeln  haben  nur  den 
Sinn,  sie  schärfer  und  allgemeiner  zu  fassen,  als  es  ohnedem  mög- 
lich ^ein  würde. 

In  der  Thal,  will  man  eine  allgemeine  und  scharfe  Regel  haben, 
w  sich  das  Aequivalenzverludlniss  und  hitnnit  Eoiplindlichkeits- 
whültniss  /wischen  zwei  Haiittheileu  mit  der  Grösse  ihrer  D  iinderi, 

w  kann    man    eine    solche  eben  nur  durch  die  obige  Gleichung  für 

ff 

-gegeben    hnden,    kann    aber   dabei    folgende    Bemejkung   machen. 
Je  grti>scr  das  a  wird,  zu  ilem   man  die  Jiqaivalenle  Distanz  h  suchl, 

<l(slo   mehr    nUhert    sich    das    zweite    Glied    der  zweiten    Seile   der 

b  h 

Gleichung   für   —  dem  Verschwinden    und  hiemit  der  Werth        dem 
•^  a  u 

W'erthe  r";    und   so   kann  man,    (iiit  zur  (Ihaiakleristik  des  lümpiind- 

"6 

lifhkeilsverhiiltnisscs  zweier  llautthcile  ein  einziges  charakteristisches 
V»'r|jaliniss  zu  benutzen,  den  Grenzwerth  ,"  dafür  nehmen,  dem  sich 
das  Eniplindlichkeitsverhilltniss  um  so  mein*  nldierl,  je  mehr  die 
Distanz  a,  zu  der  man  die  ikjuivalente  sucht,  Weichst,  und  kann  diess 
VerhülUni.ss  das  Hauptverheil  In  iss  nennen;  dazu  noch  bemerken, 
dass  sich  das  wahre  Emplindlichkeitsverhaltniss  diesem  Hauptver- 
hälmiss  auch  um  so  mehi-  für  jedes  gegebene  a  nlihert,  je  mehr 
sich  k^  und  k,^  der  Gleichheil  oder  beide  dem  Verschwinden  nHhern. 

Es   wird   sich    nun   auch  leicht  verstehen  lassen,    wie  zwischen 
«wei   Uaullheileu  deraitige  Falle  eintreten  können,    dass,   bei  immer 
h    genommenen   fJs    auf  beiden,    das  l  und  mithin   —    auf  dem 
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eioen  hei  kleinen,  hingeü;en  bei  ileni  antieren  bei  grossen  ffs  üt 
wiegl.     Gellen   wir  nünilich  zu  den  Exiroraen,   so  verschwintlet 
kleiasten  fl's  der  Werth  hl)  gegen  k.  bei  grössten  hingegen  k  §ep 
hl}^  und  hlingt  erstenfalls  /,  mitliin   — ,  blos  von  A-,  zweitenfalls  Wo 

von  hl)  ab.  Sei  nun  ^'i,^f*'a->  ''^  ^^^^  ^  ^h-!  ^^  wird  nach  de 
Abhiingigkeit  des  r|  von  t  vermöge  der  Fnndamentallafel  auch  eil 
Gegensalz  im  Verhültnisse  von  r  {{  im  Uebergange  von  einem  Ki 
trem  zum  andern  eintreten  können. 

Die    bisherigen    Beliachlnngen    sind   gemeinsam   auf  die  Forn 
M  und  F  anwendbar;    hingegen   führen  beide  nach  andeien  Bezieb 
ungen   zu   sehr   verschiedenen  Resultaten,   weil   der  Lebergang  vo 
r  *   zu  /  je  nach  den  Fundaracnlaltafcin  für  F  und  iM  ein  verschiedene 
und  das  Vorzeichen  von  h  in  den  Formeln  enlgegengeselzt  isL    Metj 
nerseils  nun  wUsste  ich  die  Constanten  meiner  Formel  überhaupt  nii 
einerseits  durch   ihre   vorhin   besprochene  Leistung,    äquivalente 
stanzen    danach    linden    zu  können,    andererseits  ihre  Abhlingigkeiti 
Verhältnisse    von   den    VersuchsunislEinden    (XVII)    zu    charaklerisiröl 
Müller  hingegen  hat  seine  Formel  unter  Voraussetzung  gewiss 
Bedeutungen  ihrer  Constanlen  abgeleitet,  wovon  znniichsl  zu  Sprech« 

Seine   secimdiire   Formel    lautet   nach    ihrer    ursprunglichen 
Icilung  aus  der  Grundformel  so: 

t  =  hiD  —  S]  =  hD  —  hS  =  hD  —  k  , 

worin  S'  die  als  constant  angenommene  mittlere  Raumschwelle 
gleich  anzugebenden  Sinne  bezeichnet.    Durch  Zusammenziehung 
Productes  der  beiden  ('onstanlen  /<,  S  in  eine  Constanle  k  al>er 
winnt  er  die  secundüre  Formel,  wie  sie  oben  angegeben  und  zu 
bisherigen  Folgerungen    benutzt   ist,    bei    welchen    noch    kein    .\nl 
war,    auf  die   Zusammensetzung    des   MüUer'schon   k    einzugeh« 
Sind  A  und  h  nach  Anleitung  des  XIV.  Abschnittes  gefunden,  so 
giebt  sich  dann   daraus  S  =  -r- 

Unter  Haumschwelle  ist  der  Werth  der  Distanz  D  versland^^ 
unterhalb  dessen  die  Distanz  als  einfach  erscheint,  d.  i.  nach  mir  ein 
z  Oller  nach  Müll  e  r  /'  giebt.  Müll  e  r  denkt  sich  nun,  dass  dies^ 
Werth  im  Laufe  der  Versuche  nach  Gauss'schem  FehlergeseiH 
variirt;  das  Mittel  dieser  Werlhe  ist  S,  und  die  durchschnittliche 
extensive  Emphndlichkeil    wühlend   der  Versuche  ist  nach  ihm  reci 
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prok  dem  Werthe  S,  oder  propoilional  mit  — ;  der  Wetib  k  aber  hat 
filr  Muller  blos  eine  Nebenbedeutung.  Wenn  nSnilich  uiiler  fV  die 
lufätligen  Abweifhungen  dei"  variirenden  Schwelle  von  ihrem  Mittel 
Tprst^inden  weiden,  und  niil  A„  das  Mittel  der  d'  rllcksiclUslos  auf  ihr 
Vorzeichen  bezeiciinet  wird,  so  ist  nach  Müller  h  das  Priicisions- 
mass  dieser  Abweichungen  im  Sinne  des  G  a  uss'schen  Gesetzes  und 
als  solches   (bekannllich)  A= ^;    also    h    umgekehrt   proportional 

t\w  Mittel  der  zubilligen  Abweichungen,  mithin  nur  massgebend  für 
Re  grössere  oder  geringere  Variabilillit  der  Schwelle  rücksichtslos 
tu!  den  mittleren  Werlli  der  Schwelle  selbst. 

Freilich  hat  diese  Auffassung  der  Conslanten  ihre  Scliwierig- 
keilen,  die  abgesehen  von  jeder  experimentellen  Prübing  derselben 
Iksteheo. 

Sie   widerspricht  niinilich  ziivüidersl  der,    doch   von  vornherein 
selbstverständlich  scheinenden,   AulTassung,  wonach  \on  /,wei  Ilaul- 
lieilen  derjenige  als  der  empfindlichere  anzusehen  ist,  welcher  unter 
vergleichbaren  Umständen    bei   demselben  /J  ein  grösseres  r^  gicbt. 
Ib  der  That   hUngt   nach    Milllcr's   Foimel    t  und   mithin  r%   nicht 
blos  von  S,   sondern    (so   gut   als   nach  meiner  Formel)   auch  von  h 
i\  wie  er  selbst  p,  230  IT.  seiner  Ahh.  ausführt;  doch  soll  h  nichts 
mit  dem  Masse   der  Euipjindliclikeit  zu  schatlen  haben,   als  welches 
bkw  durch    den   reciproken  Werth  von  S,    d.  i.     ^  bestimmt  werde, 
üii'uach    aber    würe    die   Empliodlichkeit    bei   gleichem   /i  auf  zwei 
Baullheilen  A^  ß,  trotz  grösseren  /  Jj   auf  A,  doch  grösser  für  //  an- 
tunehmen, wenn  —  ==   .-    grösser   auf  D  als   A   ist,    Falle,   die   mit 
Rücksicht,   dass  k  und  S  in  keiner  nachweisbaren  Grössenabhlingig- 
leil  von  einander  stehen,    sehr  wohl  vorkommen  können.     Müller 
»elbsl  giebt  diese  Folgerung  nicht  nur  zu,  sondern  besieht  in  seinen 
kriti.'Jtthen    Bemerkungen    \y.  2^16(1'.  darauf.      Eine    solche   Auffassung 
<lier  lässt  sich  meines  Erachtens  nicht  halten. 

Denn  zuvörderst  liefert  uns  die  Methode  unmittelbar  nichts 
Anderes,  wonach  wir  die  grössere  oder  geiingerc  Emplind  lieh  keil 
Ijpurlheilen  können,  als  den  Werth  rj|;  und  Müllcr's  Auffassung 
erscheint  daher  von  vornhciein  befremdlich  und  verdächtig.  Aber 
when    wir  naher  zu,    tmtl  knüpfen  daboi  an   Inlgnndn  unzweideutige 
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Bonierkung  Mulle r's  (p.  229   seiner   Abli.)   an:   »Die  Vorau.ssetzi 
sei  eine  irrige,    dass  die  Spilzcnabsliiode,    die  erforderlich  sind, 
an  zwei  verscliiedenen  Hautslellen  ein  gleiches  —  zu  geben,  nur  vo»' 
den  Feinheilsniassen  dot;  Ortssinnes  beider  Hfnitslellen  abhängig  s\i 
und  lins  über  das  Vorliiilluiss  beider  Aiifscliiiiss  geben   können.« 

In  der  Thal  hat  man  nicht  anzunehmen,  dass  die  belrelTcnd 
Abstände  nur  vun  der  Feinheit  des  Ortssirines  abhängig  seie 
sondern  es  ist  gewiss,  dass  das  Verfahren  selbst  Zufälligkeiten  de 
äusseren  Application  und  inneren  Auffassung  der  Distanzen  einfülir 
die  bei  verschiedenen  Individuen  eine  verschiedene  Holle  spielen,  un 
dadurch  Verschiedenheilcn  des  rf  bei  ihnen  bedingen  können,  di 
man  Unrecht  thiile,  auf  verschiedene  Eniplindlichkeit  zu  schreiben;  vfl 
anderer  Seite  aber  eben  so  gewiss,  dass,  welcher  Art  diesi 
Zufälligkeiten  sein  mögen,  sie  um  so  weniger  im  Sland( 
sein  werden,  einen  richtigen  Fall  in  einen  falschen  zl 
verwandeln,  je  grösser  die  Enipfindlichkeil  ist,  dass  alä 
unter  Vorausselxung  eines  gleichen  Spieles  der  ZunUligkeitcn 
den  verschiedenen  Versuchsreihen,  sei  es  desselben  oder  verscliiedfl 
ner  Individuen,  iler  verschiedene  Procenlsalz  richtiger  Fülle  allenlir 
vcrwerthbtir  für  das  Mass  ihrer  Empündlichkeit  sein  kann,  wofür 
nur  eben  gilt,  die  zulängliche  Formel  zu  Hnden.  Nun  kann  ra^ 
freilich  eine  Volle  Vergleichbarkeil  in  Jener  Hinsicht  bei  allen  Ve 
Suchsreihen  nichl  erzwingen,  aber  doch  das  .Möglichste  tliun, 
herbeizuführen  und  zu  erhalten;  und  jedenfalls  ist  nur  ein  verglei< 
bares  Mass  möglich,  insoweit  es  gelingt,  solche  zu  erzielen,  Ai 
gilt  diess  nicht  blos  für  die  Methode  der  r.  u.  f.  F.,  sondern  ni( 
Illinder  für  die  der  mittleren  Fehler,  und  ist  an  mehr  als  einem 
von  mir  betont  worden.  Hienach  aber  Wüsste  ich  nicht,  was  hind^ 
könnte,  auf  folgende  Hetrachtung  folgende  D  e  finil  ion  zu  grUndefff 
Insofern  das  Spiel  von  ZuPalligkeilen  bei  den  Versuchen  nach  unscc|U 
Methode  vergleichbar  gehalten  wird,  kann  die  verschiedene  GrösHj 
des   r§    nur   noch    von  der  verschiedenen  Enipfindlichkeil  der  Haul- 

theile  abhängen,  und  wir  nennen  nun  die  extensive  Eniplindlichkeil, 

.  1      .       .        ' 

wi-mal   so  ßross,    w«nn    eine  Grösse  des  Haultheiles  =:  ~  hinrei( 
'-'  fix 

dasselbe  »J  herbeizuführen,  oder  setzen  sie,  was  dasselbe  sagt, 
in  Beireff  des   1%    äijuivalendMi,    Distanzen    reciprok;  ja    ich   wüs 
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Ittcht,   welche  andcro  ralionolto  Eiklüiung  über  das  EmpimdlichkLMls- 
toass  es  auf  Grund  jener  Betriiclilimi,'  geben  kiinn,    oder  welche  er- 
folgreicher zu    einer  Siicldiehen  IJnlersucliung  übci'leilen  k<»nnte,    die 
sich  hieoach  damit  zu  best^iilifligen  haben  win!.  welchen  VcrliüUnissen 
Ottd  Gesetzen  die  so  verstandenen  üquivalonlen  Dislanzen   im(erlie|<en; 
iliul  das   wird  sein  (nleressc   behalten,    auch   wenn    diese   Distanzen 
tu  (hirch  den  MittelliegritT  der  Em|ilindht'tikeit    verknilptY  wilrrlen. 
Man  muss  dabei  in  Betracht  ziehen,   dass  Ein|>iindhclikeil  überhau|>t 
0D  Begriff  ist,  dessen  Dehnition  nichts  Anderes  wollen  kann,  als  ein 
sachliches  VerhJiltniss  klar  so  zu  bezeichnen,    dass  damit  der  l'ntcr- 
aichuug   gesetzlicher  VerhJiltnisse,    welche    die  Enlsteluing   der    ICni- 
Ulindiing    belrelTen,    ein    fruchtbarer    AngrilV  gewiihrt    wird.      Sonst 
jidiwebl  das  Wort  Empfindlichkeil  müssig  in  der  Luft. 

Unstreitig  wird  sicli  wedci'  ei-scho]»fend  sagen  noch  überall  scharf 
si'hfütlen    lassen,    welcherlei    Zufälligkeiten     Uberliaupt    bei    unserer 
Mflhode   eine    Rolle   spielen,    doch    an    Mancherlei    erinnern    lassen, 
«as  jedenfalls    mit    in    Uelracht    komiiit.       So    wii'd    die    verscht*'- 
ileoe  Anbringungsweisc  der  S|)itzen  einen  zulallig   wechselnden   Ein- 
fluss  haben.    —    Wie   sehr   die   Einbildiingskralt    bei    den  Versuchen 
ttiiUpiell,  gehl    aus  dem  grossen  Unterschiede  in  der  Grösse  des  r-JJ 
je  nach    wissentlichem    und    unwissentlichem  Verfahren  hervor,    und 
vnii    wieviel    ZufUliigkeiten     mag    sie    mitbestimml    werden!    —     Da 
ridilige    und    falsche  Ktdie  nicht  scharf  geschieden  sind,    können  die 
Flillf  nach  zufilliiger  iSusserer  oder  innerer  Milhestinunung  bald  mehr 
.dahin,    bald    mehr   dorthin    \ erlegt   werden.  —  Der  grosse  Einlluss, 
<l<'n  der  Gontrast,    tl,  i.  Erinnerungsvergleich  der  gegenwilrligen  Di- 
stanzen mit  vorausgegangenen  Distanzen,  auf  den  Ausfall  in  der  Grösse 
•les  r  J    au.ssert,    ist    im   Vt.  Abscluiille   besprochen.      Nun  kann  man 
mar  den  Contrasl  von  bestimmter  Uichlung  mit  kurz  zuvor  geprüften 
Di.«;tanzen   durch    langsame   Versuchstolge   ausschliessen,    wie   in   den 
neuen    Gamerer'schen    V'^ersuclisreihen    geschehen    ist,    aber    nicht 
den  zufdlligen  Erinnerungsverglcich  mit  früher  voiangegangenen  Ein- 
drücken. - —  Alles   das    und   dergleichen  sind  Aenderungen,    die   mit 
Schwankungen   der   Schwelle   an   sich    nichts   zu   thun    haben,    und 
'  deren    Erfolg    docli    von    Müller    auf    Schwankungen     der 
Schwelle  geschoben   wird;  denn  wie  anders  bringt  Müller  solche 
in  Rechnung? 
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llD>;trcitig  zwar  ist  die  Raiimsch welle  an  sich  selbst  nicht  absoU 
unveriimlerlich;  aber  viel  wahrscheinlicher  als  Müllor's  Annahme 
scheint  mir,  dass  sie  nur  nach  Aenderung  allgemeiner  körperlicher 
Ztistlinde  allniUlige  Aenderuiigen  von  einer  Zeit  zur  andern  erPahrl, 
und  anstall  auf  ziifUllige  Aendcrungen  derselben  in  Müller's  Sinne 
rechnen  zu  sollen,  scheint  mir  riUhlicher,  sich  von  Aenderungen 
derselben  überhaupt  so  nnalihiingig  als  möglich  zu  machen,  und 
desshalb  auch  misshch.  Versuche,  die  an  demselben  Imlividmiin  in 
von  einander  entlegenen  Zeiten  angestellt  sind,  hinsichlüch  der  unter- 
liegenden Empfmdiichkeit  für  vergleichbar  zu  hallen.  Gewiss  ist, 
dass,  so  lange  die  Kicliligkeil  von  Milller's  Hypothese  fraglich 
bleiljt,  auch  die  Triftigkeit  der  Ableitung  seiner  Formel  noch  Zweifeln 
unterliegt. 

Unstreitig  aber  spielt  bei  ihrer  Aufstellung  überhaupt  eine  wes 
liehe  Holle  der  zu  beschrilnkle  BcgrilT  des  Emplindlichkeitsmass^ 
den  Miillei'  in  seinem  Buche  »Zur  Ginndlegung  der  Psychophysik« 
vertritt  und  auch  liier  in  Anwendung  bringt,  wonach  überall  das 
Mass  der  Kmplirullichkeil  nur  in  dem  nuiproken  Werlhc  des  Schwel- 
lenwerlhes  zu  suchen  sein  soll;  wogegen  ich  in  meiner  »Revis.c 
geltend  gemacht  habe,  dass  man  \ielmehr,  um  ein  allgemeineral 
Mass  auch  für  />'s  zu  haben,  welche  die  Schwelle  überschreiten  oder 
uulerschrerlen,  das  Mass  allgemein  reciprok  setzen  nitisse  dem  Werlhe 
von  /J,  der  für  die  Kinplindung  gleicliwerlhig  ist,  der  nun  aber  \m 
unsei'er -Metliode,  sei  es  nach  F  oder  M ,  nicht  blos  von  einer  tlon- 
slanle  A,  /,-  oder  S,  sondtMii  von  zweien,  hierunter  jedenfalls  mit 
von  A,  abhiingt. 

Zu     der     vorigen     llnzuLrüglichkeit     abei"     trill     noch     folgende 
zweite. 

Zunllchst  scheint  sich  allerdings  die  Müller'sche  Grunfiform? 
für  die  absolute  iMnplimllichkeitT  mit  der  wir  hier  zu  tliun  haben, 
durch  ihre  Analogie  mit  der  Formel  für  die  Llnteischiedsempündlich- 
keit  zu  em|>fehlen,  betreffs  deren  zwischen  uns  kein  wesentlicher 
Streit  besteht*),  wird  aboi*  eben  damit  dem  wesentlichen  Unterschiede 
nicht  gerecht,    der  zwi.schen   beiden  Arien  iler  Unlerschiedsemplind- 


f 


*j   VkI.   Iiieriiber  Mtillpr's  Srtirifl   «>Ziir  firimillogiinj;;   der  Psycho|iliysik « 
inriiH*   "  llesisiiiH". 


8:51 


l'EJtKtt   IHK   !MASSnESriMMlIN(iK.X   1>KS   R,U  MSINWES. 


9  t 


liclikeil  besteht,  dass  .niiiulicli  ein  Unterschied,  als  z.  B.  Gewiohls- 
Lnlerschied,  faclisch  wie  dor  Auffassung  nach  aus  driii  l'osiliven  itVs 
Nei;{ilive  übergehen  kann,  nicht  so  eine  absolute  Grösse,  wie  eine 
Diskmz.  Die  Mnller'sdie  Formel,  oder  Müller's  Auffassung  der  Con- 
slatiton  in  üciner  Formel,  sclilie.sst  aber  die  principielle  Möj^h'chkeil 
eines  solchen  üebers^anges  ein,  indem  die  Rannischwelle,  weldie 
nicbls  anderes  ist,  als  die  Distanz,  unterhalb  deren  keine  r  mehr 
auftretea  können,  danaeli  kein  Ibnderniss  iindel ,  auch  negative 
U'ciilie  anzunehuien. 

In  der  Tfiiil,  die  V'arialion  <)  der  minieren  Haumschwelle  S  be- 
folj^l  ani^cfülirtermusscn  nacli  Miilli'r  das  tiauss'sehe  Gesel/.  (h'r 
Fehlorwalirsclieiidiehkeil ,  wnuaeh  eim^  Nariation  der  Schwelle  in's 
1  nlti'sliininle  elien  so  nach  neiijaliver  als  posiliver  Seite  möglich  sein 
mils'.le;  die  mittlere  Schwelle  kann  aber  iloch  dineh  ihre  Variation  A 
;ii>M>lul  nicht  kleiner  als  ihre  eigene  Grösse,  also  nicht  negativ  wei-- 
•tcn,  kurz,  es  fehlt  an  der  zum  Gauss 'sehen  Gesetze  gehörigen 
Symmetrie  der  Abweichungen  tuicli  beith.>n  Seiten  \om  mittlem 
Wl!^tl)l^  INI  ij  Her  selbst  hat  in  s.  AbJiandtung  (p.  '208)  diese  Scliwie- 
'■'s'kcit  anerkannt,  ihr  jedoch  durch  die  Bemerkung  zu  begegnen  ge- 
'^•ii'lil,  dass  die  Formel  doch  als  eine  hinreichend  appi'oximative 
"inerbalb  der  Gienzen  der  Versuche  gültig  sein  könne;  und  hie- 
{»''rjCn  liesse  sich  allgemein  gesprochen  nichts  sagen;  aber  stellen  wir 
einmal  die  He<-hnung  nach  M  bezüglich  der  für  M  günstigsten  Gom- 
hiriation  in  der  ersten  Abth.  der  neuen  Camerer'schen  llandgelenk- 
vcrsuclie  (no.  1)  an,  d.  i.  iWU',/,  der  günstigsten  insofern,  als  sie 
nach  der  Prilfungstafel  S.  1 G8  das  kleinste  ^ >2  _  47  ijoHni,  so 
'i^igt  sich,  dass  die  mittlere  SchwankuTig  rV^  hier  mehr  als  das  li  fache 
^"11  X  belrUgl,  so  dass  nicht  etwa  blos  einige  zu  vernac.hlüssigende 
'^runzPalle,  sondern  weit  d(>r  grösste  Theil  der  nach  negativer  Seite 
"'n  gehenden  Ftllle  iinmr>glicli  wird,  die  doch  einireleu  müsslen, 
sollte  die  Muller'sehe  Formel  mit  iler  Bedeutung  der  Buchstaben, 
''*•'  ihnen   iMiiller  beilegt,   bestehen. 

In  i\vr  That  haben  wir  tuuh  der  Tabelle  B  des  VI.  Abschn.  für 
^f^y^i  in  no.    1    (nach  T,  nur  etwas  weniger  nach  R) 
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mithin 


=  ^  =  4,323  ;    S  =  ^=  2,705 

Vrt  -  0,f305  f> 

=  A-y?r=  0,6257. 
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Also  wenn  dio  Scliuellr  sich   von  ihren  .MiUrKverlhp  2,70J>  a 
um  diefje  ihre  eigne  Grösse  nach  negativer  Seite  verüntlerl  lial,  ka 
sie  sich  nicht  weiler  verändern,  ohne  negativ,   liiemit  absurd  zu  vv 
den,  hat  aber  hieinit  erst  den  0,fi2.'i7ten  Theil  des  4,323  betragenden 
iiiiulern  A^,  erreicht,  über  welchen   hinaus  nach  einer  das  Gauss'si 
Gesetz  reprüsenlirenden  Tabelle  fast  l  der  nach  negativer  Seile  geh 
den  ()  7M  suchen  sind,    die  also  dem  Gauss'schen  Gesetze   zuwi 
nicht   z(i   Stande  kointuen  können. 

Klwas  weniger,  doch   iunner  noch  ungünstig  genug,    stellt  si 
die  Rechnung  für  die    vortheilhatteste  Conibinalion   von  M   in  no. 
d.  i.  i/H>,  mit  h  =  0,H2,  k  =  0,477,  hienach   N  =  4,259,  *>„ 
5,035,  ^  r=  0,8454;   wo  itntuer  n<H*h   ungefilhr  die  llUlfle  der  n 
negativer  Seile  gehenden  Abweichungen  unmöglich  wird. 

Ich   habe  die  Rechnung  (nach  Qu.   und  T)   auch   für  die  unvnr- 

Iheilhal'toren  <!(Mnbinationen  geführt,  und   überhaupt  ftlr   ^    =    ^ 
folgende  lilrgebnisse   eihallen ,    woImm    in  Rücksicht   kommt,    dass 
kleiner  dieser  Werlh  ist,  ein  um  so  grösserer  Anlheil  von  der  Siimrno 
der  negativen  t\  unmöglich    wird.      Sollten    alle   negativen    ()    möglicli 
werden,  so  milsslo  k  \ /r  unendlich  sein. 


I 


n 


llitnil(ffl.  nii.  I 


kyn 


Naiifii'i-I.  HO.  t 


k  J/n 


silrii  filme  D  I 


k  y  71 


MWa 

7 
Mlht 

7 


5,43 
2,7t 
4.09 

i,37 
3,30 


4,42 

0,625 

0,968 

f),6R4 
0Jß9 
0,395 


5,4S 
2,4t 

4,26 
9,75 

3,87 
6,32 


f,45 

0,534 

0,845 

1,27 

0,506 

0,8t3 


2,35 
4,83 
3,02 
4,25 
2,18 
3,25 


Ret  den  Jklleren  Camcrer'schen  Versuchen,   von    denen    ich 
belreircnder  Heziclmng  die  Versuche  an  Hantigelenk,  Vola  manus   um 
Fingerspilze  für  lledufg  und   Ida.    1.   und   2.   .\bth.   besonders  unter- 
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sfUL'ht  habe  (s.  Absclin,  XIX),  nimrnl  nun  yllerdings  /iV/r  erheblich 
grössere  Werlhe  (von  1,02  bis  4,06  reichend)  an;  aber  damit  wird  der 
Lebülslaüd  doch  nur  erleichlert,  nichl  gehoben;  auch  können  diese 
Vorsuche  aus  angegebenen  Gründen  überhaupt  weniger  massgebend 
sciu,  als  die  neuen. 

Die  Volkmann'schen  Versuche  des  X.  Aljsclin.  haben  sogar 
Beispiele  geliefert,  wonach  die  Berechnung  der  Beobachliingcn  nach 
Muller 's  Formel  in  netraliven  Wcrlhen  der  intttlern  Schwelle  S  :=.  ^ 
selbst  führen  kann  fS.  173),  welche  nalUrlich  Muller  gar  nicht  zu- 
lassen darf;  und  wenn  eingewandt  werden  konnte,  dass  der  Fehler 
hier  viehnehr  in  den  zu  wenig  zahlreichen  Versuchen  Volkniann's 
als  in  Müller's  Formel  zw  suchen  sei,  so  hebt  sich  dieser  Einwand  da- 
ilureh,  dass  eine,  in  der  Thal  bcmerkenswerthe,  Itegeliiiüssigkeit  im 
Fortschritte  der  Weithe  6'  von  der  nietlersten  Uebungsstiife  1  zur 
liöcliülen  V  slatHindel,  in  der  Art,  tiass  von  I  bis  111  sich  jjositive  iS 
mit  abnehmender  Grösse,  von  IV  bis  V'  negative  mit  wachsender 
Grösse  folgen,  was  nicht  von  Unregcbnfissigkeilen  wegen  zu  geringer 
Verjiuchsiiahl  abliLingen  kann.  Gegenthuils  Itisst  meine  Formel  ntil 
nicht  minderer  Regehnilssigkeit  die  nach  ihr  berechneten  k  in  [losi- 
tiveni  Sinne  von  1  Ijis  V  wacliscii,  ohne  dass  das  irgendwie  mit  den 
l^i'Jiii-r[.)ien  ihri.'i'  Aufstellung  in  ConÜict  kommt,  und  fülnt  dadui'cii 
nur  eben  zu  einem  wichtigen  AbhUngigkeitsverhältnisse  des  Werlhes  Ä. 

Wo  k,  so  zu  su£;eu  wideruatürlich,  bei  AlileiUm}^  aus  don  Beoljatililuui^ou 
iWK'h  Müller's  Formel,  neyalive  Werlhe  annirntiil,  wh'd  bei  Hereflinuny  der 
'  Hilf})  seiner  seeundiireii  Funnel  t  =  hh  —  /r  (um  elwii  einen  Vergieic-Ii 
"visclion  Reehnimi?  niil  Beuliaoliluiii;  viirzunehmeii)  das  —  k  di^r  Fnruiel  i\\s 
positiver  Weiih  xu  hD  zw  füifcn  sein.  Üedii  l<ci  normateit»  Yerhidton,  v\u 
^  [Kisitiv  gefunden  wird,  bedeutet  das  ucf^nlive  Vorzeichen  von  k  in  der 
''*"'iiip] ,  dass  dieser  [losilive  Werlh  von  hli  attziixieheu  ist,  \vouetj;cn  im 
iilinorinen  Frille,  wo  /■•  net;;Uiv  tiefiitideii  wird,  dieser  ueyalive  Werlli  von 
''f*  abiuziehen  ist,  womit  die  ZufUgung  des  entsprechenden  jiosiliven  gleich- 
gelienil  ist. 

Abgesehen  von  vorigen  Bedenken  Hesse  sieh  noch  der  Kinwiirf 
t'fhc^ben,  dass  Müller 's  Grundfoimel  für  die  idjsolute  Empfindlichkeit, 
i"u  ilit?  sich's  Idcr  handelt,  die  (lonseijuenz  mit  der  Grundroimel  für 
iliii  Üulerschiedsi'mi»linillichkeit,  um  die  sich's  /.  B,  bei  uieinen  Ge- 
wichte versuchen  handelt,  insofern  verlttugne,  als  in  erster  die  Schwelle 
als  variabel,    die   Distanz    als  conslant  betrachtet   wird,    hingegen    in 
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letzter  die  Schwelle  als  conslant,  der  au  die  Stelle  von  D  Ireleode 
UuLerschied  aber  durch  zufällige  Fehlervorgönge  als  variabel  betrachtet 
wild;  deuQ  obwohl  es  sich  erstenfalls  um  eine  absolute  Schwelle, 
zweilenfalls  um  eine  llnterschicdsschwellc  handell,  sind  es  doch 
beidesfalls  Schwellen,  für  die  es  nicht  stallhari  scheint,  einen  solchen 
ünlerschicd  zu  slaluiren.  Allein  es  würde  principiell  nichts  hindern, 
auch  in  erster  Formel  die  Raumschwelle  S  als  constant  und  dafiir 
die  Distanz  durch  veründerhche  AulTassung  als  variabel  anzusehen, 
uiu  noch  ganz  zu  denselben  Hesultaten  zu  kommen,  da  in  die  be- 
Ireüende  Formel  iiberhau|il  nur  der  Unterschied  S  —  Ü  zwischen 
beiden  eingeht,  wobei  es  für  die  Hesullale  gleicIigüUig  ist,  ob  man 
6'  oder  b  als  conslant  setzen  und  nur  ilen  andern  Weith  nach 
Gauss'suhem  Gesetze  variiren  lassen  will,  oder  auch  beide  so  variircn 
lassen  will,  dass  ihr  Unterschied  das  Gauss'sche  Gesetz  befolgt. 
Also  hat  die  in  der  Thal  slatllindemle  formelle  Inconsequenz  der 
Ueliachlungsweise  bei  Construclion  beider  Muller'schen  Fonueln 
jcdeufalls  keine  sachlichen  Folgen.  Müller  selbst  ist  auf  das  Ver-, 
liäliniss  beider  Formeln  in  IjelreHeudei'  Hinsicht  überhaupt  nicht  oio- 
gegangen. 

Inzwischen  ist  mit  allen  vorigen  Bemerkungen  niclil  gegen  die 
Mü Herrsche  Formel  Uberttaupl  entschieden;  sondern  eben  nur  gegen 
die  liedeulnng,  die  Müller  im  Sinne  der  llerleituugsweise  seiner 
Grundfonnel  den  konstanten  darin  beilegt,  und,  wie  mir  scheint, 
gegen  die  TriHigkeil  dieser  llerleilungsweise  selbst,  sofern  sie  soli- 
darisch mit  der  Annahme  ilieser  lieiieutung  ist,  die  von  der  Grund- 
formel  in  die  secunililrc  Formel  iibeigeht.  Als  empirische  Formel 
konnte  die  Muller'sche  Forme!  mit  der  zugehörigen  Fundamentallafel 
möglicherweise  immer  noch  bestehen,  wenn  auch  die  Constanlcn 
darin  nicht  mehr  mit  der.  ihnen  von  Müller  beigelegten,  Bedeutung 
bestcinden.  und  wird  in  dieser  Beziehung  mit  unserer  Formel  spl^fl 
(im  XVI.  Absclin.)  abzuwägen  sein.  Nur  den  ihr  zunächst  scheinbar 
zukonnuenden  Vorzug  einer  rationelleren  Ableitung  vor  der  unsern 
dürfte  sie  nach   Vorigem   nicht  geltend  niaclien  können. 

Verhillt  es  sich  mit  den  bei  den  Versuchen  mitspielenden  Z^ 
talligkeilen  in  der  S.  181)  besprochenen  Weise,  so  geht  daraus  all^ 
dings  eine  au  sich  nicht  erwünschte  Folgerung  hervor,  der  tnan  sich 
aller  meines  Erachtens  nicht  enlzieln^n  kann,   dass  man   niUidicli 
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(jiiin  auf  ein  vorgleichljares  Spiel  von  Zuflilligkeileii  wio  dcti  obii^eu 
k'i  verschiedenen  Individuen  nie  rechnen  kann,  auch  stets  dahin- 
sletlen  muss,  wiefern  die  Unterschiede,  die  man  zwischen  ihren  r^ 
k'i  gfgoboncn  D  erliiilt,  vielmehr  von  einem  verschiedenen  Sjuel  der 
Zurälliii;keitcn  oder  einer  Verschiedenhcil  ihrer  Empliudhchkeit  an  sich 
aLhUngen.  Diess  liindert  aber  nicht,  sondern  macht  es  nur  um  so 
envünachter,  Mittel  wer  the  aus  den  Versuchen  mehrerer  Beobachter, 
die  unter  möglichst  vergleichbaren  üussern  Uuislänclen  beobachtet 
kibon,  füi'  den  Zweck  der  Methode  verwerthen  zu  können. 

Schliesslich  wenden  wir  uns  zur  Herlcituug  und  Aufstellung  der 
Grundformi'ln   iW  und   F  selbst. 

Was  die  Mü Herrsche  llorleitung  anlangt,  so  rufen  wir  zuviirderst 
zurück,  dass  na<.'h  .Müller  die  Rauuischwelle  nach  ZufUlltgkciten 
vvillirend  der  Versuchszeit  variabel  ist,  da.ss  das  Mittel  der  Werthe, 
welche  sie  dabei  anniiurnl,  als  mittlere  Hauuischwelle  von  ilim  mit  S 
bezt'ichuet  wird,  und  dass  er  die  falselien  Fülle  nicht  wie  wir  mit 
:,  ti!)i)deru  mit  /'  bezeichnet.  Diess  vorausgeschickt  llihrt  im-  j».  I*>2 
seiner  Abhandlung  wie   folgt  fort : 

»Nach  Vorstehendem  ist  die  Kaumschwelle  in  einem  gegeheneu 
Bfüliaclilungsl'alle  um  eine  zui'illligLi  Cirösse,  die  wir  als  den  zufillligen 
Kclilcr  -j-  A  bezeichnen,  grosser  oder  kleiner  als  der  Werth  ^'.  Be- 
zeichnen wir  daher  die  thatscichliche  Distanz  der  beiden  gleichzeitig 
aiifgesetzlen  Nadel-  oder  Zirkelspitzen  mit  />,  so  wird  der  Eindiuck 
einer  Düp[»elberUlirung  humer  nur  dann  eintreten,  wenn  U '^  S  -\-  t) 
'Sil.  Führt  num  also  mit  conslantinii  D  eine  hinreichend  grosse  An- 
zalil  von  Versuchen  an  tMuer  gegebenen  liaulslelle  aus,  so  wird  ilas 
\crljiiltiiiss  der  Zahl  r  der  liclitigcn  Fülle  ziu'  (jesanmitzahl  n  der 
lulle  gleich  der  Wahrscheinlichkeit  oder  relativen  llüuügkeit  dei- 
j'-öigen  Fülle  sein,  in  denen  f)  ^  S  -\-  t\  ist.  Falls  D  ^  N  ist,  muss 
ß  ^  S -j- (>  sein,  erstens  in  allen  denjenigen  Füllen,  in  denen  () 
"egaliv  ist,  also  das  untere  Vorzeichen  von  fV  gilt,  und  zweitens  in 
il<^njcnigen  Füllen,  in  denen  fV  positiv  und  <^  f^ - — S  ist.  Nehmen 
wir  an,  dass  für  die  Fehler  -f:  ^  ^^^  vielfach  bewührte  Gauss'sche 
l't'lilergesetz    giiltig    sei,    so    ist  die  Wahrscheinlichkeit    der    erstellen 


1  .  .         ,  /' 

le    =   ^  und  diejenige  der  zweiten  Fülle  ^=  — 


(ff),    wo  h 
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das  sogenannte  Präcisionsniass  darstellt  und  = 


« 


T 

Es  ist  miLhiu,  falls  D  ^  S  und  dcingemäss  -  ^  0  ist, 


—  zu  setzen  ist. 


wenn  wir  mit  rV,^  den  initlteren  Werth  der  Fehler  -j-  d  bezeichnen. 

'*  ^     i 

v—s 


^=4+^^/'--" 


oder,  wenn  wir  kt)  ^:  i  setzen, 

0) 


-==1  J-  J- 

n  "  2   +  >/,7 


Fiii'   den   Fall,    dass  D  <^  S  ist,    kann  D   nur   dann  ^  ^  + 

sein,    wenn  f)  negativ    und   seinem    absoluten    Werlho    nach   grosse 

-  r         I 

als  6'  —  D  ist.    31ilbin  ist,  iaiis  D  <^  S  und  deragemüss  —  <C  -ö 


(2) 


t'-^  dl. 


Für  den  Fall,  dass  —  =   ;  ist,  uiuss,  wie  leicht  zu  erkennen,  S  =. 

H  2 

gesetzt  werden. 

Was  die  Zahl  /'  der  falschen  Fülle  betrifft,  in  denen  D  <^  S 

ist    und    in  Folge    dessen    der   Eindruck    einer    einfaclien    Heridirui 

entstclU,  so  ergiebl  sich  die  Beziehung  des  Quotienten  —  zu  ^,  h  u| 

l)  unmittelbar  aus  dem   Vorstehenden,   da  ja   —  ==:  t —       ist.« 

Die  weiteren  Ausführungen   Mtlllcr's  über  seine  Formel  künQ< 
theils    als  unwesentlich    füi-   dii*   Begründung  derselben,    um    die 
jetzt   zu   ibun    ist,    theils  als  schon   im  Vorigen    beiUcksichtigt.    hi^ 
übergangen  werden. 

In  der  secundiiren  Formel  ersetzt  Müller  (angegebenermassen] 
tleu,  in  der  Clrundfonnel  noch  unbestimmt  gelassenen  Worlli  /  durch 
den  bestimmten  t. 

Um  uns  bienach  zu  njpiner  Grundl'ornjrl  zu  wenden,  jio  schien 
uiii'  von  vornherein  misslich,  eine  solclie  überhaupt  auf  reine  Theorie 
zu  gründen,  da  wir  die  VorgElnge,  welche  bei  der  extensiven  Em- 
pfindlichkeit eine  Holle  spielen,  nicht  hinreichend  kennen;  und  so 
fusst  aucli    meine  Formel   von    vornherein    nicht    sowohl    auf   theore- 
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lischen    Voraussetzungen    über   das   Spiel   dieser   Vorgänge,    als   auf 
folgender  sehr  allgemeinen  Betrachtungsweise. 

Die  Aufgabe  ist,  einen  Ausdruck  von  —  als  Function  von  D  zu 
finden,  welcher  den  erfahrungsmässigen  Ausfall  der  Versuche  reprli- 
gentirt.  Die  allgemeinsten  Verhällnisso  aber,  welche  es  in  dieser 
Hinsicht  zu  repräsenliren  gilt,  sind  diese: 

1)  Der  Werth  —  bei  gegebenem  D  unterliegt  einem  Wahrschein- 

lichkeilsgeselze  der  ZuHUligkeit. 

2)  Bei  unendlichem  l)  fallen  alle  Fälle  richtig  aus,  oder  ist  die 
Wahi-scheinlichkeil  der  richtigen  Flllle  gleich  der  durch  1  ausge- 
drückten tiewissheit. 

3j   Negative  Werthe   von  —   und  D  sind  unmöglich. 

Was  nun  den  ersten  Punkt  anlangt,  so  liegt  es  auch  hier  am 
nächsten,  das  Gauss'sche  Wahrscheinlichkeitsgesctz,  welches  die  Ab- 
hängigkeil der  relativen  Zahl  oder  Wahrscheinlichkeit  der  Beobach- 
lungsfehler  von  der  Grösse  der  Beobachtungsfehler  angiebt,  zu  ver- 
suchen, nur  mit  Rilcksiclit,  dass  wir  es  hier  nicht  mit  Unterschieden, 
wie  es  die  Beobachlungsfehler  sind,  sondern  mit  absoluten  Werthen 
u  lliun  haben.  Zwar  winde  auch  nichts  hindern,  die  />  als  Unter- 
»diiede  zu  fassen,  aber  dann  nur  als  positive  Unterschiede  von  Null. 

Nach  der  zweiten  Bedingung  wird  die  Formel  für  D  =  -f"  o° 
den  Werth  —  =  1    oder  rj  =  100  geben  müssen. 

.Nach  der  dritten  Bedingung  werden  negative  Werthe  von  t) 
i^iIlt  -,  falls  die  Formel  in  Anwendung  auf  gewisse  Verhältnisse 
iliizu  fuhren  sollte,  nur  bedeuten  küunen,  dass  es  für  diese  Verhilll- 
oisso  keine  D  oder  r  geben  kann. 

Diesen  Foiderungen  entsprechen  wit  zunUchst  in  einfachster 
Weise,  indem  wir  setzen 


/mhO  =  l 


■   (a) 


worin  h  eine   Constante.     In    der  Thut   geht    diese   Formel    für  den 


Fall  von  D  =  co  über  in 


/•kD  = 


Aß  =  « 

f/f   =    1    .   ,   (b) 


I 


und  entspricht  damit  zugleich  der  ersten  und  zweiten  Beüinguug^^ 
Verglichen  mit  den  entsprechenden  Formeln  für  die  Fehlcrwahrschein — 
hchkeit,  wenn  wir  in  diesen  die  Distanzen  /)  durch  Fehler  D  ersetz:  ^ 
denken,  weichen  die  vorigen  Formeln  blos  insofern  davon  ab,  ala^ 
sie  die  Walirscheioltchkeit  auf  positive  D's  beschränken,  indess  di^ 
Formeln  für  die  Fehlerwahrscheinlichkeit  die  Wahrscheinlichkeil  znvl — • 
sehen  positiven  und  negativen  DU  gleich  Iheilen. 

Inzwischen  ist  damit,  dass  die  Formel  (a)  durch  Ableitung  v< 
(b)  daraus  dem  Falle  D  =^  <x>  genügt,  noch  nichts  weniger  als  enl 
schieden,  dass  auch  der  Abhlingigkeit  der  -  von  endlichen  We«:-- 
then  D  dadurch  entsprochen  wird;  und  als  ich  die  Erfahrung  des^y 
halb  befragte,  zeigte  sich  das  cnlschiedensle  üngenligeu.  ^M 

Hienlichst    lag,    ohne    Aufgabe    der    obigen    drei   Grundgesichl 
punkte,  der  Versuch  nahe,  die  richtigen  Fülle  r  durch  die  Hälfte 
NuHfülle  oder  z  ergUn/,t  zu  denken,  und  das  Integral  der  Formel  («j] 

auf  die  so  ergänzten  Fülle \-  ^^  statt  lilos  auf  —  zu  beziehen;  \\r\ 

bei  der  Gesichtspunkt  leitete,  dass  Nullwertlie  sich  eijen  so  hier  \^ 
bei  den  Versuchen  über  Unlerschiedsempünillichkeil  als  Summe  v^ 
gleich    viel    -f~  ^^^^•"'^''^"    ^'"J    — Werthen    betrachten    lassen.    midi/iT 
erstere  sich  zu  den  direct  erhaltenen  positiven        schlagen  lassen,  in- 
dess  lelzteie    zur    Reprüsenlalion   von  VVerllien    unter  der    Schwelle 

dienen  können.    Da  niUnlich  Wertlie    -    unter    der    Schwelle    keino 

n 

Realilf'U  haben,  eignet  sich  auch  filr  sie  ein  Ausdruck,  weh:lier  diese 
Niclitrealitlil  bezeichnet.  Natürlich  aber  war  diess  wieder  blos  ein 
Apervu,  dem  an  sich  keine  bindende  Kraft  beizulegen,  und  so  blieb 
abermals  der  Erfahrung  anheimgestellt,  zu  entscheiden.^) 


*)  Die  malhomatische  Tlieilung  dor  2  zwisrlieti  posilivL'u  iimt  rirgalivcn  r 
hu(s  Gewinnung  einer  sachlicli  zutred'enilen  Formel  hl  tiiilit  iiiil  ilnr  Tbeiiiing 
unbestimtnlen  Zvviscbcrifcille  zwischen  r  urnl  5  u^vli  <i("r  KfiliK-liunswcise  y 
Siiinmntizuwurfen  uml  zu  vf rwocliseln;  sonripni,  IflzkTC  lleiiuction  schon  voraus- 
geselzt,  sind  die  gcsanimten  z,  iiül  Eiii-sclilusis  dor  durcli  diese  Iteduulion  zu  den 
entst'hiedeneti  Ntilinilleri  /.iilretotideii ,  iiiir:h  oliij^er  Ilyiiolliese  iti  -j~Werlht*  und 
—  Werihe  r  zerlegbar  gedacht,  wovon  lelzlcro  zvv;ir  keine  realen  Werihe  von 
mehr  bedeuten,  aber  duch  insofern  eine  Bedeutung  für  die  Wirklichkeit  bcbat 
als  sie  Umsliiinlen  enlspredion,  wo  nun  eben  reiiie  r  unmöglich  sind,  wie  es  bv\ 
Werlhcn  von  D  unter  dor  Schwelle  der  Fall  ist,   worauf  weilcrhin  zu  kotunica 


«1 
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Die,   auf  vorige  Vorslelluiigsweisc   geslülzlc  Foiniol  niinml   die 
Ge&taU  an: 

^\e-^dt---.  (A) 


2/j 


Bei  ei-sler  Aufstellung  derselben  lagen  zur  Prüfung  aussei'  den 
Tübinger  ersl  die  älteren  C  a  iii  e  r  e  r 'sehen  Vcrsiiulie  mit  grösseren 
D  vor,  denen  sie  naheliin  genügte,  so  dai^s  ich  früher  glaubte,  dabei 
iteht'Q  bleiben  zu  können ;  aber  sie  zeigte  sich  ungenügend,  als  die 
ocucn  Cum  er  er 'sehen  Versuche  mit  den  kleinen  D  hinzuliaLen; 
hingegen  reichte  es  hin,  hl)  um  eine  Constante  k  vermehrt  in  die 
\nrige  Formel  einzuführen,  um  zu  der  Ueberciuslimumng  zwischen 
Beobachtung  und  Kechnung  /.u  geliuigen ,  welche  sich  durcli  die 
lolersuchung  des  XVI.  Abschnitles  herausstellen  wird,  und  welche 
nach  dem  Endergebniss  dieser  Untersuchungen  am  vollkommensten 
erscbeint,  wenn  man  vieJmehi'  wissentlich  als  unwissentlich  veillihrl 
und  lim  Sinne  der  Reductionsweise  y)  die  Hülfle  der  Werlhe,  welche 
zwischen  dem  entschiedenen  Eindruck  von  zwei  Spitzen  und  von 
einer  Spitze  mitten  inne  stehen  unter  die  richtigen  r  mit  einrechnet, 

Solchergestalt   erhiilt    die 


inde&i    man    die    übrigen    als    z    rechnet. 
'ormel  die  Form: 


!*/)  +  k  =   t 


(ß) 


2/1 

lud  die  Fundamentallabcllc  für  F  giebt  im  Sinn  dieser  Formel  für 
alle  Werlhe  —  oder  r  j{ ,  welche  eintreten  künnen.  die  zugehörigen 
Werlhe: 

^mit  die  secundare  Formel,  von  welcher  praktisch  Gebiaucli  zu 
machen  ist. 

Nennen   wir   die  Formel  (A)  die    einfache,    ilie  Formel  (B)  die 
♦ollstaodige. 

Mit  Rücküichl,  (iu!>s  n  =  r  -|-  s,   tiülbiti  5  =  «  —  r. 


le^ 


VoD  vornherein  konnte  die  Frage  entstehen,  ob  nicht  die  Cc 
istante  k  in  der  vollständigen  Formel  analog  wie  in  der  Müller'sch« 
Formel  als  Zusaramensclzung  der  Constante  /(  mit  einer  anderen, 
diesem  Falle  etwa  mit  c  zu  bezeichnenden,  Constante  zu  betrachte» 
sei,  und  ich  habe  es  früher  so  angenommen;  aber  die  weitere  ünlc«.-- 
suchung  hat  mich  gelehrt,  dass  k  wesentlich  unabhängig  von  /r,  odt 
nur  nebensächlich  damit  complicirt  ist. 

In  der  That,  wiire  k  wirklich  schlechthin  gleich  hc  zu  nehme 
so    mUsste    sich    diess   in   einer   Abhüngigkeil    des    k    von   h   zeige^-w, 
wenn  man  durch  Aenderung  der  Beobachter  oder  sonstiger  Versuchm«- 
umstände  h  mannichfache  Werlhe  annehmen  JHsst.     Von  einer  solchen 
Abhängigkeit   aber  zeigt   sich    nichts,    sondern    die   A    und   k  iindt*/-n 
sich  jedenfalls   in   der  Hau])lsaclie   uuabhilngig   von   einander.     Dio^f 
zeigt   sich   z.  B.  beim   Wechsel   der  Beobachter  1,  II  u.  s.  w.  in  öeti^ 
Tabellen   für  FWy   imd  FW/i  der   neuen  Camer  e  r'schen  Versuclie 
(Abschn.  IX.    Tab.  Ü.    S.   1ü9),    sowie    im   Fuilschritt   der   üebuni^s- 
epochen  1,  II  u.  s.  w.  in  den  Vo  1  kman  n'schen   Versuchen  S.   Mi. 
Wonach  man  nur  im  Allgemeinen  sagen  kann,  der  Werth  /,  welcher 
nach  der  Fundamentaltat'el    ^u    ig   gehört,   setzt  sich  zusammen  aiM 
einer  von  den  Distanzen  unabhiuigigtMi  Constante  k  und  i-ineui,    mit 
den  Distanzen  proportionalen  Wertlie  hl),  der  für  liiuheit  der  Distanz 
auf  h  zurilckkounnl. 


m 

hsn 


Dass  die  einfache  Formel  (A)  filr  die  alleren  C am ere r'schen 
Versuche  natieliin  genügend  erscheiuen  konnte,  indess  sie  bei  den 
neuen  entschieden  fehlschlug,  eikliirl  sich  einerseits  daraus,  dass 
gegen  das  grössere  fil)  der  Ulteren  Veisuche  k  auch  bei  gleichem 
Werthc  weniger  in  Betracht  kam,  andererseits  aber,  dass  nach  den 
im  XIX.  AbschniK  verzeichneten  Ergebnissen  /.•  in  den  idtereu  V^^| 
suchen  wegen  der  anderen  Versuchsurusttinde  einen  kleineren  Werth 
hatte,  als  in  den  neueren. 

Ein  Ausdruck   für  die  Raumschw^elle  gelit  zwar  ni^hl  direct^ 
meine  Formel  ein,  lässt  sich  abei-  daraus  folgern,  als  der  Werth 

Ü.  bei  welchem  der  Werth  —  eben  null  wird,   und   unterhalb  des 

n 

er  negative,  d,  i.  nnmfigliche  Werthe  annimmt.  Bestimmen  wir 
einl'achster  Erliiulerung  halber  diesen  Werth  zuvorderst  nach  der 
fachen  F'ormel   (A),   welche    für   den   Fall  gültig  ist,    dass  k  als 


chwindend   anzusehen    ist.    so   erhalten  wir  eine  zugleich  sehr  ein- 
iche  und  allgemeine  Bestimmung  dafür.     Wir  liaben  namltch,  indem 
Viir  in  der  einfacljen  Formel  —  =  0  setzen, 
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Da  nun  allgemein    z  =  n  —  r,  so  ist  fUr  den  Fall,  dass  r  :=  0, 
b|Er  Werlh    z  =  n   und    nimmt  ^    den   Werth    ^    an.     Zu    diesem 

^^B  ZU  z 

äW  gehört  nach  Rerechnung  des    Integrals    ein  Werth  t  =  0,4709 

»ollslündiger  0,1701136»;  wie  sich  denn  dieser  wirklich   in  der  Fuuda- 

fliinlallafel  F  als  zugehörig  zu  rg  =  0  lindel.     xVlan    hat  also   unter 

Voraussetzung  des  VVegJalls  von  k  nach  Foiniel  (A)  den  Werth  l  :=  hU 

bei  welchem  r  =  0   ist,   =;  0,47(jt>,  mithin  den  Schwellenwerth  der 

Wstanz  :=     '       '  ,  wonach  der  Schwellenwerth  umgekehrt  proportional 

0  4709 
ikm  Uau|)tmasswerthe  h  ist.  Geht  />  unter  den  Werlii  -'  ,--  herab,  so 


moiiul 


ne:;ative,  mithin  unmögliche  Werthe  an. 


Nelunen    wir   jedoch    di*;    votlsllindige    Formel    (B)    und    setzen 


darin  -  =:  0,  so  halten   wir 
n 


2«    2    y^j'''^ 


dt 


Dod  es  entspricht    nach    entsprechender    Herleitnng   der    Schwellen- 
Wf'rlh  einem  Werthe  D^  welcher  durch  die  Gleichung  hl)  -}-  k  =  0,4769 

Miinnjt  wird,  itnd  als  Schwellenwerth  giebt*) r . 

Wenn  k  ]>  0,4709,   so   wird   das  den  Schwellenwerth    re|)rä- 
»fDlircndc  f)  negativ,  mithin  unmöglich,  da  es  eben  so  wenig  nega- 


*]  Man  könnte  vielleiclU  besorj^en ,  <lass  eüese  Bestimmung  die  Grösse  des 
&'fiwcllfnwerlhes  al)liünf{if4  uiiictie  von  (äcr  Massuinhoit,  wrlclic  der  DLslanz  nnler- 
jelegt  wird,  und  aufweiche  die  t^onslantfii  A,  k  zti  l)e7.iehen,  iiidess  0,4769  un- 
ihhärtiiiii  davon  bleibt.  Aber  im  XVI.  Al>selinitl  wird  gezeigt,  dass  auch  der 
Z^hbiisdruck  von  k  anabliiingig  von  dieser  tiintieit  ist,  der  Zahtau.sdrucii  von  b 
lixT  in  Jirectem  Ycrhäitniss  dazu  steht.  Da  nun  h  sich  im  Zähler  des  Zahl- 
irucIkS  für  die  Schwelle  Rndet,  so  steht  der  Zahtausdruck  der  Schwelle  im 
ebrlcn  Verhiillrii-w  der  Masseinheit;  wie  es  sein  miiss,  soll  ihre  absolute 
risse  unabhängig  von  dieser  Einheit  sein. 
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tive  D's  als  ncgalive  r||  gclien   kann;  d.  li.  es  giebl  keinen  Sein 
lenwerlh,    indem   seihst    bei   f>:z=  0,  d.   i.  beim  Vexirversuch,  doc 
posilive  Werthe  von  r^   erhalten  werden. 

Wenn   />  =  0   ist,  so  ist  t  =:  k,   und  der  Werth  Ä   reprüsenC 
also  Uberliaupt   nach   F   das  tlem  Vexirversuche   zugehörige  /,  wc 
luau  das  rj;   in  der  Fundamentallarel  «uchen  kann,  was,  wenn  es 
lindel,  den  beim  Vexirversuch  zn  erwartenden  Werth  r^  giebl.    Nj 
cntliiilt  aber  die  Funtlaiuentaltalol   für  F    blos  Werlhe  t  von  Ü,47C 
an,  bei  welchem  Werthe  r^  =  0  ist,   und  wenn  k  bei  irgendwckhe 
Versuchsverhäiltnissen  nach   Rechnung  iinler   diesen  Wertli    Hilll  od 
gar  negative  Werthe  anninmit,  so  ist  kein  rg   mehr  dazu  zu  Jio(l6 
oder  muss    man    den    zu    k   gehörigen    Werth    rj{    negativ    nehme 
aber  negative  rj   sind  unmöglich,  also  bedeutet  das  Herabsinken 
k  unter  0,4769   oder  ein    nc^gativer   Werth    von  k,   dass   der  Vcx^j 
versuch  keinen  realen  Werth   r  ^   giebl. 

Wohl  zu  merken,    ist  zur  tleltiing   voiiger  Bestimmung   voran 
gesetzt,  tiass  der  Erfolg  des  Vexirversnche.s  nicht  durch  den  Conir 
beeinllussl  sei.  den  seine  li^insrhaltiing  zwischen  Haupt  versuchen 
fuhrt,  da  meine  Fornu't  einen  solchen  als  fehlend  oder  eliminirt  vorau 
setzt.  Die  Vexirversuehe  der  Tübinger  wie  Hlteren  t^amerer'sclle  V^ 
suche  leiden  aber  an  einem  solchen  Contrast,  und  so  kommen  in  Wit 
Spruch    mit    voriger  Bestimmung    liier   noch    reale    Werthe    rJ 
Vexirversuch  vor,   wenn  k  nach   llerleilung  aus  tlnn  nauptversiicll 
sieh  negativ  lindet.     Die  neuen  Versuche  Camerer's,  welrhe  ilurJ 
sehr  langsanie  Folge  dem  (^ontrasteinllusse  entzogen  sind,  bieten  keil 
solchen   WiderspriK'li   dar,    indem   sie   aberhay|)t   nur    Werthe   \Qt 
linden  lassen,  welche  0,i7()lJ  ilbersItMgen   iiml  daher  auch  beim  V( 
versuch    noch    reale    Werthe  r  Jf  gegeben  haben,   wie   schon   im 
Abschn.  besprochen  ist,  und  im  XVI.  weiter  zur  Besprechung  kc 
men  wird. 

Es  konnte  hienach  noch  in  Frage  kommen,  ob  bei  ganz  normi 
angestellten  Veisiuhen  überhaupt  nach  F  noch  negative  Werlhe  voi 
k,  welclie  für  den  Vexirversuch  unmögliche  Wejllie  von  rj  ergeben 
vorkommen;  doch  fuhren  die  Volk  man  «'sehen  Versuche  bei  gering» 
Uebungsstufen  zu  solchen,  und  stehen  solche  überhaupt  weder  i 
Widerspruch  mil  den  Principien  der  Formel  noch  realen  Verhältnisse! 
sofern  .sie  eben   nur  beileiiteu,  dass  es  eine  Schwelle  giebt,  iinterhul 


Heber  eir  Massbrsttmmi  ngen  des  luirMsiisNEs. 


leren  Wcrihe  von  r^   uniii()ij;licli  sind.     Für  gewisse  VersiichsverliUll- 

Msse  aber  kann  es  eine  solche  Schwelle  geben,  für  andere  nicht. 

Eine  Folgerung  aus  Vorigem  aber  ist,  dass,  wenn  man  bei  Vor- 

landensein  einer  Schwelle  zu  Werthen   von  D  unlcrhalb  der  Schwelle 

keine  r  mehr  findet,    man    diese  r  nicht  reclinungsweise   als  null 

zu  setzen  hat,  vichuehr  sind  ihnen  um  so  grössere  negative,  d.  h.  um 

s(i  unniüglichere ,    Werlhe   beizulegen,    je    tiefer    das   D   unter    die 

Scimelle  Pallt. 

Ilienach  noch  die  Erinnerung,  dass  die  negativen  Werthe  von  />, 

-,  fe,  zu  welchen  meine  Formel  unter  Umstünden  in  der  Bedeiituna; 

»Ls  iinniöglichen  Werlhen  fidut,  überhaupt  eine  andere  Rolle  spielen, 

ik  die  negativen  Schwcllenwertlie,  zu  denen  die  Mu  Herrsche  Formel 

iBch  S.   191     fuhrt.      Jene    entsprechen    ohne    Widerspruch    mit  den 

Pnncipien  der  FornuH   Versuchsverhältnissen,  für  welcb^  es  wirklich 

Itine  D   oder  —  mehr  üieben  kann,  entspieclien  also  wirklichen  Sach- 

^nhitilnissen,   welche  hiemit    von   der  Formel    Iriflig   unter  sich    be- 

grilTea  werden;  wogegen  die  negativen  Schwellen  werlhe  nar-h  Müller 's 

Formel    unmögliche   NVerlhc    sind,    die    man    mit  keinen  Sachverhiitl- 

«issen  in  Beziehung  zu  set/^'n  weiss,  denn  sie  treten  nacii  richtiger 

.Mil»>ilung  aus  der  Formel  unter  ganz  realen  Verhältnissen  bei  realen 

fi  wie  —  auf. 
n 

Dass  negative  Werlhe  ahsotuter  Gn'issen,  wie  es  die  D  und  r 
sind,  wirklich  als  unmögliche  zu  fassen  sind,  braucht  als  selbstver- 
^iidlirh  nicht  erst  l)ewiesen  zu  werd<'n,  obwohl  icli ,  niissverstiin<l- 
lii'den  Auffassimgen  gegenüber,  eine  Erkhilt'rutig  dieser  Bedeutung 
'«ziu^lich  der  negativen  Ein[itindungswerlhe  unter  der  Schwelle  in 
8.  »Revis.o  p.  2üß(r.  doch  nOlhrg  gefuntlen  habe,  welche  sich  leicht 
u  mathematischen  Beispielen  g<4)en  lioss,  und,  sollte  man  es  für 
BiHzIich  halten,  hieher  übertragen  werden  kann.  Jedenfalls  aber 
«"heinen  mir  die  vorigen  Beispiele  einer  fruchtbaren  Anwendung,  die 
M'li  iil>er  tlie  abstracto  Mathematik  hinaus  von  negativen  WtMthen 
■'- ■Irrf.'r  (Irössen  als  nntnOglichcn  machen  lie.ss.  au  sich  einiges  In- 
d;iivid>ielen. 
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Xn.    Die  Fundamental  tafeln. 

Die   FimdarnenlaUafel    bezüglich    der   Miillcr'schen    Fornu 
begnüge    ich    mich    ausziig-sweise    mitziiliieilen ,    da  sie  ganz  niil 
für  die  Gewichlsversuche  sliiiiiut,   wolclie   schon    in  m,  »ElemcnU 
I,  p.  10811.    gegeben   und  in   ni.  »Revision«  p.  6611.    wiederholl 
nur  dass  da  die  Hülisgrössen  I\  sog.  Gewichle,  fehlen,  deren  B« 
tkuitiing  weiterliin   be.sprocfien   wird,   und  die  man  in   Mülier's  AI 
p.   20i    zu   den    —  zugefügl    linden    kann.     Allerdings    reicht    4]iesoi< 
Auszug  nicht  hin,  die  Specialrechnungen  nach  M  zum  Vergleich  seiner 
Formel   mit  der  meinigen  zu   führen,   die  wir  zu  fuhren  haben  wer- 
den; aber  da  sich  schliesslich  die  Müll  er 'sehe  Formel  nicht  als  lirtll- 
bar  erweisen  wird,    schien  es  nicht  nüthig,  den   Kaum  noch  einniaf 
für  die    vollstiiin<lige   Tabelle,    welclie   dazu    gehört,    in  Anspruch    zu 
nehmen.     Ausserdem  lüssl  sich  die   zu    meiner   Formel    (F)  geliörij^e 
Tabelle^  welche  ich  unlen  in  extenso  gebe,  in  die  zur  Müll er*sche0 
Formel   (M)  gobürige  übersetzen,    wenn  man    die  f  und    zugeliurig 
/'  unserer  Tabelle  nach   einer  sehr   einfachen  Hegel    auf   andere  f] 
in   der  Tabelle    für  M  übertrügt.     In   der   That   gchöion    <Iieselben  t 
und  r,  welche  in  der  Tabelle  für  F  einem  Werthe  von  rg   gleichj 
zugeh^iren,  in  der  Tabelle  für  M  zugleich   beiden  Werllien   75  -|- 


selbst   beim  Vergleich   der 


I 

\av     I 


und  25  —  -7-  zu,    wie    man    sich    leichl 
folgenden  Tabellen    durch  Achten    auf  die  Zahlwerlhe  der  /.    die  in 
beiden   übereinstimmen,  überzeugen  kann;   nur  dass  die  Müll er'schen 
/  für  tlie  WerLlio  von  /■}{,  welche  ^JO  übersteigen^  mit  positivem  Vor- 
zeichen   behaftet   sind,    für   die,   welche   50    um   gleich    viel    unlei^ 
steigen,  mit  negativem,  wonach  z.  IJ.  das  /  =  0J791  und  F  =z  0,9Sl^| 
welche  nach   M  zu  r  J  ^  CO  ja   gehören,  auch  zu  r%  =  40  gehoreUj 
aber  zu  60}}   niil  po.sitiveni,  zu  40  f[   mit  negativem  Vorzeichen.     l^M 
aber  die  Tabelle   für   F   nur   Werthe   t   von  0,4760  an    enlhUll,    s^ 
können  freilich    die    niedrigem  Werthe    von    t  in    der  Tabelle    für 
nicht  durch  jene  IJeberselzung  erhallen  werden. 

In  jedem  Falle  ist  als  7*  das  r  ]}  nach  der  Reductionswei 
von  der  man  nach  Abschn.  VII  Gebrauch  machen  will,  in  die  Tabelle 
zum  Gewinn  des  zugehörigen  /  einzusetzen.  In  der  Thal  bat  <lie 
Heduction  dem  Gehrauch  der  Tabelle  vorauszugehen;  die  danach  er- 


1 
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katlcnen  Werthe  (  können  aber  djinn  selbst  zur  Prüfung  iles  Vorzugs 
4er  verschiedenen  Reductionswcisen  vor  einander  im  Sinne  des;  XV[. 

MKclinitls    dienen,    wonach    ich    der    Red uct ionsweise   y   den    Vor- 

nig  gebe. 

Die  Ableilung  der  Worllio    /  üus  —   oder  r^  in  folgenden  Tabellfn  isl 

oter  Zuhülfenaluuc    der    bekannten    Tal>elle    der  Fehlerwahrscheinliclikeil, 

rhe  den  Werlh  /  als  Funi-tion  des  Wahrscheinlichkeitswerlhes 
V« 


'-''dt 


giebl,  so  geschehen: 
Nach  Ä 


Nach  M  setze  man  in  diese  Tal)elle  ansUitL  u  den  Werth  2  — 

11 


i   oder 


100 


ein  und  neluiie  d.is  d;izu  uehiirige  t  ids  zürn  r^  der  Fundamen- 


tallabelle   gehörig.      Nnch  F  setze  man  in  die  beireffende  Tabelle  anstatt  u 

j      «.      .    '■  4-  n      .      r*  +  1 00     ,  ,        ,  ,       ,  ,     . 

flen  lAcrtn  — ^ —  oder  — '^-^^xtt ein,  uiul    neliiiip  na»  iia/.u  tuchfirrce  t  als 

zn  200 


r|  der  Fundamenlaltabelle  {gehörig. 

Da  die  Tabelle,   welche  der  Ableitunj;  der  Fundameutallalielle  unterliegl, 

airht  in  den  //,  sondern  in  den  /  um  gleiche  Dill'erenzen,   nilmlieh  0,01  forl- 

«chreilet,    so   rauss   man    sie   mit    Hdlfe   vnn   IiUerjfolalionen    in   eine   solche 

Umsetzen ,    wo    umj^ekehrt   die  w's  um  gleiche  ÜiU'erenzen   füilsehreilon ,    inu 

die  Fundanienlallafeln    daraus   zu    erhalten,    und   da    die.se  Interpolation   bei 

Construclion  der  folgenden  Fuiidanientaltafeln  nur  mil  Hülfe  der  ersten  DilTe- 

renien  geschehen  i.st,  so  können  die  ^s  derselben  namentlich  bei  den  liülieren 

^"tTthen   derselben    in    der    vierten  Oecimalslelle    wotd  um  eine  oder  eiuipe 

Einheiten  fehlerhaft  sein;    dass  aber  keine  erhebliehen  Fehler  in  Bestim- 

tiniiii:  (liT  letzten  Decimale  oli\v;ilten,  erüiebt  sieh  aii.s  dem  Gange  der  IHIfe- 

«•nwn.     Nun  wäre  freiÜi-h  erwünscht,   wenn  ein   fitclimiissiger  Ueehner  auch 

norfi  diese  kleine  Unsicherheit  lieseiligLe,   (lie  jedoch  für  <Jir  |u-akliselie  Ver- 

»enditng  merklich  gleichgültig   isl. 

Der  Werth  F  leitet  sich  für  F  wie  M  einfach  aus  /  ab,   indem  man   hat 
r=«^"',   was  zu  folgender  Hivslimmungsweise  desselben   führt; 

Man  addire  2  log  /  m  0,ö:i88U:i  —  1,  suche  liiezii  die  Zald  in  <len 
l-ogariihntenlafeln  nml  nehme  diese  negativ,  so  isl  es  der  bogarilhmus 
ron  r. 


4.  JL  8.  OMMIo'b.  <].   WiaHfiiiauh.  XXn. 
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G.  Tu.  Feoiinkb, 


Auszugsweise  FuDdaraenlallafel  für  M  üller's  Formel 


r« 

t 

^ 

r% 

f 

r  i 

SO 

0,0000 

i,ooao 

80 

0,595« 

0,493l 

55 

0,0890 

0,984 

85 

0,7329 

0,342 

(30 

o,n9i 

0,938 

90 

0,9002 

0,194 

65 

0,2795 

0,862 

95 

1,1631 

0,066 

7() 

0,3708 

0,760 

100 

oo 

0 

75 

0,47G9 

0,635 

Es  reif  hl  njich  obiger  Bemerkung  hin,  Werllie   von  r^   über  50  ia\ 
Tjibellc  aufauiiehnieQ,   indem  für  Werlhe  von  rg,   wulche  50  um  gleich 
(iliersleigen  unct  untorstcigen,  dieäolbcn  i  und  /'  bestehen,  erslere  .tl>er^ 
enlgegengeseUlen  Vorzeichen. 


F  u  n  d  ii  m  e  n  l  a  1 1  a  f  e  1  für  F  e  c  li  n  e  r  's  Formel  (F) , 


r^ 


0,4769 

4825 
4881 
4938 
4994 
5053 
5109 
5167 
5225 
5283 
5342 
5401 
5460 
5521 
5581 
5642 
5702 
5764 
5826 
5889 
5951 
6015 
6079 
fiUi 
6208 


din-. 


0,6345 

6278 
6210 
6141 
6072 
6002 
5933 
5863 
5793 
5722 
5651 
3580 
5509 
5436 
5364 
5291 
5219 
5U6 
5072 
4998 
4925 
4850 
4776 
4702 
4627 


dinr. 


67 

68 
69 
69 
70 
69 
70 
70 
71 
71 
71 
71 
73 
72 
73 
72 
73 
74 
74 
73 
75 
74 
74 
75 


ri 


n 

0,6208 

25 

6273 

26 

6339 

27 

6406 

28 

6473 

29 

6542 

30 

6610 

31 

6678 

38 

6747 

33 

6817 

34 

6888 

35 

6960 

36 

7032 

37 

7105 

38 

7479 

39 

7253 

40 

7329 

41 

7405 

42 

7482 

43 

7561 

44 

7639 

45 

7719 

46 

7800 

47 

7883 

48 

7965 

diir. 


65 
66 
67 

67 
69 
68 
68 
69 
70 
71 
72 
72 
73 
74 
74 
76 
76 
77 
79 
78 
80 
81 
83 
82 


0,4627 
4552 
4477 
4404 

4326 
4249 
4474 

4098 
4024 
3948 
3872 
3795 
3720 
3644 
3567 
3492 
341G 
3340 
3264 
3187 
3113 
3037 
2962 
2886 
2841 


Ti 


75 

76 
7k 
15 

76 
77 

i« 

7 

7 


p 

l>tE  M.4SSBE$iTIMlit.PI0KN 

DKS  RaCMSINNKS 

.  ^^^«ö^^^^^^H 

r 

ditf. 

r 

diir. 

«•« 

( 

diir. 

^H 

0,7965 

84 

0,2814 

74 

80 

4,4634 

86 

0,06683 

^M 

80  i9 

85 

2737 

74 

80,5 

4717 

88 

6420 

^M 

8134 

87 

2663 

75 

84 

4805 

94 

6159 

^M 

8224 

87 

2588 

73 

84,5 

4896 

93 

5900 

^M 

8308 

89 
94 

2545 

74 

82 

4989 

94 

5643 

249                                  ^^1 

8397 

2444 

74 

82,5 

2083 

96 

5394 

^^^^^M 

^^1 

8488 

«Fl 

92 
93 

2367 

f  V 

73 

83 

2479 

ifxM 

99 

5449 

244                               ^^1 

8580 

2294 

73 

83,5 

2278 

401 

4905 

8673 

95 

2224 

72 

84 

2379 

104 

4667 

^M 

8768 

96 

2149 

73 

84,5 

2483 

407 

4431 

^M 

8864 

96 

2076 

70 

85 

2590 

t09 

4200 

^M 

8962 

400 

2006 

74 

85,5 

2699 

143 

3974 

^^H 

9062 

102 

1935 

71 

86 

2812 

117 

3752 

^H 

9164 

403 
406 

1864 

69 

86.5 

2929 

149 
123 

3533 

^^^1 

9267 

1795 

69 

87 

3048 

3320 

9373 

408 

1726 

69 

87,5 

3171 

128 

3113 

204                            ^1 

9481 

440 

1657 

69 

88 

3299 

133 

2909 

199                             ^M 

9591 

442 

1589 

68 

88,5 

3432 

137 

2710 

^M 

1   9703 

415 

1524 

66 

89 

3569 

142 

2547 

^M 

9848 

418 

420 

1455 

67 

89,5 

3711 

148 

155 

2334 

^H 

0,9936 

1388 

65 

90 

3859 

2446 

477                               ^M 

1,0056 

423 

1323 

64 

90,5 

4014 

161 

1969 

^1 

1,0179 

0,1259 

91 
91,5 

4175 
4345 

170 

1798 
4631 

^H 

1,0242 
0306 
0371 
0436 
0502 

64 
65 
65 

66 
67 

0,1227 
1195 
1164 
1131 

1102 

32 
31 
33 
29 
31 

r 

92 

92,5 
93 
93,5 
94 

4522 
4711 
4909 
5419 
0,5345 

177 
189 
198 
210 

226 

1473 
1319 
H73 

1034 
0,00901 

154                             ^H 

0569 

(iQ 

4071 

31 

^H 

0638 

1040 

302 

94,4 

4,5392 

iH 

0,008754 

^H 

0706 

71 
71 

40098 

299 

293 

94,2 

5440 

1-  K* 

48 

8499 

^^1 

0777 

0,09799 

1  94,3 

5488 

49 

8250 

247                               ^M 

0848 

73 

950r, 

301 

94,4 

5537 

50 

8003 

^M 

0921 

74 

9205 

2i)3 

94,5 

5587 

54 

7758 

244                            ^M 

0995 

75 

8912 

290 

94,6 

5638 

51 

7514 

^H 

1070 

76 

8622 

287 

94,7 

5689 

53 

7278 

^B 

1146 

77 

8335 

282 

94,8 

5742 

53 

7040 

^M 

1223 

78 

8053 

278 

94,9 

5795 

54 

680  H 

^H 

1301 

81 

7775 

280 

93,0 

5849 

55 

6580 

^M 

1382 

84 

7495 

273 

95.1 

5904 

57 

6354 

^H 

1163 

83 

7222 

270 

95,2 

1 

5961 

57 

6128 

^M 

1546 

85 

6952 

2r>9 

'95,3 

604  R 

58 

5908 

'in                    ^M 

1631 

6683 

95,4 

(i076 

5691 

^M 

^H 
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ri 


dilT. 


diff. 


t 


difT. 


iiin. 


95,4 

\  ,6076 

9Ö,Ö 

6135 

93,6 

6195 

95,7 

6257 

95,8 

6320 

95,9 

6384 

96,0 

6450 

96,1 

65*7 

96,9 

6586 

96,3 

6656 

96,4 

6728 

96,5 

6801 

96,6 

6877 

96,7 

6954 

96,8 

7034 

96,9 

7116 

97,0 

7200 

97,1 

7286 

97,2 

7375 

97,8 

7468 

97,4 

7563 

97,6 

7662 

97,6 

"  7764 

97,7 

7870 

97,8 

7979 

0,005691 
5479 
5271 
5063 
4860 
4661 
4463 
4270 
4080 
3894 
3711 
3531 
3357 
3187 
3018 
2854 
2694 
2539 
2387 
2237 
2094 
1952 
1816 
1684 
1557 


97,8 
97,9 
98,0 
98,1 
98,2 


99,1 
99,2 
99,3 
99,4 
99,5 
99,6 
99,7 
99,8 
99,9 
100 


1,7979 
8094 
8214 
8339 
8470 
8608 
8753 
8907 
9070 
9243 
9430 
9631 
1,9849 
2,0088 
0352 
0636 
0985 
1379 
1852 
2449 
3208 
4613 
oo 


0;  00 1557 
1433 
1314 
1199 
1089 
0,0009827 
8818 
7851 
6938 
6077 
5260 
4494 
3777 
3126 
2525 
2001 
1496 
1072 
0,0000713 
420 
198 
0,00000547 


Der  Gebrauch  der  Weilho  /'  koninit  h!os  bei  Berechnung  der 
Versuche  nach  der  Melhode  dei-  kleinsten  Quadrate  (Qu.)  millelsl 
der  sog,  Gewichlsmelhode,  wovon  spUter  (XIV),  in  Betracht,  nicht 
bei  der  einlaclicren  Sununalionsuielhfuh!.  Bei  ernster  Verwendung 
aber  trilt  aucli  das  Producl  der  /  in  die  zuj^ehürigen  F  in  Rechnung, 
und  da  es  niUhsam  ist,  diess  bei  jedem  neuen  t^  w^as  vorkoniiul^ 
von  Neuem  zu  bilden,  so  gebe  ich  folgende  Hülfstafel  derselben  ll^| 
zügheh  meiner  Formel,  übergehe  aber  eine  solche  bezüglich  Müller's 
KoriiK'l. 
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m 


n 


diJl. 


n 


n 


difT.   I     r| 


n 


m. 


9G,7 

0,005403 

y6,8 

&i44 

96,9 

488& 

97,0 

463* 

y7,i 

4389 

97,Ä 

4146 

97;J 

3908 

94,4 

3678 

97,Ö 

3448 

97, C 

32S6 

97,7 

300Ü 

97,8 

2799 

97,9 

2593 

26S 
250 
351 
245 
£43 
S38 
230 
230 
Sit 
217 
310 
200 


97,9 
98,0 
98,1 
98,2 
98,3 
98,4 
98,5 
98,6 
98,7 
98,8 

98,9 
99,0 


0,002593 
2393 
2199 

soll 

1829 
1654 
1484 
1323 
il69 
0,001092 


0,000882 


750 


200 
194 
188 
182 
175 
170 
161 
154 
147 

140 

132 


99,0 
99,1 
99,S 
99,3 
99,4 
99,5 
99,6 

99,7 
99,8 
99,9 
1000 


0,000750 
628 
514 
413 
3i4 
229 
156 

0,00009H 

367 

0,0000135 


57i 

m 


Sollte  man  noch  mit  Zwischenwerlhen  zwischen  den  höchsteo 
Wcrthen  voriger  Tabellen  zu  Ihun  haben,  wie  es  bei  Bestimmung 
der  unten  zu  betrachtenden.  Grenz-<'s  und  zugehörigen  /"s  der  Fal' 
sein  kann,  so  wird  man  im  Allgemeinen  besser  thun,  die  ^s  nac 
der,  in  der  Einschaltung  S.  205  gegebenen,  Regel  und  hienach  d 
r"s  direct  zu  bestimmen,  als  zu  interpoliren ,  da  die  einfache  Inic 
polalion  der  Tabelle  hier  keine  hinreichende  Genauigkeit  mehr  g 
wUhrt;  doch'dürflen  folgende  Ergünzungstabellen  mit  Zwischenei 
Schiebung  von  0,05  in  die  höchsten  r^  dem  BedUrfniss  hinreichet 
genügen. 

Ergänzungstafel  für  die  höchsten  t  und  F  nach  F. 


r% 

i 

difl. 

^' 

difr. 

99,50 

f,1379 

224 

0,0001072 

90,55 

1B03 

249 

0,00008841 

1711 

99.60 

1852 

286 

7130 

1595 

99,63 

2138 

311 

.  5535 

1340 

99,70 

3449 

371 

4195 

1196 

99,75 

2820 

448 

2999 

1019 

99,80 

3268 

566 

1980 

816 

99,85 

3834 

779 

H64 

99,90 

4613 

1283 

0,00000547 

165 

99,95 

2,5896 

382 
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Ergiinzii  ngslu  fet  für  die  höchsten  FL 


%\\ 


n 

rt 

difr. 

1 

n 

n 

diff. 

99,50 
99,55 
99,60 

9K.C5 
99,70 

0,0002291 
1910 
1557 
1225 

0,00009414 

381 
353 
332 

2571 

99,75 

99,80 
99,85 
99,90 
99,95 

0,00006843 
4607 

2774 
1347 

0,000003878 

2236 
1833 
1427 

Es   ist  noch  zu  besprechen,    wie  Fälle  zu  behandeln   sind,    wo 

r|  bis    100    ansteigt,   wie  solche   iu   den   Tübinger  Versuchen    und 

üllereu  Camerer'schen  Versuchen  nicht  zu  seilen  vurkuminen,   in- 

dess  sie  bei  den  neuen  Game  rer 'sehen  glücklicherweise  felden,  da 

sie  immer   eine  gewisse  Verlegenheil    bereiten.      In    ein   endliches   / 

ist  r-J  =  100  nicht  unmittelbai-  übersetzbar,  da  vielmehr  nach  meiner 

wie   Miiller's   Formel   der   Werlli   ü  =  oo   dafür    gill,    der   für   die 

Berechnung   unbrauchbar  ist.     Diess   kann   nicht  als   ein  Fehler  der 

Formeln   gellen,   die   streng  genomujen   nur   für  ein  unendliches  n 

gelten,  bei  welchem  Fälle  r  =  n  oder  r^  =  1 00  voraussetzlich  nicht 

vorkommen  wurden.      Aus  dei'  Rechnung  weglassen  aber  kann  man 

«iiese    Falle    bei    endlichem    n    auch    nicht    wohl,    wenn    sie    unter 

^.nderen  Bestimmungen  bei  Werthen  von  D  vorkommen^  die  man  in 

die  Rechnung  aufnehmen   will,   weil    man  damit  Fülle  mit  möglichst 

^^^^rossem  rj,   die   doch   mitziihlen  müssen,   weglassen  und  Uberhau|)t 

cias  ganze  Rechensystem  stören  würde.     Am  Besten,  man  vermeidet 

^i4)lche  Fülle,  indem  man  die  D'n  nicht  zu  hoch  oder  das  für  alle  !f 

«*  Qzuwendende  7*   recht    hoch    ninmit.      Kommen    aber    doch    solche 

l^alie    ausnahmsweise   vor,  .so  scheint   mii-  zullissig,    für  r  =  n  zu 

a»  wbstituiren  r  =  n  —  0,25  ^  («  —  ')  H~  ^»75,  und  nach  dem  sich 

Viiedurch  ergebenden  rj  = ' — '   das  t  der  Fundamentallafcl 

^*i  bestimmen.     Die   so   für   rg-  =:  100    und   t  ^  oo   subslituirbaren 

^^erthe  mögen  Grenzvverthc  heissen.    Gesetzt,  man  hutle  bei  «  =:  äO 

r  50 

cli>n  Werth  r  :=  50  erhalten,    so    würde  man   —  =  ^  vielmehr  als 

n  50 

— 5^  ZU    nelunen   haben»   was   rf  =^  99,5   giebl,   wozu   in    meiner 

f«a(lamentaltabelle  (  =  21,379  gehört. 

Dieser  Voi*schlag   gründet   sich  darauf,   daös  man  bei  den  Ver- 


L 
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suchen    stall    unendlich    viele   Zahlabstiifunj^en    in    Bruchwerlheu 
unterscheiden,    nie  es  principiell  sein  sollte,    um  iilUn  iiiüglichen 
Werthen   genügen   zu    können,    blos   ganze  Zahlen   in  der  Art  zahlt, 
dass  man  z.  B.  bei  n  =  öO  jede  Bruchzahl  r  zwischen  40  und  (04jH 
noch   als    49,   jede  zwischen  49,5  und  50  schon  als  50  zählt;   der" 
inittliTe  Werth  zwischen  allen  niüglichen  Weithen,  welche  zwischen 
i'Jjü  und   im  fallen,  ist  aber  49,75.      Nun  wird  man  zwar  nicht  iu 
jedem  etnzt-liieu  Falle  mit  dieser  niiUleren  Zahl  und  dem  zugehOrigCQ 
ty  kurz  diesen  Grenzwerlhen,  genau  die  rechtfn  aber  doch  die  wahr- 
scheinlichsten Worlhc  treiren,  und  uberliaupl  nicht  leicht  stark  daniil 
irren  können,  wenn  der  betrellV.nule  Fall  ausnahmsweise  unter  vielen 
anderen,  die  zur  Rechnung  beitragen,  mit  tinterlHuft,  um  so  weniger, 
wenn  man  die  Methode  der  kleinsten  tju.  zur  Beslimmung  der  Con 
stanliMi  anwendet,  wobei  hohe  Weilhe  von  r  |f  mit  geringem  Gewic 
/'  zldilen;    viele  Fülle   der  Art    darf  man    aber   überhaupt    nicht 
lassen.     Wollte    man    nicht    in  der  hier  vorgeschlagenen  Weise  ver- 
fahren, so  mUsste  man  das  gleich  «  gefundene  r  mit  einem  anderen 
unter   inoglichsl  gleiclien  Umstunden   gefundenen  r,   was  aber   nl 
bis  n  reicht,  zusammennehmen  und  das  Mittel  beider  für  beide  Fttl 
zur  Bestfmuuing  da^  tIafUr  geltenden  /  veiwenden.     Aber  ganz  streng 
ist  das  auch  nicht,  die  tjU»icld(n  inigkeil  dei'  Rechnung  leidet  darunter, 
und  es  kann  sein,  dass  kein  anderes  unter  vergleichbaren  L'mstiindtü^ 
beobachtetes  r  dazu  zu  Gebote  steht.  ^| 

Uebrigens    iindet   sich,    dass    die  Grenz-^'s,    zu    denen    man  auf 
dein  vorgeschlagenen  Wege  als  Ersatz  für  t  =  oo  gelangt,  nur  s« 
langsam  mit  »  ansteigen.     So  lial  ntan  auf  Grund   unserer  Fundame 
taltabellc,  unter  Mitziiziehung  ihrer,    desshalb  besonders  beigefUgtelSr 
Krgfui/ung   folgende  zu  Iblgemlen  Werlhen  von  ti  zugehörige  Grei 
rf  und  Grenz-/'s. 


z^^V 


1P 


aui 
tean 


n 

'« 

Ui-eiiz-t 

r 

25 

99,000 

1,98*9 

0,0003777 

30 

99,167 

2,0106 

2719 

50 

99,ö 

2,1379 

1072 

1(10 

99,75 

2,2449 

0,0000420 

iöü 

99.8333 

2,3628 

142 

200 

99,875 

2,4187 

0,00000829 

500 

99,950 

2,5896 

0,00000382 

Ifliil 
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XIV.    Berechnimgswdse  der  ronstanton  l»,  k. 

Zur  Berechnung  der  Constaulen  A,  k  für  einen  gegebenen  Hiiul- 
llieil,  sei  es  nach  F  oder  M,  reichen  |jrin€i|>iell  die  Beobaclitungen 
\m  r^  bei  zwei  verschiedenen  />'s  auf  dem  l>clrclTenden  HauUhoil  hin. 
Denn  seien  die  beiden  />  respeclivc  />, ,  />^,  die  dabei  gefundünen 
rl  gleicli  r, ,  r^_  und  die  daraus  nach  der  FundauienlaUaft.'l  erhakeurn 
/  gleich  <, ,  t^,  so  hal  man  ilie  beiden  üleichuugen; 

AZ>,  ±  A==  ^ 
hD-i  ±  k  =  ti 

wobei  das   obere  Vorzeichen    Tür   meine,    das   untere  liir  Müllei's 
Formel  gill.     Der  Abzug  dur  ersten   von  der  zweiten  Gleicfiung  giebt 

beidwfalls: 

/<[/;,  —  ;>,)=/.,-/, 
mitbin: 

fh  —  ih 

imd  durch  Sulislilution  dieses  Weithes  von  A  in  die  eine  oder  andere 

iUt  übigeu  (jleichungcn : 

±  h  =  {\  —  h  l>,  =  l-i  —  h  fii  . 

Zu  bestinniiiefeni  Anhall  lassen  wir  tV>lgcnds  das  ubeie  Vui- 
zeidien  im  Sinne  meiner  Formel  gelten,  wovon  sich  die  Uebeflragung 
auf  das  unicre  im  Sinne  von  Müller's  Formel  leicht  ergiebl. 

Da  die  Bestininiung  der  Conslanien  aus  Heobacli Lungen  lilus   bei 

i  Ü's  auf  einei'  gegebenen   tlaiitslelle   keine   grosse   Sicherheit  ge- 

wüliii,  zieht  man  im  Allgemeinen  eine  Bestimmung  aus  einer  grösseren 

Anzahl  vor,    nehmen  wir  beispielsweise  4,    wie  es  bei  den  neueren 

(.'amerer'schen  ilantigeli'nkversiiclien  der  Fall,  wo  die  l  Distanzen 

\,  2,   3,    5  MilL  sind;    und    als    Anhalt   zur   Krliiulerung   diene    die 

Combinalion   FWy  in  no.  I,    nach  Beobachter  1,    wofür  die  Data  im 

Vil.  Abschnitt  gegeben  sind. 

Uieuach  haben  wir  zu  einander  gehörig: 


30,65 
0,GG5i 


37,70 
0,7i57 


3 

51,70 
0,8Ä82 


63,  t 
0,9416 


£14 
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und  eiltahen  somit  durch  successivc  Siibslilution  der  vier  D'i 
Gleichung  /  ^^  hD  -\-  k  Colgendo  vier  Gleichungen: 

Ift  +  /,  =  0,6654 
SA  4- A  =  0,7<57 
3A  +  k  =  0,8282 
bh  -\-k  =  0,9446 

Aus  je  zweien  dieser  Gleichungen  Ictsst  sich  h,  k  beslinimenT 
was  sechs  raügliche  Beslinunungen  giebt  (im  Allgemeinen,  wenn 
Zahl  der  D  gleich  N  ist,  -  g-"  BesLimmungen),  die  sich  al 
wegen  unausgeglichener  Zultilligkciten  etwas  unterscheiden,  ^ft 
könnte  man,  um  eine  einheitliche  Bestimmung  aus  ihnen  zu  gewinnen^ 
die  Mittel  aus  den  so  erhalleuen  sechs  //,  /;  nehmen,  wird  es  ab^^^ 
falls  man  nicht  gleich  zur  Bestimmung  nach  der  sichersten  Methode, 
d.  i.  der  Melliodo  der  kleinsten  Quadrate,  seine  Zulluchl  nehmen  will, 
zunächst  praktischer  linden,  anstatt  jener  vielfachen  Bestinunungen 
die  zwei  Gleiciumgen  mit  den  zwei  kleinsten  l)  und  ebenso  die  zwei 
mit  den  zwei  grössten  />  zu  addircn,  oder,  sollte  man  beispielsweise 
mit  sechs  Gleichungen  zu  ihun  haben,  diess  mit  je  drei  derselben 
zu  ihun,  womit  man  jedenfalls  zwei  resultirende  Gleichungen  erhäUj 
die  wie  vorhin  zur  Bestimmung  von  A,  /.:  dienen  können. 
Thal  hat  man  solchergestalt  in  unsereiu  Beispiel: 

3/i  -f  2/.- =.  l,3St1 
8/(  +  2/.  =  1,7608 

ferner  durch  Abzug  der  ersten  (Gleichung  von  der  zweiten: 

ÖA  =^  0,3887  , 
mithin  h  =  0,07774 

und  durch  Substitution  dieses  Werlhes  von  h  in  die  eine,  beispiels- 
weise die  erste,  beidei'  Gleichungen- 

0,23323  -h2A-=  4,38H0 
2A  =  0,1U787 
/.•  =  0,57394 

Diese,    sehr    leicht    und   einfach  auszuführende    und  wegen 
eben   so    leichten   Revision   nicht   leicht   Rechenverschen   zulassende, 
Bestimmungsweise    nenne    ich    die    Summalionsmethode,    uo^ 
bezeichne  sie  mit  Summ.  ^H 

Auch   wenn   die  Zahl   der  D's   und  mithin  Gleichungen   unpaar 
ist,  wird   [nan  von  derselben  Methode  Gehrauch  machen  können,  nur 
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dass  dann  die  A's  nicht  einfach  durch  Abzug  der  summirten  Glei- 
chungen von  einander  verschwinden;  man  wird  aber  die  Aufgabe 
iiiil  den  einfaclien  Fall  einer  paaren  An/.ahl  von  suniniirten  (llei- 
chungcn  zurückführen  köunnen,  indem  man  alle  Gleichungen  dopiK'll 
einführl,  (indel  aber  dabei,  dass  diess  auf  dasselbe  fierauskonunl, 
als  wenn  man  von  den  unpaaren  Gleichungen  die  niillhno  wegUissU 
indem  bei  Verdo[i[telung  der  Gleichungen  die  millleie  im  Resullal 
auf  einer  Seile  als  additiv,  auf  der  anderen  als  sublractiv  in  Rcch- 
uung  kommt,  was  sich  conipensirt. 

Lni  Inenach  Rechnung  mit  Beobachtung  zu  vergleichen,  std)- 
sliluirt  man  die  gewonnenen  Weidie  ä,  k  in  dit'  Gleicluin.^en  für  die 
verschiedenen  Ws  und  erliiilt  hiedurcli  berechnete  /"s,  aus  diesen 
aber  durch  Huckgang  auf  die  Fuudanientallafel  berechnele  ;}|.  I3ie 
Differenzen  zwischen  beobachteten  und  berechneten  r  ]j    nennen  wir  #. 

Die  Suoinje  der  Quadrate  der  t  kurz  yr  oder  ilas  miltlere  f'  := 

n 

ist  für  Sicherheitsbeslinunungen  massgebend,  worauf  kilnflig  zu  kommen. 

Nennen  wir  Kür/.o  halber  die  zu  den  beobachteten  r}{  gehörigen 
I  seihst  beobachtete,  indesä  die  berechneten  t,  wie  eben  bemerkt, 
nach  A,  /«•  erhallen  sind,  so  können  wir  auch  die  Dillei'enzen  zwischen 
Iteobachlelen  und  berechneten  /  in  üelracht  ziehen,  und  wollen  diese 
itiil  J  bezeichnen. 

Kienach  haben  wir  überluui|4  in  unserem  Beis|>iel: 


ü 

'■« 

c 

6« 

^ 

j 

Iwob. 

ber. 

beoli. 

bcr. 

\ 
% 

3 
5 

30,65 

37,70 
51,70 
63,40 

28,64 

30,54 
49,26 
60,31 

—  2,01 
4-  1,84 

—  2,44 

+  1,01 

4,040 
3,386 
5,954 
3,648 

0,6654 
7157 

8282 
»416 

0,6517 

7294 
8072 
9626 

—  0,0137 
+  0,0137 

—  0,02t0 
+  0,0210 

.^£2  = 

17,028 

Die  Abweichungen  t  sind  ziemlich  betrllclitlich,  sind  aber  nicht 
'Jie  deönitiven,  nach  welchen  spliter  die  Condjination  FWy  '^-^  '^'^" 
"•"theilen  ist,  einmal,  weil  die  Summationsmethode,  bei  dci-  wir  noch 
'»telieo,  nicht  die  sichcrstmügliche  ist,  zweitens,  weil  die  vorigen 
'^'-^stiiiimungen  blos  von  einer  Versuchsperson  herrühren;    es  haben 
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aber  fünf  bei  denselben  /)'s  beobachtet,  und  zur  AusgleichuDg 
ZuP^lligkeitcn  *)  werilcMi  hievon  MiHelbestiraimingeD  der  A,  k 
Melliude  T  oder  H  des  XV.  AijschniUes  xu  nehmen  sein*'),  die  d; 
ganz  eben  su  zu  behandeln  sind,  als  wenn  man  mit  den  VersucI 
einer  einzelnen  Person  zur  Gewinnung  ihrer  specialen  A,  k  zu 
hülle,  und  su  küunen  wir  die  Erlliulerung  in  dieser  Uinsichl  ao 
vorigen  einfachen   Beispiel  tbrlsetzen. 

Man  kann  bei  unserem  Beispiel  beiuerken,  dass  sich  die 
livcn  und  negativen  /'s  in  der  erslen  Ablheilung  der  sunimi 
Gleichungen  ausgleichen,  eben  so  in  der  zweiten;  und  dasselbe  Bm 
sich  auch,  wenn  in  jede  !>eidei-  Abiheilungen  mehr  als  zwei  l\  dl 
gehen,  indem  z.  B,,  wenn  es  je  drei  sind,  die  Summe  von  je  zv 
.7's  gleich  dem  drillen  ./  mit  enlgegengeselztem  Vorzeichen 
Diese  Bigenschaft  der,  durch  die  Sununalionsmelhode  zu  erhaltend 
/  kann  zur  Cüutrolc  der  llechnung  lUeneu.  indem,  wenn  sie  (a 
sehen  von  AbruntUing  in  Deciinalen)  nicht  zutrilTl,  falsch  gerecl 
net  isl. 

Nun  erieichl  man  allerdings  weder  durch  Mittelziehuug  aus  •!< 
vielfaclH'ii   Bestimuiuitgi>n,    noch    durch    ilie   Summalionsmethode 
möglichst   sichere,   d.  i.  zum  kleinstmOglichcn  ^V^  führende,  B^ 
slinunung  dc:r  Gunslanlen,  worauf  es  principiell  abgesehen  sein  mttss 
sondern  hie/.u   kann  nur  die,  mil  Qu.  zu  bezeichnende,  Methode 
kleiiislen  (Juadrale  lühren,  sofern  diese  eben  darauf  geslelll  isl, 
Vorhandensein  von  mehr  Gleichungen,  als  zur  Bestimnmng  der 
stauten   hinreich<?ii,  dii.'se  so  zu  bestimmen,  tlass  danach  die  Suii 
der  Quadrate   der  Abweichungen   zwischen    den  direcl  beobachte! 


iinlfl 


*)  Natüriiclt  k;uiri  iintm-  oiner  Ausgleichung  von  Zufälligkeiten,  wie  sie  hi 
tmil  wu  sonsl  iiocli  tiic  lUnle  auf  eitio  solrlio  komriil,  zu  vcrslelieii  isl,  iiic^ 
eine  Ausyk'iehunj;  ilt>r  Ziir;illij;kt>itt'n  t;eiiu'inl  sein,  diii  tMcl»  tJcti  Erörleruogen  d^ 
XII.  Abschriilles  wesenllicli  /.iir  Metliodo  yelKiren,    soiulein  mir  i'iiu'   Ausgieiol^H 

»tiT  ZuniliigJieilt'ii  zweiter  Orduiia!<,   veruiüge  deren  die  —  der  eiazeliieu  Beobachte 


4 


tiadi  dieser  odor  jener  Hichliing  mehr  oder  weniger  von    den,    slrong   gcnouiniel 
mir   für   ein   uiiomlÜrhos   u    Kclloudon  Gesetzen    der  zurulligen  Abweichuugeu_ 
woichoii,    wotilio  diMi  Fvrnioht  lu  (iruiide  gcicjrt  sind. 

••)  Die  Vorgteichung  zwischen  llechnung  und  Oeohachlung  hienacb,  welcbl 
verni%e  eiiiei'  \iel  hesseren  Z»s.iniiiieiistiuuiiiiuj^  mir  zu  einem  -l't"'^  =  0,374  füJ 
diest'lhi'  ('onibiniitiKti  l'iilu'l,  ist  <im  Schhisse  einer  Eiuschaltung  des  XVI.  Abschai 
KUüebün. 


1091 


Ijeher  die  IVIassrestimhingkn  des  Raimsinnes. 


217 


Werlhen,  unsen^n  Falls  den  rjf,  und  den  nacli  den  Constanten  be- 
rechneten Werthen  einen  kleinern  VVerth  erli.llt,  als  wenn  man  irgend 
vvclciie  andere  Werthe  der  Conslanlen  verwendcle.  Und  da  diese 
Methode  in  jetlcm  Falle  zu  Gebote  sieht,  so  scheint  es  zunächst^ 
iIbss  man  sich  auch  in  jedem  Falle  daran  zu  halten,  und  von  der 
Siiminationsmelhüde  u^anz  abzusehen  halje.  AbtTi'  es  giebl  Gesichls- 
pimcle,  welche  die  Anwendung  von  Summ,  unter  gar  nicht  seltenen 
Umstanden  selbst  anstatt  Qu.,  in  jedem  Falle  aber  zur  Einleitung 
und  in  gewissem  Sinne  zur  CoiUrole  von  Qu.,  empfehlen  können; 
und  da  dieser  Gegeosland  von  grossem  praktischen  Interesse  ist, 
wird  etwas  nöher  darauf  einzugehen  sein. 

Selbst  nach  Qu.  erhült  man  keine  absolut  sichere  Bestimmung 
der  Constanlen,  sondern  diese  nach  Massgahe  des  grösseren  oder 
Ij'cringeren  .i'*^  was  die  Methode  Qu.  bei  Vurgleichung  von  Rechnung 
mit  Beobachtung  noch  übrig  lässt,  mit  grösseren  oder  geringeren 
wahrscheinlichen  Fehlern  behaftet;  man  erhi^lt  die  Constanten  nur 
eben  sicherer,  als  bei  Anwendung  von  Summ,  auf  dieselben  Beob- 
achtungen bei  gleicher  Zahl  n  derselben.  Wenn  man  aber  das  u 
hei  Summ,   über   das    n    bei  Qu.  irinaus  steigert,  kann  man  dieselbe 

Kleinheil  des   mittleren  f^  =  ^^^—,  hiermit  dieselbe  Sicherheit,  dadurch 

n 

erreichen*),    als  durch  Qu.  mit   dem  kleinern  «.     Auch    nllherl  sich 

»l'gßi'iein  gesprochen  bei  G  I  e  i  c  h  h  a  1 1  y  n  g   des   n    für  Summ,    und 

0".  das  Resultat   beider   der  Gleichheit   nni    so  mehr,   je   grösser 

tbis  ;,  genommen  wird,  und  würde  unter  Voraussetzung  der  Richtig- 

''Cil  der  Formel   bei  unendlichem    n    principiell  ganz  gleich  werden. 

^il  einem  Worte,  man  hat  in  Summ,  keine  falsche,   sondern  nur 

unter  .Anwendung  von  gleichem   n    minder    sichere  Methode  als 

y"->   was    aber  durch   Vergrösscrung  des  w  bei  Summ,  ausgeglichen 

Börden  kann.     Auch  leuchtet  diess  aus  dem  Gesichtspuncte  ein,  dass, 

^^Hn   der   Ansatz    der    einzelnen    Gleichungen    richtig    ist,    er   nicht 

""•*ch  Summation  derselben  falsch  werden,  also  nur  die  Sicherlieil-s- 

'•^j^liinmung  dadurch  Iteeinllusst  werden  kann. 

Nun  ist  Qu.  viel  mühsamer,  zeitraubender  und  leichler  Rechen- 


£f^ 


*)  Wenn    ich    vielfach   die  Sieherheil   blos   nach    der  Grösse   des  2"**.    iiirlil 
)  >ergleiclie,   so   ist  ihiboi  sleLs  ein  gle^clll'^  ti  voruusgcscizl. 
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versehen   unterworfen   als  Sumra.,   und   so  kann    es  bei  hinreichend^ 
grossem   n,   wo   tias  Resultat  beider  Methoden   sich   überhaupt  sellH 
nahe   koinnit,   «chon    hieduich    gerechtfertigt  erscheinen,    bei  Summ, 
stehen   zu   bleiben ,    und    insbesondere  wiril   diess  Experimentatoren, 
die  nicht  sehr  geübt  im  Rechnen  sind,  zu  empfohlen  sein;  denn  wi^d 
nützt  es,  wenn  sie  tine  an  sich  sichierc  Recheuuicthode  anwenden^^ 
ohne  sich  und  Andere  sichei'  zu  stellen,  dass  sie  sich  nicht  bei  dcu 
vielen  Operationen,  die  dabei  vorzunehmen  sind,  ein  und  das  andere- 
mal  versehen  haben,    was   in  der  That  nach  meiner  eignen    . 
Erfahrung  schwerer  zu   vermeiden   ist,   als   man   wol^f 
denken  müchte.    Sollte  aber  der  Zweck  der  Untersuchung  nacli- 
triiglich    noch  eine  sichrere  Bestinmiung  fordern,    so  mögen  sie  die- 
selbe   gewandteren    Rechnern    überlassen,    und    die    vermehrte   Zeit, 
welche  die  Hcchnting  nach  Qu.  fordern  wUrde,  lieber  aufVergröss 
rung  des  n  wenden,   und  datlurch  die  Reihen  an  sich  selbst  siehe 
machen.     Reihen  mit  kleinem  n  aber  künuen  auch    durch  Qu.  nicht 
sicher  werden. 

Auch  für  den  gewandten  Rechner  aber  kann  Anlass  sein,  vi« 
mehr  bei  Summ,  stehen  zu  bleiben,  als  sich  zu  Qu.  zu  wenden. 
kommt  nlimlich  vor,  dass  zur  Entscheidung  einer  Frage  das  Result^ 
aus  sehr  vielen  Reihen  zu  ziehen  ist,  die  wegen  Verschiedenheit  des 
/>  und  n  nicht  zu  mittleren  Reihen  combinirbar  sind;  es  kann  abe|^ 
fUr  die  zu  Gebote  stehende  Zeit  und  Geduld  selbst  des  gewandlest6^| 
Rechners  undurchführbar  sein,  die  umständliche  Methode  Qu.  auf 
alle  anzuwenden.  Dann  kann  man  um  so  mehr  bei  Summ,  stehen 
bleiben,  als  durch  die  grossere  Zahl  der  Reihen  ein  enlü[)rechcnder 
Vortluiil  als  durch  Vergrösserung  des  u  erreicht  wird.  Gesetzt  alle 
oder  die  weil  grü.ssere  Zahl  der  Reihen  stimiiil  nach  Summ,  zu  einer 
gewissen  Entscheidung  zusammen,  so  kanu  man  auch  nach  Qu,  keii 
andere  Entscheidung  mehr  erwarten;  gesetzt.  Summ,  führt  zu  fa 
eben  so  viel  fUr  als  wider,  so  wird  auch  diu  Entscheidung  na< 
Qu.  zweifelhaft  bleiben. 

Mit  air   dem   bleibt   der  Vortheil   grösserer   Sicherheil   von  Qu. 
vor  Summ,  an  sich  bestehen,  und  habe  ich  desshalb  in  dieser  ganzen 
Untersuchung   bei  allen  definitiven  Rcslim.mungeu  von  Qu.  Gebrauch 
gemacht;  dabei  aber  auch  aus  folgenden  (iriintleu  nie  versäumt, 
Reliaudlung  denselben  Reihen  nach  Summ,   vorausgeiteu  zu  tai»sen. 
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Zuvörderst  kunn  es  erwünscht  seio^  sich  durch  die  leichte  An- 
wendung von  Summ,  vorlaulig  zu  überzeugen,  ob  man  mit  einer  sehr 
sicheren  oder  unsicheren  Reilie  zu  thun  hat,  und  welcherlei  ilesullal 
man  von  einer  nachherigen  Anwendung  von  Qu.  zu  erwarten  hat. 
Hihiilt  man  durch  Summ,  ein  sehr  geringes  y^^  so  kann  sich  dicss 
ilurcli  Qu.  nicht  mehr  erheblich  verkleinern,  weil  es  sich  überhaupt 
nicht  unter  Null  hinaus  verkleinern  kann;  erhält  man  ein  sehr  grosses 
2*f',  so  kann  die  Verkleinerung  durch  Qu.  unter  Umständen  erheb- 
lich sein;  doch  bleibt  allgemein  gesprochen  das  ^V  immer  noch  gross 
und  die  Reihe  unsicher.  Ein  weit  grösserer  Vortheil  aber  liegt  da- 
rin, dass  man,  wie  schon  oben  angedeutet,  durch  die  vorlüuhge 
Anwendung  von  Summ,  bis  zu  gewissen  Grenzen  vor  Recbenver- 
st'hcn  hei  naclihcrigcr  Anwendung  von  Qu.  geschützt  wird.  Sofern 
Dlimlich  Qu.  in  jedem  Falle  nur  ein  geringeres  (höchstens  gleiches) 
.iV  geben  kann,  als  Summ.,  gewinnt  man  die  Gevvissheit,  dass  ein 
Rechenfehler  begangen  ist,  wenn  sich  diese  Bedingung  nicht  erfüllt 
fmdül,  und  hat  nicht  eher  zu  ruhen,  bis  er  gefunden  ist;  ja  ich  ge- 
siehe, bei  den  ausserordentlich  zahlreiclien  Anwendungen,  die  ich 
von  Qu.  zu  machen  halte,  ohne  diese  Controle  mehr  als  einmal  bei 
einem  falschen  Resultat  stehen  geblieben  zu  sein;  da  sich,  wie  es 
wohl  geschieht,  dasselbe  Versehen  bei  Revision  der  Rechnung  nach 
Qu.  wiederholte.  Auch  wo  jene  Bedingung  erfüllt  ist,  wird  man 
aber  bei  starker  Abweichung  des  Residlals  zwischen  Summ,  und  Qu, 
sich  angeregt  finden,  den  möglichen  Grund  davon  in  einem  Rechen- 
fehler zu  suchen,  so  dass  starke  Versehen  durch  diese  Verbindung 
von  Summ,  mit  Qu.  ziemlich  ausgeschlossen  sind. 

Endlich  kommt  bei  der  gewöhnliehen  Ausfuhrungswei.se  von  Qu., 
die  ich  als  Conectionsmcthode  bezeichnen  werde  (stall  deren  jedoch 
hier  von  einer  anderen,    merklich   äquivalenten,   Gebrauch  gemacht 
werden  wird),  noch   folgender  Vortheil  der  vorgängigen  Anwendung 
von  Summ,  in  Betracht.     Die  Beziehung  zwischen  den   duich  Beob- 
achtung gegebenen  r*   und  den   (unter  Vermittelung  der   secundiiren 
Formel  und  Fundamenlaltafc!)   daraus  zu  bestimmenden  Unbekannten 
A,  k  ist  nicht  ilurch  eine  sog.  lineare  Gleichung  ausdrUckbar,    d.  h. 
in  welche  die  gesuchten   Werthe  blos  in  einfacher  Potenz   eingehen; 
und    diess   bringt    für   die  Anwendung  del*   Methoele   mit   sich,    dass 
luan  sich  vor  Allem  angenidierLe  Werthe  \on  A,  /;,  j»;  angcnähertei*, 
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um  so  besser,  zu  verschafien  liat,  die  man  dann  durch  Correciion 
genauei'  macht.  Gewöhnlich  gesctiieht  diess  wohl  durch  Ableitimg 
der  gGDühcrlGu  Wcithe  aus  zwei  Gleichuogen,  die  man,  sei  es  aufs 
Geiathcvvohl  oder  nach  irgend  einem  parliculären  Gesichts|»UDCle,  aus 
der  vorrlithigcn  Zald  der  Gleichungen  dazu  auswählt.  Das  Sumiua- 
lioiisverfahren  aber  giebt  die  angenäherten  Wcrthe  unter  Zuziehung 
aller  Gleichungen  in  ganz  methodischer  und  für  alle  Fälle  gieich- 
furmiger  Weise  jedenfalls  in  grOs-serer  Annäherung  als  nach  blos 
zwei  Gleichungen  her. 

Diu  die  Vcihldtnissc  zwischen  den  Ergebnissen  von  Summ  uud 
Qu.  durch  Beispiele  theils  an  den  Reihen  der  einzelnen  Beohacliler 
I,  II  u.  s.  \v.,  Iheils  an  Miltelreilien  derselben  erlilulerl  zu  fioden. 
braucht  man  blos  auf  die,  im  IX.  Abschnitt  angeführten,  TahollonC, 
l)  zurückzublicken,  wo  die  Ergebnisse  vergleichend  nach  Summ,  und 
Qu.  zusamraengeslelll  sind. 

Unterscheiden  wir  nun  kurz  die  Wcrthe  nach  Summ,  iinil  Qu. 
durch  ,v  und  ij,  so  sieht  man  in  Tab.  C  und  D,  dass  wirklich  alle 
Wcrthe  ^>-  kk-iner  nach  q  als  s  sind;  dass  sie  aber,  eben  so  wie 
die  /(  und  k  der  Tabelle  B,  bei  WV-chsel  von  <!ombinationen  oder 
Beobachtern  einander  nach  .v  und  (j  nahehin  parallel  gehen,  und  liass 
dabei  bald  s  bald  f/  grössere  Werthe  für  A,  /.•  giebt,  was  die,  üline- 
hin  nicht  gerechtfertigte,  üesorgniss,  durch  Anwendung  von  Sui 
statt  Qu.  in  einen  constankui  Fehler  zu  verfallen,  auch  von  cm 
risclier  Seite  ausschlicssL  Aus.serdem  kann  man  sich  duich  ^i 
gii'ifhung  dei'  in  Tabelle  D  l'ilr  die  einzelnen  Beobachter  I,  II  ii.  s, 
gcgi'bL-nen  Werthe  2,'f^  mit  denen,  welche  in  Tab.  G  für  die,  oai 
i\hjt!iode  T  (Abschn.  XV)  erhaltenen  Mittel  reihen  dieser  Beohacli 
in  derselben  Combinalion  gegeben  sind,  überzeugen,  Nvie  sehr 
nioinhin  durch  die  iMittelziehung  der  Reihen  die  Werthe  von  Si 
abnehmen. 

Da.ss  2-V^  Jjei  den  vortheilhafleslen  (üombinalionen  sich  bis 
Bruchwertlic  der  Einheit  verkleinert,  hiingt  daran,  dass  die  '^"' 
weichungen  t  zwischen  llechnung  und  ßcoliaclilung  hier  selbst  sJiiJit^' 
lieh  nur  Bruchwerthe  der  Einheit  sind>  die  sich  durch  Quadratur  "** 
so  mehr  verkleinern.  ^| 

Es  ist  nun  aber  doch  das  Verfahren  nach  Qu.  anzugehen, 
einfachste  Form  desselben,   welche  für  sog.  lineare  Gleichungen    » 
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ist  liier  bcmerktoriiiassen  'nicht  anwenttbar,  weil  in  der  Gleichung 
kB  -{-  k  =1  t  der  VVerlh  l  nicht  dircct  durch  Heobachtuug  gegeben, 
sontMrn    eine    complexc    Fiinclioii    des    direcl    beobachteten     -  exk-r 

r^  =  100—  ist.  um  nun  docli  die  Aufgabe  auf  die  für  lineare 
Gleichungen  güllige  Form  zu rilckzu führen,  steht  ein  doppeltes  Vcr- 
fahreo  zu  Gebote,  was  ich  Kürze  halber  als  Ge  wich  Isverfah  len 
iiml  Correctionsverfahr en  unterscheide.  Davon  ist  das  eiste 
von  Muller  eigens  für  die  Zwecke  unseres  Untersuchungsgebieles 
erfimden»  und  von  ihm  Iheoretisch  und  empirisch  als  brauchbar  er- 
wiesen, indess  das  zweite  hingst  bekannt  und  allgemein  in  G<v 
braucli  ist  *). 

Eine  Hauptrolle  spielen  in  dem  Gewichtsverfahren  die  Werthe 
r=e''^'^„  sofern  sie  als  Gewichte  in  mathematischem  Sinne  in  den 
Gleichungen,  womit  man  /u  Ihun  hat,  verwendet  werden.  Zu  jeilcm 
rjf  Uüd  mithin  t  gehört  ein  besonderes  F  als  Function  dieses  t; 
aostall  es  aber  für  jeties  bei  den  Versuchen  vorkommende  rj  erst 
hesonders  zu  berechnen,  ist  es  schon  berechnet  jedem  rJJ  in  der 
hindatnenlallaliclte  beigegeben;  und  hat  man  noch  Ubei'diess  der 
l'iindaincntüllal'el  eine  Hulfstafcl  für  die  bei  der  Berechnung  nach 
Uli.  zuzuzichentien  /'/  beigefügt,  welche  erspart,  die  Producte  2*1 
in  jedem  Falle  ersl  besonders  zu  bilden,  .so  ist  das  Gcwichtsver- 
falireo  etwas  bequemer  und  kurzer  als  das  Correctionsver fahren, 
\vivsi,lialb  ich  es  hier  benutzt  habe  und  folgends  im  praktischen  Inler- 
t-'S-NC  so  darlegen  und  an  eincui  Beispiel  erlliutei'u  werde,  dass  es 
leicht  verstanden  imd  danach  liMcht  ausgeführt  werden  kann,  ohne 
riie,  denj  Qu.  überhaupt  anhaftende,  IJnistfindlichkeit  damit  ganz  er- 
spanjji  zu  können.  Inzwischen  werde  ich  hienach  auch  auf  eine 
vergleichungs weise  Daislellung  des  Correclionsverfcdirens  mit  dem 
Gewichtsverfahren  um  so  mehr  eingehen,  als  ich  den  praktischen 
Vorlheil  des  Gewichtsverfall rens  vor  dem  Gorreclionsveifahrcn  doch 
keineswegs   so   bedeutend   finde,    als  er  nach   Müller  (dessen  Ahli. 


*)  Müller  uHtersclicidel  drei  Verfahren,  iiiJom  er  als  I  Jas  auffülirt,  was 
oben  als  Correcttonsverfalirüri  bczeiclinol  ist,  als  II  das  voa  ihm  mit  Recht  ver- 
worfeae,  wo  man  statt  ^Li'^  vielmehr  2J'^  zum  Miniiiium  maclit,  niiil  ;ils  III  unter 
der  Bezeichnung  Verfahren  mit  Gc  w  icttlscdr  rc  cl  i  im  c  n  <liis,  w;is  i<-li  oIh?» 
kurz  als  Gew  ic  h  Is  verfall  rcn  bezeirbue. 

Abkandl.  ■!.  K.  ä    Gt^^icltHch.  <l.  Wiii»«ti8i-Ii.  XXU.  Jb 
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p.  200)  scheiini^n  möclile,  falls  man  nur  in  einer  für  das  Correclions- 
verfahren  anzuwendenden  FimdainenlallaLelle  die  F  durch  \T  =  t' 
ersetzt,  und  als  die  Natur  und  der  Grund  des  praktischen  Vorthcilj!, 
der  docli  hienach  noch  für  das  Gewichtsverfahren  übrig  bleill.  selbst j 
nur  aus  dem   Vorgleir.he  beider  Methoden  erhellen  kann. 

Ausser  A,  k  können  auch  deren  wahrscheinliche  Fehler,  {\k\(k\ 
resfieclive  mit  l),  f  bezeicline,  iu  Zusainujenhang  mit  A,  k  selbsl  nacll 
denselben  Methoden  bestimmt  werden. 

Vorausgesetzt   ist   überall   bei  den  folgenden  Formeln,  dass 
allen    D    der   Beol)achtungsreilie,    worauf   die    Formeln    Anweadui 
finden  sollen,  dieselbe  Zahl  der  Beobachtungen  oder  Fidle,  dassett 
n,  i'latz  gegriffen  hat.     Wo  nicht,    so   wäre  jedes  F  noch  mit  d* 
zum  belrefl'enden  D  zugehörigen  n  niuUiplicirt  einzuführen. 

Hienach  nun  gellen  für  die  Gewichlsmetliodc  folgende,  du*"^ 
die  nachherigen  Krkilirungen  und  Anweniitingcn  zu  erUiiiterndc,  F^ 
mein  zur  Buslimmung  von  h  und  k: 


,._B 


B  =  ±  SrO'i  ■  in  T  2I'D  •  2:11  fi 

c  =  irtn  .  ir  —  (.srz))». 

Hierin  bedeutet  ^7'  die  Summe  aller  F  der  Fundamentallabeil 
welche  den  verschiedenen  rf  der  Beobachtungsieihc  zugehörers 
yFtD  die  Summe  der  Producle  aus  den  F  in  die  zugehörigen 
und  D  u.  s.  f.;  FD  die  Summe  der  Producte  blos  aus  F  und  *^ 
u.  s,  f.  Die  Bildung  von  2^Ft  wird  dadurch  erleichtert,  dass  tS 
jedem  t  das  zugehörige  /'/  durch  die  Hiilfslafel  gegeben  ist,  inde£ 
man  die  übrigen  Producle  besonders  zu  berechnen  hat.  im  Wcrth» 
von  C  ist  i'/D^  nicht  mit  {^'FDy  zu  verwechseln,  sofern  erstere: 
die  Summe  der  Producle  aus  den  F  in  die  D\  Iclztcres  das  Quadra 
der  Summe  der  einfachen  Producte  aus  den  7'  in  die  D  ist. 

Die  Formel  für  h  stimmt  nach  F  und  M  tlberein,  wogegen  füi 
die  Bestimmung  von  k  nach  F  das  obere^  nach  M  das  unlere  Vor- 
zeichen im  Werlhe  von  B  gilt. 

Als  Beis|viel  der  Anwendung  nehme  ich  die  Reihe  des  Beob- 
achlors    I    filr    FWy^    deren    Ergcbniss    nach    Sunuii.    und    Ou.   schoi 
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B.  169  an 

der  Spitze  der 

entsprechenden  Ergebnisse 

für  die 

anderen 

Beobachter  aogeführt   isL      Man    lial   unter 

Zuziehung   nieiner   Fun- 

damenlallafel: 

H e c h  nii n g    n a c h  (J u.   f ü r  FWy.      Hand 

gci.   no.   1.     Beob.   I. 

D 

'•8 

t 

r 

n 

rn 

ni) 

riß 

\ 

30,65 

0,6654 

0,44  25 

0,2744 

0,44  25 

0,2744 

0,44  25 

2 

37,70 

7457 

3590 

9569 

7180 

5439     4,4360 

3 

54,70 

8282 

2537 

2404 

7644        6304 

2,2832 

5 

63,46 

9446         4698 

4599 

8492        7996 

4,2460 

Summen  ^| 

4,4950 

0,9043 

2,7408 

2,24  83 

8,3777 

logi          1 

0,07737 

0,95487—4 

0,43788 

0,34602 

0,92342 

Unter   Anwendung   der    unten    stehenden   Summen    und    deren 

Logarithmen  gewinnt  man  nun  nach  obigen 

'ormeln  zuvürdeist  das. 

in  die  Bestinnnung  von  h  unil  k  gemeinsam 

eingehende 

C^  4  0,034  —7,5t 21  =  2,494  3 

logC  = 

0,39643 

Und  hat  ferner  zur  Beslimraung  von  A  und  ß: 

ir .  ^ni)  =  2,6509  in  ■  sro-^  =  7,5507 

Srt  '  irD  =  2,4703  SFD  ■  SPD  =  6,0800 


A  =  0,4  806 


B  =  4,4707 


'»»enacli: 


*= 141^ =«'»'"«* 


1:=. 


4,4707 
2,4943 


=  0,59032 


Ütese  Wcrlhe  von  h,  k  unkTScheiiieii  sich  um  eine  KleinigkfiL  von  den, 
fttiOD  in  Tabelle  U,  Abschn.  IX,  fllr  dieselbe  Ueihc  gej^ebeiieo,  uiialiyekürzl 
M7i33  und  0,59085  zu  sctiroibendei),  was  don  Grund  liul,  dass  bei  diesen, 
*ie  Uberhaupl  von  mir  itu  Attf^enicinen,  die  Wertlie  t,  I\  l't  millelsl  Inter- 
^^lalion  der  Fuodiimentaltafel  und  UUlfstafel  bis  ^^x  fünf  Dociiiijilen  erhallen 
fbeo,  indcss  die  Interpolation  bei  jetziger  heispictsweisur  Beslimmuni;  ein- 
whheitshalher  durch  Abrundunfj  nur  bis  lu  vier  Decimalen  ausgedelinl  ist, 
Jl»  z.  B.  dort  t  =  0,66542,  /' =  0,44246,  Vi  =  0,27444,  slatt  hier  nur 
«spect.  0,6654,  0,4425,  0,2744  genommen  ist.  Da  nun  die  letzte  Üecimale 
dir  Wertlie  der  Fundamonlaltafel  und  llUlfstafel  selbst  nicht  ganz  sicher  ist, 
in  die  Inter|)ol,ilion  bis  auf  fUnf  Decimaten  nur  den,  pniktiscli  eigentlich 
m  vernachlässigenden  Vortheil,   (htss  sich  nidit  (Jio  Un^ciiauif^keil,   welche  aus 

15» 


der  AhrunduDg  auf  \'\or  Decimalün   livrTorgeht,   tiiit  der  UDgenaiiigkeit 
letzten  Decimiiio  iKm-   tafeln  cuiriulirt. 

Die  Vergiek'-huuy    zwischen  Redinuriü,    und    Beoluiclitunt:   geschieht   oi 
sprechend,    als  schoa  bezüglich  der  SuiuiualionsmelhiHli'  angegeben  ist,    uf 
fuhrt  KU  einem  ^c^  =  <3,6H,   indess  man  nach  Summ,  hatte  17,028,  Wertli 
die   sich   aus   tieinselbcn  Grunde  als   h    und  k  von  den  S.  169  angegebeneo' 
um  eine  Kleinigkeit  unterscheiden. 

Will  man  auch  die  wahrscheinlichen   Fehler  von  h  und  k,   re' 
spet'tive  1),  f,    busliinmon,    welche  dcu  h,  k  mit  dem  gewöhnlich 
Zeichen   +  beizufügen  sind,  so  dienen  hiczu  folgende  Fonneln: 


P  =  M744897-i/^n72 


i 


V 
N  ist    die    Zahl   der  I) ,   also^    da    bei    unsern    Handwurzelver- 
suchen  4  ß's  angewendet  sind,  VN — 2  =  Vä,  und  der  Logarithmus 

von    -'     -   '  =  0,678iö — 1.     Unter  ^  sind  wie  früher  die  UnU 

schiede    zwischen    den    berechneten    und   den    Beobachtungs-/    v« 
standen. 

Zur  Bildung  von  ^"FJ^  hat  man  nicht  die  Summe  der  .P 
der  Summe  der  F  zu  mullipliciron,  .sondern  die  Summe  der  Producle 
aus  den  ,P  in    die  zugehörigen  /'  zu    nehmen.     ^I\  ^'FW  und 
«ind  schon  bei  der  öestinunung  von  A,  k  gefunden. 

Hinsich Itich  der  theoretischen  llerleitung  der  vorigen  Älelliod^ 
Seitens  Müller  verweise  ich  auf  .seine  Abhamllung  p.  203(1. 
experimentelle  Bewiihrung  hat  er  p.  213  durch  den,  für  eine  Anzä 
Beispiele  gefllhrlen.  Nachweis  gegeben  (wozu  ich  unten  Beispiele  na^ 
eigner  Bercchntmg  fügen  werde),  dass  die  nach  seinem  Gewichl 
verfahren  berechneten  Werthe  mit  den  nach  dem  Correctionsvc 
fahren  berechneten  bis  auf  Kleinigkeiten  sliumien;  indess  das  Gorrec- 
iionsverfahren  selbst,  als  anerkannt,  keines  Beweises  mehr  bedarf. 
Ein  absolutes  Zusammensliumien  aber  kann  dcsshalb  nicht  stattfinden^  , 
weil  beide  Methoden,  wegen  ihrer  Anwendung  auf  nicht  linea^f 
Gleichungen,  doch  nur  auf  verschiedenen  Wegen  so  weil  getriebene 
Approximalionen  mit  Vernachliissigung  höherer  Potenzen  sind,  dass 
bei  nicht  zu  grossen  Abweichungen  zwischen  Beob.  und  Reclin.  die 
Abweichungen  von  einer  absoluten  Schürfe  der  Bestimmung  \ernactib 
tclssigl  werden  können. 
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Ausserdem  kann   noch   als   cmpirisclic  Bewcilirung   gcUcn,    dass 
Feh   bei   den   autJseiordeDlIicIi    zalilieichcn   Füllen,    wo   ich   in  dieser 
Unlersuchiing  Qu.    nach    der    Cfwichl-sinelhode   mit    v(jrgüngiger  An- 
>vendung   der  Siminialion.smelliodo    gebraucht    habe,    stets  ^>'  nach 
ers5ler   Methode   wirklich    kleiner    als    vorher   nach    letzter    gefunden 
habe,  nur  mit  einer  scbeinbaren  Ausnahme,  wo  niimlich  i^f^  nach 
der  SumnuUionsnielhode  dem  2,'6^  nach  der  Gewichtsmethode  so  nahe 
kaiu,  dass  der  Unterschied  von  der  Ordnung   der   durch  Abrundung 
geschwundenen  Decimalen  war,    und    zulViitig   dei-   spurweise   Unter- 
schied   zu    Gunsten    der    Kleinheit    von    2:,  t'^   nach    der    Summations- 
melhode  ausfiel. 

Hienach    wird    man    sich    des    Gcwichtsverfaltrens    nach   obigen 
Forueln  luil  vollem  Zutrauen  bedienen  können. 

Die  (lo  rrec  t  i  onsnje  lli  ode  anlangend,  so  führt  sich  dieselbe 
natli  folgender  Weise  aus, 

Man   verschallt  sich   zuerst,   am  besten  durch  die  Summalions- 
moihode,  angeniiherle  Werthe  von  A,  k,  substituirt  diese  in  die  secun- 
tliiru  Gleichung  t  =:  hl)  -{-  k  und  gewinnt  hiedurch  berechnete  Werthe 
(,  die  sich  von  den  beobachteten  (d.  i.  zu  den   beobachteten  r^  zu- 
gehörigen)  um  Fehler  unterscheiden,   die  wir  ./  nennen.     Mit   Hülfe 
derselben    berechnet   man    nach   den   gleich    anzuführenden   Formein 
♦'orrectionen   dh   und  dk^  die    man  zu  den  angenäherten  A,  k  zuzu- 
ftjgen  hat,    um  diese  richtiger  zu  erhalten,   und    zwar  mit  dem  ent- 
geifftigesetzlen  Vorzeichen  von  dem,  womit  dh,  dk  erhalten  worden, 
wenn  man  wie  gewohnlicli  die  Fehiei'  als  Rechnung  minus  Beobach- 
tung ninunt,    im  Gegenfalle  mit  gleicliem  Vorzeichen.     Hüll  man  die 
erste   Correction    noch    nicht    für  genügend ,    so   betrachtet    man    die 
corrigirten  A,  k  als  Aiisgangswerlhe  für  eine   neue,    nach    denselben 
Formeln  vorzunehmende,  Gorrection.     In  die  Formeln  gehl  der  Werth 
CD  ein,    welcher    nichts  Anderes  als  c~''  ^  yT  ist;    und  bemerkter- 
inassen  in  einer,   für  die  Correclionsmethode  eingerichtelen ,   Funda- 
ruenlaltabelle  an  die  Stelle  von  F  tritt.  *)      Die  Formeln  zur  Bestim- 
mung der  Correclionen  aber  sind  diese: 


bh  = 


Ä 


U  = 


*]   Kr  wir«]  eheti  .so  wie  /'nach  S.  S05  Lereclinet ;   nur  dass  man  statt  2  lo($  t 
blos  lot;  t  in  Anweoduug  bringt. 


B'  —  ±  2'w/>2  .  Iio  =f  2inD  ■  2taDJ 

~S9S  obere  Vorzeichen  ia  W  gilt  auch  hier  für  F,  das  unlere  füF 
Da  die  einzelnen  ./s  theils  posiliv,    tlieits  negativ  sind,    rauss   dit 
in  Hikhing  tlos  2'w./  und   yotl)  /  herUcksitfiligt  werden,  sofern  dif 
x^/s    nidiL    nach    iiireni    aLsokilen    Wtii'lhe,    sondern    niil   ihrem  Vor-^ 
zeichen  in  diese  Summen  eingehen,  weklie  hienach  ju  nach   Lohoi 
schuss   der    negaliveu    oder  positiven    l'roducle    selbst    negativ    oder 
positiv  ausfallen. 

Zu  vorigen  (jloichungen  aber  gelangt  man  auf  folgendem  Wege. 

Indem  man  die  kleinen  Aenderungen  d/i,  dk,  dt  ^  ^/  als  Dillc- 
renziale  von  A,  A,  /  betrachtet,  hat  man 


DU  ±  hh  =  bl  =  J  .  .  .  .   (a) 

und  unter  Anwendung  des  oberen  Vor/oichens  nach    nieinei-  Grund 
formel  B  (S.   199) 

.    .    .    .     (b) 


r 4  cjJ 


iruuu- 


milhin    durch    llebertragung   des  Werthes   j/  aus    vorigei"    üleicluing 
in  diese 


H 


Lysst  man  nun  i^  —  dii'  Abweichungen  zwischen  beob.  und 
—    <^-   ••    TTT?.  bedeuten,  so  hat  man  in  voriger  Gleichung  imw  lin 

Gleichuug,  nach  welcher  sich  (}h  und  <)k  als  Function  von  j-rr.    bestimmen 

lassen.     Durch  Gleiohseliiung  von  (b)  und   (c)   aber  gewinnt  man,   in- 

4 
dem  sich  —=  auf  beiden  Seiten  hebt,  die  beijuemere  lineare  Gleich u^ 

o){Dbh^iik)  =uiJ  .  .  .  .    (d) 

zwischen  f)h,  dk  und    /,  statt  vorhin  ö  — ,  mit  einem  ihr  beizulei:end< 

n  «^ 

Gewichte  o»,   wonach  behandelt  sie  zu   obigen  Formeln    für   die  Bf 
Stimmung  von  dh,  dk  fuhrt. 

Sollte  man  nun  noch  Alisstrauen  gegen  die  theoretische  Herk 
tung  der  hier  vorgezogenen  Form  (d)  hegen,  so  würde  man  es  d( 
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durcli  empirische  Veigleichung  der  Ergchntsse  der  darauf  gegründeten 
obigen    Formeln    mit    denen    i\er  Sumiijalionsmelhode    und  Gewirlits- 
melhode  beseitigt  linden;   und  ich  habe  in  dieser  llinsiclil  vier  Ri-ihen 
Ottlci-suchl,  zwei  aus  lier  ersten  Abtlieilung  (no.  I)   der  Handgelenk- 
versuche,   FWy  1    und    FWß  11,    eine    aus    der   zweiten   Abiheilung 
(no.  2)  dieser  Versuche  FWy  II,  und  eine  aus  den  Slirnversuchen*) 
FWy   I,    welche  Reihen    ich    lespective    als  (1),  (2),   (3),  (4)  unter- 
scheiden werde,  und  deren  Daten  folgende  sind: 

J'  Werlhc  rg 


«) 


30,65 
37,70 
51,70 
63,40 


Ö6,3 
61,75 

60,35 
77,3 


«) 


Mit  Hücksichl  auf  vorstellende  Data  waren  diese  Reihen  su  aiis- 
gcwählt,  das«  daniil  recht  mannichfaltige  Verhititnisse  in's  Spiel  traten. 
Sosteigen  in  (3)  die  rj  blos  bis  5i,75,  in  (4)  bis  97,6.  In  (2) 
findet  die  Verkehrtheit  statt,  dass  dem  grössern  D  =  S  ein  kleineres 
y*-J  zugehört,  als  dem  kleineren  /}  ==  2 ;  und  die  Wcrlhe  - —  fanden 
sich  sehr  verschietlen  bei  diesen  Beispielen. 

Von  diesen  vier  Hciiicn  sind  nun  die  Wcrthe  ft,  h  vergleichungs- 

weise  nach  der  Sunjiualionsmetliode,  nach  der,  mit  Corr.  zu  l)e/.eieh- 

oenden,  auf  Grund  der  Gleichung  (d)  ausgeführten  Gorreclionsmelliode 

und  nach   der,    mit    Gew.    zu   bezeichnenden,    Gewichtsmethode    be- 

T«clmel,    und   zwar   bei   (^ori-.    im   Ausgange    von   den   nach  Summ. 

gi?fimJenen  VVerthen.     bei  allen  vier  Reihen  ist  nach  der  ersten  Cor- 

vetlion  Doch  eine  zweite  versucht  worden,    diese  aber   bei    (2)  und 

Ij  voi-sch windend  klein  gefunden,  so  dass  schon  die  erste  Ijorrecliün 

te  zum  Schlüsse  führte,  w^ogegen  sich  bei   (1)  und   (3)  durch  eine 

zweite  Correction  noch  eine  kleine  Aeudcrung  ergeben  hat. 

*1  Abweichend    von    ilor  sonstigen  Verwerliiung  der  Slimversuctte  (no.  3)   in 
****«■  IX  und  XYI  ist  liier  ü  ^=  8  mit  zugezogeo. 
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Vergleich    (k'r   Ergebuissc   nach   der   Summalions-,   Correc 
tions-  und  Gewichtsmelhode  für  F. 


h 

fc 

iBi 

Summ. 

0,07774 

0,5740 

MM 

Gew. 

0,07n9 

0,5J'.KH 

12,99 

0,0730(1 

0,5880 

12,23 

0,07233 

0,5909 

13,60 

Samin. 

0, 04648 

0,8274 

i;).:u 

(2)  Jcorr.  i 

i      0,05638 

0,7972 

40,46 

Gew. 

0,05192 

0,8056 

40,60 

Suinrii. 

0,04208 

0,6376 

2,293 

(3) 

Corr.  i 

0,04309 

0,6357 

2,270 

«     3 

0,04330 

0,6342 

2,235 

Gew. 

0,04229 

0,6361 

2,213 

(i)  hhn:  1 
[Gew. 


0,1423 
0,1399 
0,1421 


0,5493 
0,5407 
0.5425 


32,47 
32,34 
30,85 


Man  sieht,  dass  abgesehen  von  (2),  wo  h  einen  ziemlich  V( 
schicHJenrn  Werlh  nach  Corr.  und  Gliw.  luil,  hoide  Melhttden  liberal 
zu  HesulltUen  führen,  die  sich  nur  um  eine  Kleinigkoil  unlerscheidü 
Die  Ausnahme  bei  (2)  aber  kann  nicliL  beireinden,  weil  sie  ei| 
anonjalo  Reihe  mit  der  S.  227  bcmerklen  Verkehrtheit  belriffl,  m 
ilurrh  die  Bedingung,  blos  mit  kleinen  Abweichungen  zwischen  Bec 
und  Heclin.  zu  thun  zu  haben,  verlassen  wird. 

Bei  zwei  von  den  vier  Reilicn  ist  ^>*^  nach  der  Correclionsmethc 
kleiner  als  nach  dei'  Gewichtsmelhode,  bei  den  zwei  andern  ums^c" 
kehrt,  wonach  der  Vorlheil  in  dieser  Hinsicht  zwischen  Corr,  und 
Gew.  weclist'll,  und  zwar  gilt  diess  sclion,  wenn  mau  nur  die  ei>!le 
Correction  bcrücksichtigl.  Ich  halle  nun  erwartet,  was  doch  bei 
näherer  üebericguog  nicht  als  Notliwendigkeit  erscheint,  dass  durcb_ 
fortgesetzte  (^orreclionen  das  2V-  in  jedem  Falle  unter  das  ^6- 
Gewichlsmethode  herabgebracht  werden  könne,  aber  (3)  und  (4) 
weisen,  dass  der  Schluss  der  Approximation  auch  schon  früher 
der  GorreclionsraethodG  eintreten  kann. 


i^i 


UeBER    die   MaSSIIKSTIMMINGE?«   DKS   RAlJMi^INNEK. 


Werfen  wir  hienach  einen  vergleichenden  Rdrklulick  auf  die 
Foriuelsystenie ,  welche  für  Gew.  und  t.orr.  dienen,  so  sieht  nian, 
tJass  ilire  Form  ganz  gleich  ist;  es  ersetzt  sich  nur  das  F  und  /  lUr 
Gew.  durch  m  und  ^  für  Corr.,  und  auch  die  Foriuein  für  die  wahr- 
scheinlichen Fehler  li,  t  lasseo  sich  einfach  durch  diesen  Ersatz  nacli 
Corr.  herstellen.  Also  kann  auch  die  Rechnung  nach  Gew.  für  Be- 
stimmung von  dÄ  und  dk  ganx  in  Form  der  Rechnung  nach  Gew. 
zur  Bestimmung  von  A,  k  geführt  werden. 

Nach    Vorigem    lässl    sich    nun    auch    hcurlheitcn,     worin     der 
für   Gew.   in    Anspruch   genommene    praktische   Vorlheil    vor    llorr. 
liegt.     Zunächst  scheint  sich  als   solcher  darzubieten,   dass  man  zur 
Anwendung  von   Gew.   nicht  nüthig    hat,   erst    angenliherlc    Werthe 
von  h  und  A-  zu  suchen  und  danach   Rcclinung  mit  BeoI>achUing    zu 
vergleichen,    um    die    in    die   Formeln    für   Corr.    eingehenden  ./  zu 
gewinnen,    da  man  vielmehr  nach  Gew.  mit  den,  durch  die  Funda- 
nicntaltafel  zu  den   bcohachtcten  r  S   gegebenen,  /  unmittelbar  in  die 
Korriieln  für  Gew.  eingehen  kann.     Doch  niüchte  ich  diesen  Vorlheil 
laicht  hoch  anschlagen  oder  selbst  kaum  gelten  lassen,  da  jene  Vor- 
bereitung von  Corr.    durch  Anwendung  von  Summ,    nicht  sehr    uin- 
stüadüch  und  zur  Controle   aus  dem  S.  219   angegebenen   Gesichls- 
punkte  nicht  minder  nützlich  als  für  Corr.  ist.     Aber  jedenfalls  bleihi 
'M  praktischer  Vorlheil  für  Gew.,    dass   sie  eine  Hülfstafel    gestattet, 
welche  die,  in  ihre  Formeln  eingehenden,  /'/  zu  den  gegebenen  rj 
m-  für  allemal  giebt,  wogegen  Corr.  keine   solche   für  die  w./  ge- 
slalUH,  die  stall  dessen  in  ihre  Formeln   eingehen,   sondern   nothigt, 
d\e  Producte  w./  jedesmal  besonders   zu    bilden,    was  die  Umsliind- 
/iclikeil  um  so  mehr  vermehrt,  je  grösser  die  Zahl  der  ./  ist.     Auch 
ISsst  sich  als  kleiner  Vorlheil  hinzufügen,  dass  man,  da  Gew.  (für  F) 
blos   positive  Werthe    von    l  giebt,    auch    blos   positive  Fi   und   FD 
hal,  bei   Bildung  von  1,'J't  und  2'FlD  die  darein  eingehenden  Pro- 
ducte gerade  liei-unlcr  atldiren  kann,    dagegen  bei  l^orr.  wegen  der 
Iheils  positiven  theils  negativen  ./s,  die  positiven  und  negativen  Pro- 
ducte trennen,  und  durch  Abzug  von  einander  die  dehuitive  Summe 
gewinnen  inuss. 
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XV.    Mittelliestlmmiingeii  der  ( -piistauten  //,  /•  aus  den 
BeolnichtuugsreiheD  verschiedeuer  ßeohachter. 

Die  Rechnungsregeln  des  vorigen  Abschnilles  sind  zuniichsl  av 
die    HeohacliluugsieifieD    einzelne]-    Beobachter    beziehbar,    währ 
deren  eine  conslante   oder   nur   in   engen  Grenzen   um   einen  Milti 
werth  schwiuikontle  oxlensive  Euipli[idhchkeil  stattgerunden  hat;  al 
nicht   selten,    und    so    namentlich    bei  unserer  Untersuchung,  gilt 
VVerthe  A,  /(  als  Mitlelwcrlhe  aus  einer  Mein  lieil  von  Reihen  zu  ge 
winncn,    die   sei   es    von  verscliiedcncii   Beobuchlern  oder  von  den 
selben   Beobachler  in  verschiedenen  i^iiochcn,    wozwischcn   man  'mI\ 
gleiche  oder  gleichbleibende  luiiplindlichkcit  nicht  rechneu  kann,  fr- 
hallen    norden    sind.     Halten    wir  uns  in  der  Besprechung  der,  au 
solche  FiUle  bezüglichen,  Regeln  nur  an  erstem  Fall,  indem  der  zweit 
uritei'  eüls[)rechende  Gesiclilspuncle  tritt. 

In  jedem  Falle  ist  dabei  vorausgcsetzl,  dass  die  Beohathlerj| 
abgesehen  von  ihrer  verschiedenen  Individualität,  unter  niöghelisl  vor 
gleichbaien  IJuisliinden  beubachlt;!  haben,  und,  soll  sich  die  Reell 
uuug  nicht  con]f)Iiciren,  auch  alle  nicht  nur  bei  denselben  ö's 
obachtet  haben,  sondern  auch  jeder  eben  so  viel  Beobachtungen 
der  andere  ftlr  jedes  D  angestellt  haben,  Ei'lbrdernisse ,  denen 
Ca merer "scheu  ülleren  wie  neueren  Heiheu  in  vorzUglicheni  Grad 
genügen;  und  da  zu  den  Hangelenkverstichen  fünf,  zu  den  Sliinv( 
suchen  vier  Beobachter  beigetragen  haben,  hissen  sich  auch  die  folge 
den  Bemerktingen  sehr  gut  daran  exeiupliliciren. 

Zunüchsl  bieten  sich  zwei  Wege  der  Miltelbestinunung  dar, 
ich  als  den  Weg  der  niiltlern  r  untl  den  Weg  der  luitllern  /,  ki 
als  K-  und  T- Verfahren  unterscheide.  Nach  dem  ersten  sumi 
man  die  (irgendwie  rcducirten)  r^g  ,  welche  von  den  verschiedei 
Beobachtern  bezüglich  desselben  D  erhalten  worden  sind,  gewil 
durch  Division  mit  der  Zahl  der  Beobachter,  welche  m  sei.  in 
serm  üeis|>iel  mit  ;»,  ein  uvittleres  rf ,  sucht  hiozu  in  der  Fundai 
taltabeilc  das  zugeliürige  t,  und  erhalt  so  statt  der  5  Reihen  ei 
einzige,  die  man  nach  den  Regeln  des  vorigen  Abschnittes  behandl 
um  damit  ein  mittleres  h  und  k  zu  erhalten.  —  Nach  dem  zweit« 
dem  T-Verfahren,  aber  sucht  man  vorweg  zu  den  einzelnen  r^ 
verschiedenen  Beobachter  für  jedes  D  das  zugehörige  /,  zieht  hiera 


\iV 
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ilas  Mittel  durch  Division  mit  iler  Zahl  dv.v  Beobachtei-,  bestiuimt 
liiezu  nach  öor  FundanuMitatlafel  rUckwilrts  das  zugcliürii;o  j" {}  und 
orliltft  solchei'gestaM.  wicderiuii  iviiic  einzige  Reilif^  von  rg-  mit  zuge- 
horigem  /  für  (.hc  verschiedenen  l>,  welche  nach  den  Uegehi  des 
vorigen  Abschnittes  zu  beliandeln. 

Zur  Kriliuteriing  nehmen  wir  das  schon  im  VII.  Abschii.  S.  liS, 
149  benutzte  Beispiel  aus  der  ersten  Abtheilung  dei'  Hand  wurzel- 
versuche (no.  I)  für  die  Combinalion  FWy.     Man  hat  hier 


„ 

nach  R 

nach  T 

r« 

t 

r% 

1 

i 

3 
5 

27.55      1 

35,70 

43,21 

55,00 

0,6443 

70U 
7577 
8580     ' 

1 

27,99 
i     36,2t 
1      43,82 

55,84 

0,6473 
7048 
7625 
8658 

JJc^  nach  n  =  0,535 
-       -      T  =  0,374 

/r  =  0, 
A  =  0, 

053835 
59225 

A  =  0,0 
k  ==  0,0 

54886 
59414 

Man  sieht,  dass  beiderlei  JicstinHiiungen  lesjiective  nach  R  unil  r 
iMnander  in  BetrelF  der  r  g   wie  t  einanile»'  zvvai    sehr  nahe  koinuten, 
aller  sich  doch  in  etwas  unterscheiden,    und   zwar  allgemein  in  der 
An,  (iass  die  r^  wie  t  nach  T  ein  wenig  grüsser  als  nach  K  sind. 
Ilienach  nehnieii  denn  auch  die  (untenstehenden)  A,  k,    welche    aus 
dea  resultirenden  Ueilien  berechnet  werden,  Werthe  an,  welche  sich 
zwar  wenig,  aber  in  etwas  untei-scheiden,  obwohl  nicht  nolhwendig 
sf»,  dass  die  VVerlhc  derselluui  für  T  auch   hit>r  allgeincMn  grösser'  als 
Air  W  sind.     Was  die  y^'  anlangt,  so  weichen  die  (seillich  stehen- 
den) Werthe  derselben  allerdings  je  nach  T  odei-  R  in  viel  stärkerem 
Verhältnisse  von  einander  ab,  als  die  //  und  ft,  aber  es  kommt  hin- 
sichtlich  dei'    Bedeutung,    die   sie    für    die   Unsichcrheitsbestinmiung 
haben,  vielmehr  auf  den  doch  sehr  geringen,  und  durch  Zu  Billigkeiten 
leicht   verkehrbaren,    absoluten    Unterschied    beider    von    0,   als    ihr 
Verhältüiss  zu  einander   an,    indem   eben  so  durch   2'*^  =^  0,535 
wie  =  0,374  eine  nur  sehr  geringe  Unsicherheit  bezeichnet  wird. 

Bei  Wechsel  der  Conibinationcn  gehen  die  Aenderungcn  von 
^«^  fllr  T  und  H  einander  zwar  meist,  doch  nicht  immer,  in  der 
Richtung   parallel,    was  Vorsicht  mitführt,   sich  bei  Reurlheilung  des 


relativen  Vorzugs  der  CombinaliooeD  nichl  auf  T  oder  R  allein  zu 
lastien,  worauf  weilerliiD  zurUckzukoiniueD. 

Ausgedelinlc  Uelege  zu  vorstehenden  Beslinimungen  kann 
in  den  Tabellen  B  und  C  S.  167,  168  des  IX.  Abschn.  ßndcn. 
extremen  Falten,  bei  ungeheuer  zwischen  den  verscliiedenen  Beol 
achtern  abweichenden  Werthen,  kiinnten  freilich  die  Hcsullate  je  nach 
K  oder  T  weil  mehr  als  in  tl lesen  Tabellen  von  einander  abweichen; 
doch  sind  solche  Fülle  zu  unwahrscheinlich,  als  dass  allgemein  ge- 
sprochen bezüglich  der  Resultate,  um  die  es  zu  thun  ist,  wesentlich  , 
etwas  darauf  ankäme,  ob  man  sich  an  das  K-Verfahren  oder  T-VdH 
fahren  hält.  Schon  in  dem  obigen  Beispiele  FWy  weichen  nach 
der  Tabelle  des  VII  Abschn.  S.  1 48  die  r^  der  verschiedenen  Be- 
obachl(^r  seiir  weit  von  einander  ab;  wie  denn  von  den  Beobachtern 
III  und  IV  der  erste  bei  denselben  I)  duichschnittlich  ungefähr  dop- 
|)ell  so  grosse  rj  als  der  zweite  hat;  doch  ist  der  Unterscbied  der 
milllern  Resultate  je  nach  R  und  T  nur  so  gering,  wie  die  obige 
Beispiels- Tabelle  zeigt.  Indess,  wenn  es  doch  eine  Wahl  zwischen 
beiden  Verfall riingsarlen  gilt,  fragt  sich,  wonach  sich  zu  entscheiden; 
in  dieser  Hinsicht  aber  scheinen  mir  lolgende  Gesichtspuncte  ms 
gebend. 

Das  R -Verfahren  ist  jedenfalls  weniger  luusUindlich  als  das 
Verfahren,  tia  iiiyn  bei  jeueui  niclit  nülhii;  hat,  wie  bei  diesem,  daj? 
rj  jedes  Beobachters  einzeln  in  sein  l  zu  übersetzen,  um  aus  den» 
mitllercü  i  der  Beobachter  erst  das  rjj  abzuleiten,  mit  welchem  als 
beobachteten  das  nacli  h,  k  beiechnele  zu  vergleichen,  sondern 
ses  mit  dem  direcl  erhaltenen  mittleren  r^  vergleichen  kann.  Ausj 
dem  lial  das  T- Verfahren  den  Nachtheil,  dass  bei  dem  kleinere! 
der  ein/einen  Beobachter  leichler  Fülle  rj{  =^  n  vorkommen,  als 
dem  suinmirten  tt  sanmitlichcr  Beobachter;  und  wenn  sich  auch 
solche  Fülle  nach  der  S.  211  angegebenen  Regel  noch  verwcrtheo 
lassen,  wird  es  doch  immer  besser  sein,  sie  zu  vermeiden. 

Also  hat  das  R-Verfahren  in  jedem  Falle  wesentliche  pr; 
tische  Vorlheile  vor  dem  T-Verfahren,  iodoss  aber  von  der  anderoa 
Seite  eben  so  gewiss,  weil  nicht  nur  theoretisch  leicht  zu  beweisen, 
sondern  auch  empiiisch  zu  constaliren  ist,  dass,  wenn  man  einfache 
arilhrnelische  Alittelwerthe  zwi.sclien  den  /r,  k  der  einzelnen  Beob- 
achter veilangl,  nach  welchen  die  Emptindtichkeil  der  verschiedei 
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Haullbeiie,  bei  denen  sich  diese  Beobachter  beiheiligt  haben,  zu  ver- 
gleichen isl,  nur  das  T-Veiliihruri  streng  zum  Zwecke  fühil. 

In  der  Tbal,    fassen  wir  beispielsweise  und  eioractdicilshulber  blus  dvn 
F;tll  iweier  Beobachler  ins  Auiie,  so  liabeu  wir  für  gleiche  Werthe  />: 

nach  dem  eineo,         /|  =  A,  Z>  +  Äj 
-     aadereu,    ^^=^2^  +  ^ 
und  tiienach  im  Sinne  von  T: 


mil  dem  zu 


'•+'2 


^+ft2   f,  ^  K  +  Af3 


nach  der  Fundamenlaltafel  xugehüi'igen  Werthe  rg.    Also 


jiiefiön  der  Reihe  der  so  beslinimlen  Werthe  r|{  dasselbe  uiilllere  h  sowie 
tiu,  welche  wir  auch  erhallen,  wenn  wir  direct  das  MiUel  aus  den  für 
sich  beslininiten  h  sowie  /."  der  beiden  Beobaehler  ziehen.  Sofern  sich  aber 
<iie  nach  R  direcl  gefundenen  r^  von  diesen  unterscheiden,  können  sie  nicht 
»ü  denselben  mittleren  h  und  k  fuhren. 

Es  ändert  nichls  in  BetreQ'  der  Anwendbarkeit  des  T -Verfahrens 
2u  genanntem  Zweck,  dass  die  r  seitens  verschiedener  Beobachter 
eine  verschiedene  Sicherlieil  haben,  wie  sich  nach  den  verschiedenen 
i''^  zeigt,  die  sie  gewiUnon,  indem  diess  zwar  die  Siclierheil  des 
Mittels  ändert,  aber  nicht  veranlassen  kann,  das  arilhiticLiscbe  Mittel 
selbst  zu  verlassen,  nach  welchem  der  Vergleich  für  die  verschiede- 
uon  liauttheile  zu  vollziehen.  Fraglos  bleibt  das  arithmetische  Millcl 
A„,  k^^  aus  d\n\  Bestimmungen  durch  w  Beobachter  der  Werth,  be- 
züglich dessen  die  einzelnen  A,  k  die  geringste  Summe  der  Quadrate 
der  Abweichungen  liefern,  und  zugleich  der  Werth,  der  sich  dem 
W'erthe,  den  man  durch  unendliche  Vervieindtigung  der  Beobachter 
hei  i>leicher  Zahl  ihrer  Beobachtungen  eiiiallcn  würde,  nach  Wahr- 
scheinlichkeit um  so  mehr  nilhcrt,  je  mehr  Beobachter  schon  zu 
seiner  Bildung  Iieigelragen  haben.     Diess  bleibt  sich  gleich,  mag  die 

Sicherheil,    welche  den   einzelnen  A,  A;,  aus    denen  man  das  Mittel 

zieht,  noch  so  verschieden  sein. 

Vielleicht  zwar  könnte  man  glauben,   dass  doch  das  in   folgen- 

iler  Weise  zu  gewinnende  Mittel  aus  den  Dalis  mehrerer  Beobachter, 

ich    will   es   das  G-Mittel   nennen,    fdr   den  Zweck  des  Kmidindlich- 

keilsvergleiches  verschiedener  Hautlheile  dem  einfachen  arithmetischen 

Mittel  noch  vorzuziehen  sei. 

Man  bestimme  für  jeden  Beobachter  sein  A,  k  und  zugleich  die 

wahrscheinlichen    l'chler   dieser   (konstanten,    respective    I;,    f,    wofür 


die  Regeln  im  XIV,  Abschnitte  gegeben  sind,  setze  das  Gewicht  cJef 

einzelnen    Bestimmungen    nach    bekanntem    Piinzip    projtortional    tntl 

r^,  -=j  und  nehme  das  Mittel  mit  Rücksicht  auf  diese  Gewichte. 

Seien  beispielsweise  Ai,  hi  die  Bestimmungen  von  k  durch  zwei 

{        \ 
Beobachter,  und  die  dazu  gehörigen  r-j»  r-^    kurz  durch  |)i,  ^2  he- 

zeichnet,  so  htitte  man  hienach  als  G;,  zu  nehmen: 


G^^ 


PA-\"Pifh 


V\  -H  Vi 

Entsprechend  mit  der  Bestimmung  von  Gj^ 
Auch  wäre  diess  Verfahren  unbedingt  anzuwenden,  wenn 
verschiedenen  Beobachtern  ein  an  sich  identischer  Wcrth  h  z 
stimnmng  imtcrUige,  dem  sie  sich  nui'  mit  verschiedener  Genauig! 
oder  Sicherheit  nühcrn,  iodeiii  sie  denselben,  respective  /ii,  A->  u.  s. 
linden.  Aber  die  verschiedenen  Beobachter  haben  wegen  an  sich  , 
verschiedener  Emplindlidikeiten  an  sich  verschiedene  Werthe  A«JH 
zwischen  denen  das  Mittel  zu  suchen,  worauf  die  vorige  Regel  nicht 
anwendbar  ist. 


% 


.9 


Naher  zugesehen  hat  der  Werth  G,  den  man  durch  die  vorige 
Bestimmungsweise  erhtilt,  die  Bedeutung,  dass  man  durch  denselben 
dem  Werthe  /*,  k  möglichst,   d.  h,  so  weil  es  die   vorliegenden  Be- 
obachtungen hergeben,  nahe  kommt,  den  man  eihalten  würde,  nicht, 
wenn  man    die  Zahl  der   Beobachter  mit   ihren  verschiedenen  Em- 
pfindlichkeiten, sondern  wenn  man  die  Zahl  der  Beobachtungen  sei- 
tens der  einmal  zu  den  Versuchen  beilragenden  Beobachter  in's  l|fl 
endliche  vorvielftiltigte,  was  ein  andrer  Gesichtspunkt  als  der  vorige^ 
ist.     Der  Wertii  G  von  /*,  k  würde  hienach  vielmehr  von  dem  Ver- 
hjiltniss  dei-  Genauigkeit,    mit  welcher    die  einzelnen  Beobachter  be- 
obachtel    haben,    als    von    dem  Verhältnisse  der   /i,  k  der  einzelnen 
Beobachter  selbst  abhängen;  und  so  bleibt  man,  noch  abgesehen  d^j 
von,    dass   die  Bestimmung  des  Wcrlhes  G   allgemein  gesprochen  ^| 
umständlich  ist,  um  dadurch  unpraktisch  zu   w erden  ,^    streng  genom- 
men, auf  das  anlhmetisclio  Mittel  der  A,  k  zwischen   den  versch^^M 
denen  Beobachtern,  hiemil  das  T-Milto^  verwiesen,  um  die  Emplin^^ 
tichkeitsvcrliilltnisse    der    vcrscliiedencn   Haultheilc    danach    zu    \{ 
gleichen. 

Inzwischen,    da    man    auch   nach   dem  R-Verfahren  ein   Resull 
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Jeber  die  Mas.sbestimhii;«(urn  des  Ralmsinnes. 

für  Ä,  k  erhcilt,  was  zwischco  die  UcsuUale  der  einzelnen  Beobachler 
fällt,  und  sich  vom  arilhmetischen  Mitlei  im  Allgemeinen  so  wenii^ 
kä\d  oacb  der  einen  bald  naeli  dei-  andern  Uiclilung  unterscheidel, 
um  nur  als  kleine  Vermehning  von  dessen  walirsclieinliclicn  Fehler 
augesehen  werden  zu  können ,  so  glaube  ich ,  dass  allgemein  gc- 
spiochea  der  praktische  Vortheil  des  U-Verfahrcns  den  kleinen  prin- 
cipieHen  Nachlheil  in  Betrefl'  möglichst  sicherer  Bestimmung  des 
arithmelischen  iMillels  überwiegt.  Wollte  man  zu  den  gegebenen 
Beobachtern  einen  neuen  zufügen  oder  von  den  gegebenen  einen  weg- 
lassen, so  würde  sich  ja  doch  das  arithmetische  Mittel  {indem;  und 
zu  Beslimmungen  von  so  zu  sagen  astronomischer  Sicherheit  sind  die 
lisychophysischen  Massmethoden  Uberliaupt  nicht  angelhan;  genug, 
wenn  ihre  Sicherheit  so  weil  geht,  um  zur  Ermittelung  bestimmter 
gesetzlicher  Verhüllnisse  führen  zu  können. 

Andere  Rücksichten  aber  treten  überhaupt  ein,  wenn  man  sich 
<Jie,  von  der  vorigen  sehr  abweichende,  wenn  schon  sich  leicht  da- 
mit verwirrende,  Aufgabe  stellt,  nicht  sowohl  ein  mittleres  Ä,  k  aus 
den  Bestimmungen  mehrerer  Beobachter  so  zu  erhalten,  um  den  Yer- 
gleicli  verschiedener  Ilaultheile  danach  zu  bewirken ,  sondern  so, 
dass  der  Vorzug  zwischen  verschiedenen  Fonueln,  wie  V  und  M  und 
überhaupt  Combinationen,  wie  FWa,  FWß  u.  s.  w.  danach  entschie- 
den werden  kann;  diess  aber  ist  die  wesenllicbsle  Aufgabe,  um 
die  es  sich   für  uns  hier  handelt, 

Hiebei  scheint  mir  in  jedem  Falle  festzuhalten,  dass,  wenn  man 
beide  Rechnungsweisen    R,   T   auf   dieselbe    Formel    und    überhaupt 
f'OUihinalion  bezieht,  diejenif^e  Beclinungsweise  vorzuziehen  ist,  welche 
'bV  kleinste  Suniiue  der  Quadrate  der  Abweichungen,  das  kleinste  y^'- 
/.uisclien    den    durcli   die    Mittelziehung    nach    K   oder   T    direct   ge- 
gebenen rf  und  den  rf  ßnden   lüsst,    welche   aus   der  Berechnung 
nach  h,  k  fliessen;    denn  worauf  sonst  eine  Entscheidung  gründen? 
IViucipiell  wird  die  Entscheidung  zwischen  den  verschiedenen  Com- 
hiuationen  überhaupt  nach  Massgahe  sicherer  sein,    als  die  ZuPallig- 
keiten,    die,  abgesehen  von    der  (iUle  der  Combination,  Einlhiss  auf 
die  Uebereinslimmung   zwischen  Beobachtung   und  Bechnung   haben, 
ijesser  ausgeglichen  sind,  und  diess  kann   bei  Mitlelziehung    nach  B 
uod  T  in  Anwendung  auf  dieselbe  Kombination   eben   nur   aus    den 
;|;enogereü  oder  grösseren  2't'^,   wozu    sie    führen,    erkaunl   wenh^n. 
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Nuu  zeigt  sich  aber,  und  kann  man  die  Belege  davon  in  den  Tabellen 
des  IX.  Abscim.  linden,  dass  je  nach  den  Versuchsreihen  und  Com- 
binalioneQ  bald  R,  bald  T  in  Voitheil  ist,  also  sich  etwas  ganz  AU- 
i^eiiieines  nichl  darüber  aussagen  liisst;  und  es  bleibt  liaher  meines 
Erachtens,  um  ganz  sicher  xu  gehen,  nichts  übrig,  als  beide  Ver- 
fahr ung.sweisen  durch  die  zu  prüfenden  Condjinalionen  durchzuführen, 
und  auf  dem,  \va.s  beidcrseils  zusammenslimml,  zu  fussen;  nur  dass 
freilich  durch  die  Verbindung  des  R -Verfahrens  und  T- Verfahrens  die 
Muhe  der  Uiileisuchung  sehr  vergrössert  und  der  Raumanspruch 
vermehrt  wird. 

Nun  lässt  sich  allerdings  bemerken,  dass  die  nach  dem  T-^ 
fahren  aus  den  niiltleren  t  abgeleitelen  ;■ }{,  welclic  für  ilen  Vergleich 
zwischen  lieobachlung  und  Rechnung  die  beobaclilcten  r^  zu  ver- 
treten haben,  nicht  direct  beobachtet  sind,  aber  auch  die  nach  dem 
H-Verfahren  erhaltenen  mittlem  r  J  sind  nicht  direct  beobachtet, 
sondern  eben  nur  als  aiillmiclisches  Mitlei  aus  direct  beobachteten 
VVertlien  r*  abgeleitet,  die  eine  verschiedene  Sicherheit  haben  und 
verschiedenen  Werthen  /i,  k  zugehöien;  und  es  wSre  eine  petitio 
principü  anzunehmen,  dass  unter  diesen  Bedingungen  das  arithnie- 
liscbe  Mittel  am  Besten  für  das  beobachtete  subslituirt  wer<len  künne, 
und  dass  hierauf  ein  Vorzug  des  R-Vcrfahrens  zu  gründen  sei.  Viel" 
ujchr  scheint  mir,  dass  beide  Verfahrungsweisen  nur  mit  vcrscl^| 
dener,  aber  nicht  a  priori  zu  beuitheilender,  Annidierung  dem  Zwecke 
niögliclister  Compensalion  der  Zunilligkcilen  im  Sinne  jeder  Coni- 
binatioa  enlspiechen. 

An  sich  «clbst  ilürfle  es  das  oben  bctrachlele  (i-Mitlel  sein, 
welchem  die  nacli  den  Daten  der  Versuche  vollständigst  mögliebe 
(lond)ination  der  Zufälligkeiten,  um  die  es  uns  bei  jetziger  Aufgabe  zu 
thun  sein  muss,  wirklich  erreicht  ist;  auch  wird  nichts  hindern,  falls 
man  anders  die  grosse  Umslündlictikeil  der  Herleilung  nicht  scheut, 
hienach  ein  mittleres  A,  k  aus  den  vorliegenden  Beobachtungen  zu  be- 
stimmen und  weiter  danach  die  /  und  mithin  r  g  jeder  Combination  zu 
berechnen.  Aber  damit  hat  man  eben  nur  berechnete  r  J{,  wozu  es 
an  beobachteten  oder  für  solche  zu  subslituirenden  fehlt,  wenn  man 
nicht  die  nach  T  oder  R  erhaltenen  dafür  nehmen  will.  Thiile  mao 
nun  diess,  so  würde  man  danach  unstreitig  bei  diesem  Vergleich!^ 
bald    r  bald   II    in    Vorlheil    durch    vorwiegende    Kleiitheit    des 
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liiuleii ;  und  anstnlt  iliospii  iingeheuer  iiiirsnimlliclmn  Weij;  eiiizu- 
Ä'lilagen,  orscliüiiil  es  docli  praktischer,  ohiio  iiiituler  /\\('("lv('nls|)rc- 
«htM«!  zu  sein,  das  R-V«'r(;dinMi  nnti  r-Vrrfahreii  diioct  nach  der 
Kleinlieil  des  ^V-',  wozu  sie  fidirtMi,  einander  i;ei^eiuÜKT  zu  schüLzen, 
und  soforn  keinos  von  bfidrn  in  dieser  Hinsichl  einen  allj-Hiueingill- 
tria^en  Yorzui;  in  Ansprtn  li  zu  ne]iim>n  \e!-lna,^,  sitdt  an  hcide  zn  hallen. 
Unstreitig  wäre  ervvilnsrhl.  wenn  ein  KaehnialhüniatiktM',  der 
^ne  lielere  Einsieht  in  die  Wahrseheiidichkeilsreehniing,  als  ieh  mir 
3cutrauen  darf,  mit  dei'  ei-füiderhehen  Kinsifhl  in  die  Sachlage  und 
Kodiit fnisse  der  Uiilersuclunig,  tun  die  sich's  hier  liandell,  verbünde, 
cli«'.  Frage,  wie  die  Kriterien  zwisclien  (h^n  verschinden(;n  t!ond)ina- 
I  iotien  am  Uc^teti /.n  stellen,  seinerseits  in  Dntersuchiiiig  nidnne;  (h)eh 
acweifle  ich.  dass  ei-  zu  andern  piaklisch  hraiichharen  Ergebnissen 
in  ilieser  Hinsicht  koiniiieri  konnte,  als  im  Sinne  voriger  Erürteiungen 
•  iu  folgenilen  Abschn.   in   Anwendung  k<uuni<Mi  werden. 

XM.    Eifiiliniii^smässigc  BcautwortuHg  dt'r  drei  ersten 
Hauptfragen  tliesfr  Untersuehiiiijj;  (8,  113,  114). 

Diese  Beantwortung  ist  einschhesslich  in  der  Beanlwoitung  der 
^"'rfige  nach  dem  Vorzuge  zw.is(^iHMi  den  verschiedenen  (loiubinationen 
^^\\f(^  F\\\i  u.  s.  w.  (S.  H-H)  enthalten;  nJiher  zugesehen  aber  lösen 
!<ich  die  Kombinationen  in  (be  EltMuenle  b\  3/,  VV,  //.  «,  {i,  y  auf, 
tJifid  hat  di(^  hutzle  lüUsrheidung  sieh  hierauf  zu  bezielien,  d.  i.,  um 
iBwf  die  Betleutuug  der  Elemente  seihst  zuriick/aigehen,  daraul',  ob 
■■Bao  sich  vielmehr  tiir  meine  oder  .Müller's  Formel  (K  oder  iM), 
^ritMuiehr  für  das  wissentliche  oder  unwissentliche  Verfahren  (  U"  oder 
MT\-  vielmehr  fUr  diese  oder  jene  Red uctions weise  ilei-  Fülle  [«,  (i^ 
r  fw  entsclieiden  hat. 

L  Nun  tritt  uns  freilich  von   vornluMein   tli<'  Schwierigkeit  entgegen, 

^^  »Ja^  the  Erfahrimg  die  verschiedenen  Elemenle,  um  diMcn  Vorzug 
^^L  «Actis  handelt,  nicht  isoliri,  somiern  eben  nm  in  i^oud>inationen  tiu' 
I^H  die  llniersuc hang  darbietet,  deren  nach  S.  115  im  Ganzen  1^  zu 
1^^  iihligea    sind.      AI.>;o    kann    dir  e>r Iah rnngs müssige   Vorzug  des 

i^^B  *^'"i  «Hier  anderen  Elementes  nur  aus  vergleichungsweiser  Piüfung 
i^  **f  ••Omhinalioneri,    worein    dasselbe   Element    eingehl,    mit    anderen 

^mliinal Jonen,   woiein   es  bei  (deichheit  <ler   übrigen   Elentente   nicht 

^^M-it    a.   K.  S.  UtMilIacb.  d.  Wii<H»osi:fa.   XXU,  lg 


1t 
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eiagehl,    erticlilo.sscn    wt-rtlen.     Aber   es    (Vagi   sich    ntiii    vor   Allem, 
auf   wt'lrijc    KiUn'i<Mi    der   N'nillieil   mh-v    Vni/.uij  tier   einen    vor 
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antlertMi,  imil  in  l"oli;;(i  dcssiMi  des  einen  Klenicntes  vor  dem  anderen 
üherhaiipt   zu   gründen   sei;    und    in    dieser  Hinsicht    wird   auf  <iruiicV 
stJKjn    tViiliei'    i;e|)ll(tij;ener  Krörlernni^en    /jin.Jchsl  folgender  Gesict 
|>uncl  als  inasst;ehend  anzusehen  sein. 

Jeile  andere  (]unibination  führt  naeli   der,   im   MV.  und  XV. 
sehnill  auseinandcrtjeselzlen,  Bereclintint^sweise  zu  aiulen'n   VVerll 
der  (".onstanlen  //,  A-,  welche  man  für  die  neueren  (JaniererW'lieu 
suche,  an  die  wir  uns  hier  hallen,  in  der  Tabelle  B  S.  1(37  verzeichl 
lindel,  Nvonach  man  duirh   Substilulion  dersellten   in  die  Gleiehnni 

/  -=  hl)  ±  A 
für  jede    andere   Cunihinulion    andere   berechnete    NVerthe    / 
dazu  gehörii;e  Werthe  r^  erlüilt;  die  sich  mit  den  beobachlelen 
gleichen  las.sen. 

lUitlen    wir   min    nnl    th'ii   Heobach Innigen    eines    einzigen    Bi 
achlers  zu   ihun,  so  wurden   ohne  Frage  als  beobachtet  die  von  de 
selben  nnniiltell)ar  erhaltenen  (reducirlen)  r  J]   in  den  Vergleich  trete 
sofern    wir  uns  aber  an   Millelvveilhe  aus  den   Kri^ebnissen  niehrei 
Ueohuchtei-  hallen,   i^iebt   es  idjerluunil  kein  dtrecl  beobachtetes 
tnil    welchein    der    Veri^leich    stattliinden    kann;    wir    haben    aber 
Wahl,  je  nach  Anwendung  iler  K-\Killiode  oder  T-Melliode  enlw( 
die   arjlhmelischen  Mittel    der    Non  den  einzelnen   Reobachlern  dii 
erhaltenen    j- •[ ,    oder     die    r}{,    welche   sich    siu    den    aritlimeliscl 
Mitteln    der  l  der  einzelnen  Heobachler  finden,    an  Stelle  der  dii 
beobachteten  Werthe    in    den   Vergleich  mit  den ,    nacli   h.   k  bert 
neten,    Werlhen    zu    ziehen;    und    da    wir    na4'li    voriiji'ni    Abschnil 
keinen    (irund    haben  j   die   eine    Hestitunuingsweise,    T   ixler    H,    d  M 
anderen  voizuzicheti,  werden  wii'  uns  an  beide  liallen,   und  nur 
Kesuhate  lur  gesichert  hallen,  ilie  aus  der  Zusaninienslinirnung  bci^ 
sich   herausstellen.      Uebrigens  liudet    sich,    dass  beide    nur   hie 
da  im  I'riü'ungsergebnisse  von  einander  abweichen,  und   wollte  ni»i 
auf  einer   von    beiden    Beslimmungsvversen    allein    fus.sen ,    so    wiii 
man  auch   zu   keinen   wesentlich   anderen   De  f  i  n  i  l  i  v  residtalen   k( 
men,  als  durch  die  andere. 

Je    weniger    nun    die,    nach  einer  (Kombination  hereclmelen, 
von   tlen   beobachteten  abweichen,   lur  desto   voilheilhaller  wird  il 
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ilic  (iouiliinaliuu  /.u  luillcii  l^ibon.  Nach  bckaniilcn  iiialliciiuitisclieii 
l'riucipieii  aber  liijU  uuiii  die  (J^uaiitale  der,  iitit  t-  zu  Itezeicl inenden, 
Abweieluini^eu  zwischen  Benbaclidnii^  uml  Berechnung  für  mussgcben- 
üer  alh  die  einlachi'ti  Abvveiehiini^en,  und  hal  liienaili  ileii  Vorziii; 
der  einen  (Kombination  vor  der  anderen  danaeli  zu  benilheih^n,  duss 
sie  bei  i^leielibleibt-nder  Zahl  <!er  Fälle  «,  vvek'he  hier  iuiinei"  l'ür 
«lio  zu  veri^leiehendi'n  rondjinationen  v()rans!j;esesl/l  wird,  eine  klinnerc 
Summe  der  Ouadrate  (k'i'  Abweiehungen  /wischen  beobaehleleii  und 
Lerechneten   /■;;.   kurz,  ein«'   kleineie  Suiiune   ^>'-  giel>t. 

[)a  die  TübingiT  i\m\  alteren  (1  a  in  e  r«' r'üclien  Vorsuche  aus 
fiojier  besprochenen  Gründen  keinti  genügende  Unleilage  für  die 
l'nirung  in  belrelVendei-  Hinsii'tit  gewidiren,  so  wird  sich  tlieselbe  an 
*iie  [uuler  No.  i  [jegrilfenen  drei  neueren  (lesaninitieihen  Canie- 
rers  hallen,  d.  i.  no,  1  Handgelenk  nji(,  lialbslinubgen  Pausen 
*1er  Versuche;  no.  2  Handgelenk  niil  Pausen  von  <j  Min.,  uad 
nu.  3  Stirn,  auch  mii  l'aiiseri  von  ö  Min.,  welche  sänindlich  als 
c^)nlraslfrei  gellen  kinmeu.  wnbei  abet  folgende  Bemerkung  nichl 
ausser  Acht  zu   lassen  isl. 

no.  \  enlbliU  (nach  S.  i;iri)  .'iHtlO,  no.  2  SOOO,  no.  3  niil  />  =  8 

COÜO,  ohne  D  =  H  5()(K(  Hauplversuelie;  insiileni  ist  also  von  no.  2 

die  grossle  Sicherheit  der  Üestinumiiiigen  zu  erwarten,    indess  no.    I 

■JDd    no.  3    sich    hinsiehlhch    der    Ciesaninilzahl    dei'    Versuche    nahe 

jtleirh  stehen.     Die  Slirnversnrhe  ne.  ;{   abei"  stehen  den  llandgelenk- 

>ersiiclien    Uberhau|>l    wegen    »ier   S.   1ij7    angegebeneu    ungiitistigen 

\ersuchsbcdingungen    iiacti ;    uml    da    der    Nachlheil    zugeslandenei- 

tnassen    mit    der  Grösse    der  Distanzen    wuchst    und   darin  selbst  ein 

-AhIh.vs  lag,  mit  den   Dislanzen   nichl  über  />  r=  8   hinauszugehen,  so 

frji;te   sich    V(jn   vornherein,    ob  nichl   schon   /J  ^  H   von  den   rnass- 

Vi^beuden  Becd)aclitungen  auszuschliessen.     Lim  diess  zu   untersuchen, 

babe  ich  zuvörderst  die  Bercchuiing  für  alle  (Kombinationen  der  Slirn 

MDlfr  Zuziehung    von   />  =^  8    nach  Qu.  geführt ,    um    die  Constanlen 

A.  li  so  scharf  wie  möglich   im  Sinne  jeder  Combinalion    zu    bestim- 

ii«*(i.     Durch  Substilulion    diesei    Gonslanlen    in   dit^  Formel  fiD  -\-  k 

=  l'i   liessen  sich  aber   die   /l  =   — -, —    für*    iede    Gouibrnalton    be- 

rechnen    und    die    so    berechnelen   />    mit   den,    in    den  Versuch  ge- 
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:^hon,    üb  die  Abi 
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gebenen,  verij;leiehen,  um  /u  sehon,  ob  ilie  Abweicliunij;  zwisoli^g 
beideii,  weklic  b  Itcisse,  bei  l>  =  8  vnn  dt'i-  Ordnutiä^  t!er  iibrij^t»^ 
Abvvek'hiinijen  oder  iinveiblillnissiniissig  i^rüssor  sei.  Nun  »'ihi«*lt  i^}} 
beispielsweise   Tür   FWtt   rolü;eiKles   Kiü;ebiiiss: 


gcgeltPi) 

iHMVL'liriCl 

0,» 

0,5623 

<,o 

0,780K 

2,0 

2,195 

*,o 

ü.fiiS 

6,fl 

5,867 

8,0 

'J,SS7 

0,0623 

0,'ä*92 
0,195 

o,43:i 

1,827 
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0,0039 
0,(1481 
0,0:iK< 
«.12:12 
a,0177 
3,338^ 


/(  =  0.09079 

li  =  0,4750 


3b-^  =  3,5691 

^    j 

Miii)    sirlil,    (hiss   ^-    in   H<>ziii,'  aul"  />  ^  S   für  sii;b  allein  i;lf  • 

3,33HI    i.sl,   iiuless  die  Smniiie  aller  iil.)ii;en  t^-  blos  0,2310  ist,  d^^* 
al.so   in  dei-  Tluit  /)  :=  S  eine  äj-an/  iinveiliiilluissnicisäii'  grössere  Ap»^ 
vveicliunju;  zwischen  Efeobac'blnnij;  und  KeehnnnjL;  linden  Idssl,  als 
anderen    />.      Diess    galt    für    FWu;    tiir   die   iji'sanitnten     li    Coiul 
üaüonen  aber  wurden  foli;en<]e  Kri^ebnisse  iMlialliMi,  wenn  allij;enu 
a   das    t>-    ror    /)  r=  8    insbe.sondeie,    />    die    Smntne    der    b"-    für 
ubrii,'en  l/s  l)edeulcl. 
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tlienacli  ist,  mit  den  schwachen  Aiisnaliincn  von  VYf^  und  fl/a 
in  allen  llnnihinalionen  niil  F  a  sein'  grnss  liegen  h\  wogegen 
den  (iondMiiaticineu  niil  M  i^leicli  oft  n  und  h  überwiegt.  Da  sicfi 
aber  aii.s  den  l'olgenden  l'riKungen  vt)n  selbsl  lierausslellen  wird, 
dass  ilie  Milller'sche  Foiniel  (M)  ilbeiliau[)t  unni()gli<"li  als  hallbai 
angesehen  werilen  kann,  würde  es,  bei  der  deliniliven  Hescbtclnkinti; 
aut  die  Wahl  zwischen  tlen  ("(Hnbinationen  ntil  F,  an  sich  .nebr  be- 
deriklif'lt  sein,  li  rz:  S  mit  /n  ilen  Hereehmingen  y.nziehen  zu  solltiu« 
wührend    liit    f/  ^i  6    nai  b    ents|Mechender,    Kürze    halber    hier 
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ulh'ii^jliender,    lliUersuchiini^    lunii    kein    enlsprwhemler   (linnil    iWs 
AuKirlilusscs  vtirliegt. 

Lüssl  niciti  iitin  />  ^  8  bei  Ik'irclinunit  von  b  uiiil  k  ItvÄ  Seite, 
M)  iimlorn  sich  hieinit  ilicse  Weilhi!,  was  zu  oiiR'ui  antlofuii,  vit^l 
vorÜK^'illial'leron,  ViMgleirh  /Avisclien  beobiicIiLeU'n  und  boifcliiu^lun 
D's  füliiU  nünilii'h  für  FWu  lindet  man: 
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t) 

b> 

«ogfbon 

lieradinel 

0,5 

0,6012 

0,101 

O.IMO 

h  =  0.08007 

!,0 

0,823* 

177 

o;h 

f;  =  0,48173 

«0 

«,260 

36« 

068 

i,o 

3,1  Mi 

«er 

016 

fi,0 

5,9l>:i 

(107 

000 

Ich  habe  mm  bei  der  Sliin  die  Bfieclmiin!;  von  A.  k  und  ^V- 
h  T  ohno  Ziizi<'tiutii;  von  />  =  H  für  ulli;  (loniltinülinncn  duii  li- 
fllhrl,  ihK'h  tla>selbe  bo7:iii5lich  ^V-  <nich  uiil  »dien  (lombinulioncn 
unlcr  Zuziehung  von  />  =  S  i^i^lhiin^  nnd  nmu  litidt;l  )t'l/J)'ni  Hrch- 
niiDg  in  der  Tabcllti  \i  ilos  IX.  Abschnittes  S.  170  aufgefülirt.  Bei 
fk'ü  folgenden  Prüfungen  halle  ich  niitli  aljer  an  erslere  KesuUale, 
die  mir  nach   vorigen  Bemerkungen  laassgeixjnder  erscheinen. 

Von   vornherein    könnte    msin   vielleicht   glauben,   da  meine  wie 
die  iM  tl  1 1  e  r  sehe   Koiniel  zwei  Conslanten  enUi^ll,    die  ans  den   Ite- 
»ihachlungen  selbst  zu   bestimmen  sind,    hiezn  aber  bei  den   tlamlge- 
WnLversuchen    nur    4,    bei   den  Stirnversuchen    nui'    ß   oder    bei  der 
»nr^ezogenen  Weghissiing  von  l)  —-  H,  nur  5  Bedingungsgleiehungen, 
enlji|)rcchend   der  Zahl    iler  />,   vorliegen,    um]    da  diese  nicht    in  zu 
kveileo  Grenzen   von  einander  abweichen,  dass  nichts  Kntscheidendes 
überhaupt   bei   der  L'nlersuchung    des  £f\    was  sie  liefern,    heraus- 
Lomiiien    könne,    indem    unter    solchen    Umstünden   durch    sehr    ver- 
j>ci)iedene  Formeln   uiui   übeihau|)t  Combinationen  den  Betfbachtungen 
ia  nahe  gleiclier  Weise  entsprochen   uerden  könne;  ja,  htitleu  wir  so 
viele  ß's  als  Conslanten.  so  wiirtle  sogar  jede  beliebige  Formel  oder 
allgemeiner  Combinalion  eine  volle   Uebereinstimnuing  zwischen  Be- 
obachtung und  Rechnung,  mithin  ^t'^  gleich  null,   linden  lassen,   inid 
je  geringer  ilie  Zalil  der  D  gegen  die  der  Coustanten,  und  je  nüher 
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die  f)  {'inander  sldien,  deslu  näher  wcnlrn  sieh  die  liesiillalo  der 
verscIiifdiMUMi  Kornieln  (kIcc  (lonihiiuiltijm'ii  kumriicn.  Ahi^r  ilic  Thot- 
StiL'fn'  selbst  lehrt,  dass  dioss  liL'ilcnkoii  uns  nicht  Irill't,  iiuh^ni  für 
dieselhen  llrihcMi  je  n<ii:h  ih-i"  (Intiihitialinn  unyehcnre  Unterschie 
im  i^*  voi'kdiiiiiH'ii.  So  jsl  in  nt».  1  fiiarh  S  KiS,  Rochrintii»  na 
V  und  Oll.)  yr  =  OStM  Uu-  FWh,  —  1(1.7  für  M\\\<,  also  lur 
bei  üli'ichlu'it  ik-r  uliiij^en  KküiiiMiU-  iiirlii  iil.s  HWual  su  gruss 
für  /«'.  Ut'heihaupl  brauch!  man  bk)s  innen  allj^emeiiien  Ulick  a 
die  Prürim^slak';!  S.  lÜS  zu  weifen,  um  sich  von  dn  jurussen  V 
schiedeuheil  der  ^V^  je  naeh  ilei- roiiibinalion  iiherluiu|>t  /u  uber/eui;<"fl! 

Die   ^>*    in    diestrr    Tabelle    sind    süvvdIiI   iiaeli   der   Sumnuilions 
melhode  (Sunnn.)  als  Methode  tkir  kleinsten  üiiadrate  (Uu.)  beslitnml. 
NalürJich    wird    man    sieh    bei  ilen  folü;enden   I'rurimgen   viehiiehi 
letztere  als  erstei'e  haUen,   aber  eitiiiial  seinen  es  inii'  von   lnlei*esi 
zu  /eigen,  dass  iiiaii  inil  der  einl'aelien  Snunnuttuiisntethode  zu  dem- 
selben  Prilfungsergebnis^e   kormnen  wiirile,    als    nittlelsl   der.    freilich 
si'härleren  aber   viel   iimsliintilielieren.   Methode  der  kleinsten  Hu., 
fern  die  yt*  nach   lieitleii  .Methoden  zwar  einandtM'  uiclil   [iroporli«) 
aber  vorwiegend   parallel  gehen;    zweitens  wolllo  ich  dadurch,    d 
2.>^  nach  Qu.  idjerall    kleiner   als  nach   Sunim.  ist,    ziir  (jewidir  l 
Irageu,  dass  kein   Heehenfehler  begangen  ist    (vergl.  S.  '^111).    endlich 
aber  überhaupt  einen  Anhall  zum  Vergleich  der  He.sultale  von  Sunun 
und  Qu.  unter  verschiedenen  Umsliinden  gelieii.  J 

Da  die  drei  (>esamml reihen  no.  I,  "2,   ',\   mit  einem  \ei.scliietlenen 
n  ü[»eriren  und  ilbeihanpt  unter  vei.sehiedenen  Bedingungen  aiigestel 
sind,  so  sind  aiicfi  die  y^^  für  die  verschiedenen  t^ouibinalioneu  ni 
in  jeder  Vertiealspalle  ftlr  sich  zu   vergleichen. 

Unter  den  12  Cand)inationen  jeder  Gesamintreihe,  die  der  P 
fuiig  nach  Tabelle  C  S.  1 68   zu  unterziehen  sind,   wird  nun  eine 
wisse  Condjinalion  tlas  allerkleinste  ^'**  geben,  und   insofei-n  als 
vortheilhaflesle,    kurz    beste,    erscheinen;    eine    andi^re    hingegen  da» 
allergi'össle   2;V  geben,    und  in.solern  als  die  unvorlheilliafteste,  kui 
schlechteste,  erseheinen.     Insofern  nun  in  den   l'ä  (lund)ina(ioiieu  al 
mögliche    Verbindungen    vorzuzieluMider    und   zu    verwerfender,    k 
guter    und    schlechter,    Klenienle    erschöpft   sind,    wird    man    in 
besten  ("omliination  lauter  gute,  in  der  .schleclilesten  lauter  seldoe 
Elemente  zu  erwarten  haben,  wogegen  in  den  übiigen  tlumbiuatioin 
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zwei  gute  mit  i^iiitüii  sfhlrcliü'n  ucler  lONvei  ischli^clile  lih.'jiifnlc  tiiil 
e'mw  guten  in  der  Art  /AisaiuiiteiilreirL'u,  dass  (latlurcli  eine  jiiirlieile 
Otinjionsjititm  ihrer  Vorlljeile  tmtl   Nat'litlieilp   entslelien   kiiun. 

Hii-naeli  st-liiene  es  ziiriäk-lisl,  dass  man  tlurcli  Ai'hleu  aul'  die 
bcsh'  lind  seldeelitoslt^  Cfunbinnlion  in  vcjritjem  Sinne  die  ^ewilnseliU' 
Enlsclieidung  Ulier  die  vorxnzielienden  Kleiiu'nle  auf  einnuil  imt!  in 
etnlticbster  Weise  erlildl ,  indeni  man  als  vorznzielien  oder  gal  die 
Klciiiuiiix!  zu  hetiaehlen  hat,  welche  in  die  allerbeste  Cundiinalion  ein- 
iidien,  Jils  verwerl'lieh  odei'  sclileelit  ilie,  welclie  in  tili;  allerschleclileste 
(J>iijl»inalion  einteilen;  mit  lUicksichi,  dass  lieide  Enlselietdnngen  sieh 
/j\  (Mi^'iiiizen  nud  zu  eonlroliren  haben,  lind  in  dtM*  Tliat  würde  tliess 
Kiiterimii  liii'  all<^  Kleinenlt^  auf  einmal  geiuigeü,  wetm  sich  nur  P.inde, 
liass  in  allen  »hei  zui'  l'iUt'nng  vorliegenden  (jusanniilreihen  dieselhe 
lioiiilmialion  durch  das  Minimal-^'f^  alt»  die  bcslo,  nnd  dieselbe  durch 
ilan  Maviinal-^V*  als  die  tfclilcclilesle  auririile,  was  aber  keineswegs 
der  Fall  ist,  Vielmehr  Irilt  nach  unserer  I'i-Ulnngslabelle  in  jeder 
«ler  ilici  Keilieu  nach  T  wie  U  eine  andere  Cuntbination  als  die 
lit'i'ti',  eine  andere  als  die  si'hlechlesle  auf,  wovon  die  Miii^'lichkeil 
sich  lüirlil  daraus  erj^i«.ibl,  dass  ausser  der  (jüle  der  (lonibinalion 
iiihI  itiiiT  lilemente  unausgeglichene  ZuCiilligkeileu  (ijn  Sinne  der  An- 
tiii'iiuiii,'  aul"  S.  2HJ),  die  in  den  verschiedenen  Reihen  eine  ver- 
«liii'dene  Holle  spielen,  Antheil  an  tler  Grösse  dos  ^V  haben;  aber 
üian  vvird  doch  nach  Wahrscheinlichkeit  diejenigen  Elemente  als  die 
lir'Mteii  ansehen  köimen,  H<dclie  in  allen  drei  besten  Combinationtni 
wl'.r  (iiindeslens  zu<Men  dei'selben.  also  im  üebei'gewicht,  vorkommen, 
i'ben  so  die  EliMuenle  als  die  schlechteslen,  welche  in  allen  drei 
»«'liltH-hlesten  (Kombinationen  otler  mindestens  je  zweien,  vorkommen, 
indem  die  (iuie  oder  Schlechtigkeit  jedes  Elementes  an  sich  selbst 
IQ  alli'n  drei  Heihen  dieselbe  bleibt,  wogegen  die  ZnPälfigkeilen  bald 
gilusliger,  bald  ungiinsliger  Tür  die  Vergi'össerung  des  ^'t*  ausfallen 
koriiu.'ii.  nui'cli  folgende  AusHihrung  wird  sich  dicss  von  selbst  er- 
i^ulein,  wobei  wir  uns  zimiichsl  an  die  nach  T  gewonnenen  Be- 
stimiuuDgen  halten,  für  welche  die  Tabelle  vollstlintltger  ist,  als  für 
die  nach  K  gewonnenen. 

Als  die  beste  Combination  in  Betracht  des  kleinsten  ^t*  er- 
.scheinl  nun  nach  der  Pi'iifimgslabelle  in  no.  I  FW//,  in  no.  2  FWy, 
in  HO.  3   FUy;  als  die  schlechteste  in  no.  I  MUtt,  in   no.  2  A/VV«,  in 
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no.  3  MWfj.  Hienacli  kotiirnl  F  in  jeder  der  ihei  huslfn,  in  ke 
(]er  drei  scIilculiIrsüMi,  M  Lritunal  in  einei'  Itesteii,  (iinu;i'fj;c*n  iii  jfl 
(li-r  tlrei  si'lilecljU^sk'n  <  jjiiiliinuliüni'U  vor,  Wddnrch  gleicli  van  vfl 
herein  niil  j^rosscr  Sidi<'rheil  liir  ¥  vjogeii  iM  entschieden  isl.  Nd 
lieb  kann  nuin  eiilspreehend  dtm  Vorzug  der  iiuderen  tücmeole  i 
ihrem  Vorkoiniiieii  in  ihT  hesleii  nnd  si-hlechlesten  i^oinbinalion« 
urlheilen;  aber  eü  wird  nach  unten  foljjender  Heinerkiing  besser  d 
diess  erst  nach  Äusseheiilnng  der  (iofiitrinalionen   luil  M  zu  thiiQj 

Du  CS  ein  Inlt^resst^  lirihen  kcinn,  zu  .selum ,   in  wie  weil  in  den  bfl 

Conihiiiationcn     dif    err.ilirtjti^sitiilssii^cii    Hiihi    <liiri-li    Kerfuiunt;    rpprrnil 
urM'ili'ii,   so  sflialti'  ii'li  liier  ilic  Ztis.iniiiieii.slelhiiit;   /.wisclu-n  »ii*n     u.ti'li  1 
und  Qu.)   herefttDelen    tinti   den   beohiiuliLekin   r^    für  die  obti;enaQuleu 
hoslPii  CunihirKiliuneii  ein,   ttt'züJilicii  ;iuf  die  niillleren  Werlhe  aus  deo  | 
der  filiif  oder  vier  BfolMciiltT. 


n 

\h\i;\.  iiü. 

1.   f'W,i 

HdKl.    IM> 

i.    FWy 

beob. 

hiT. 

bewb. 

ber. 

1 

38,88 

38,8S 

29,94 

29,59 

2 

46,ö!i 

46,77 

35,45 

36,44 

3 

5  t,  41» 

54.00      : 

43,43 

42,82 

5 

66.  äH 

6li,y«J      1 

54,43 

54,24 

A  = 

O.ftfi'äiS 

h  = 

0,(1 4  Kl  9 

k  = 

0,66(50 

l(  = 

0,61007 

J«»^ 

0,292 

^n^^ 

1,487 

/} 

Siini,   n(i 

K  3.   Ff';' 

heob. 

ber. 

0,5 

22,16 

23,  ÜO 

{ 

28,50 

29,11 

2 

40,21 

38,02 

4 

59,57 

59,80 

6 

73,91 

74,71 

h  = 

0,118371 

k  = 

0,56706 

Ie'i  = 

6,567 

Hiezu   nocti  die  Buretvlinunj;  fUr  die  Combinaliiin   FWy   in  tto.  I,    ii| 
zeigen,  dass  s'm  kuum  minder  t^uL  üliiMrnt,  jl»  l'Wfi,  vvonacf)  der  klcinej 
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mI  von  ß  vor  y  in  Belrelf  dos  eLwas  kleinerori  — *'■'  l»ei   FU'/'/  um  so  mehr 
Ir  iiifjillij.»  gellen  k;imi,  als  i'iiie  \\eiter  luiteii  iS.  147,    i4S)  füllende  l'titor- 
lui'liiin'-:,    welclie   iiuf  die   Krsiohriisse    ili.'i'   fiiiKi-liu-ii   BeulMcliler  /.uiüokyciil, 
llir  l'nterslUlzuu^  liii-von  ^ereichl. 


li 

ll.lnl.  11».   1.    Ml;' 

bt'cij». 

l»LT. 

1 

5 

27,99 
36,2i 
43,82 
55.  H4 

2S,25 

4  las 
56.r:i 

h  = 

0,a54H9 
0,59HU 
0,374 

Bei  voriger  Anwendiiii;^  des  KiiteriunKs.  welche*;  a)  lieiüse,  zogen 
»ir  iilns  die  drei  bosifii  und  drei  scldechlesten  Oiiid^tiicilitHHMi  jedtM' 
(ItT  drei  Gesaminlrcilieii  in  Botrachl;  wir  küimen  whvx  auch  in  l'ol- 
iffndei  Wt'isti.  wehhi*  mit  b)  Lo/oichncl  wenh^,  ;illo  /.u/jehoii ,  imtl 
(liidiiirli  das  vorij^'o  Kriloriiiin  i'rL,'jliiZ)'ii  und  vcrsfluirroii.  SuIImu  es 
iDiiiicbsl  deü  V(>rlh<iil  zwischen  1"  und  >(  gilt,  haben  wii'  in  nu.  1 
«cbs  Omd)inalit)ntrn  tnil  V.  fhcii  s(t  viel  mit  M  bei  (dtrigens  i!;k'ifhen 
EleuietUen;  und  hicnach  sechs  Yeri^lciche  zwischen  F  und  1\1.  Hievon 
ifijit  sich  K  lünlnial  und  meist  in  slarketu,,  M  nui'  einmal  und  zwar 
»sehr  schvvaelicm  Vorlheij.  ICntir|>rechend  verhüll  ew  sich  in  no.  2  und 
M  3;  im  (ianzen  also  ist  F  rüiirzeliiurial,  M  nur  (heinial  in  Vorlheil. 
Nach  Methode  K  isl  der  Vergleich  zwischen  M  und  F  nichl  ent- 
»prorliend  durchzuführen,  weil  liie  'rabellt'  fitr  die  (Iniid)itiali(men  mit 
^  «*ut  (k'r  Seilte  II  nur  uiivitllslliindig  berechnet  ist,  inrieni  ich  ^o- 
?l'iiibi  habe,  mir  diese  Vcrvollstiiniligung  der  Berechnimg,  bezüglich 
•'f  Vorzugsfrage  zwischen  F  nnd  i\l,  ersparen  zn  können,  weil  nicht 
•w  das  Re^sullat  nach  T  schon  so  «lurchsc^hlagend  in  dieser  Hinsicht 
•J«  um  nicht  erwarti'n  zu  können,  dass  es  durch  Berechnung  nach 
Vielehe  nur  ausnahiuswei.»<e  vntti  Parallelismus  der  Uesullalc  mit 
abweicht,  wieder  umgeslossen  werden  künne,  sondern  auch  weil, 
weil  die  Bereohniing  nach  H  für  die  tlonibinationen  mit  M  vor- 
sio  im  Resultate  mit  dem  vorigen  stimmt. 
Nachdem   wir  nun   .M   ruil    linlschiedenheit   als    brseitigl    ansehen 


Ui\ 


<j.  In    I 
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kOnneo,  wünle  rs  uiuAvi'rkmüssiy  seio,  bei  üntersuchuni?  des  Von 
zugs  zvvtsrlurn  \\vu  (ilnij^(Mi  lileriKMiten  lÜo  Coniliiiialionen  mit  M  noc 
inil  zu  l)(Miii'ksirlilii^i'u;  (Irtiii  es  kömile  tjtMii,  tiass  die  Ahweiclnmueii 
von  (!('!•  linobarhUiiiy;,  welrlii;  (his  Ibhlcrliiifli'  M  tuu.'li  gtnvisscr  Rüt'k- 
siclil  iM'gilnsligt ,  (iiii't'h  ein  aniloros  füdli'iliiirU's  Klrinent ,  weldii'.s 
sok'hc  nach  cnlij;('i:;eny;esL'lzkM'  Kiihlunjn  lu'günätif^t,  bis  zu  gewiss 
tjrenzuii  yn  coniiH'iisirl  wiiriltm,  ilass  dei'  Nachtlieil  beider  iljuliirclj 
iiii'lii'  n(!<'i'  weniger  verslcckt  wüi'de.  Ziehen  wir  also  füi-  das  Fifl- 
f^eritie  mir  die  serlis  (Irunhiiiationen  mit  F  in  Helraehl,  fUr  wolch|] 
die   Bereelinuns^  sinvuld   naeli    K  als    T   vrillslilndii;   ist. 


Nacli  dein  Krileriiini 
schlecbletile  (lonibinalinn 


nun   lial>en   wir  ies|*eclive  al^  buslü  u 


■h  v 


sie 


W^i. 


sclih'dilcslo    l'fl 


Vy; 


iiacli   K 


/  ' 


l![i, 


Ih 


W(t. 


Ilietuu'li  kottiNil,  uiiltM'  Zusaunneiit'assini,^  von  i'  und  K.  W 
tien  be-slen  ronibinatiitueu  vieiiiial,  in  den  siebleelilesleu  nur  zwein»^*' 
hingeu[eu  V  in  den  bewleu  Cuinbinalioneu  nur  zweimal,  in  (•^ 
scldechleslen  viermal  vor;  und  ist  also  W  nach  Krileriiim  a)  in  e*^ 
sehiedeneni  Vortheil  i^ei^en  //.  Anderseils  lial  man  nach  Kriterit-*' 
b)  unter  den  IS  möglirlu'u  Vert^leichen  nach  V  und  K  zw^iH'mal 
mu"  sechsmal  lU  in  \Viilheil,  was  den  Vnrllieil  in  vorigem  Sil 
besllilii-t. 

Zu   llidie    kumiiil    tler    Aunalime    dieses  Vorlheils,    dass    so\v( 
nai-h  a)   als  b)   sümnilliehe  Rille,  welche  dem    Auslall  der  ui)ri 
enlij;e!j;en .    th^i   Vorlheil  tilr   (/  linden   lassen,    sich  ausschliesslich 
tier  Stirn  iiiideu.    an    lier   die  Beobachluni;en    weniger  Vertrauen 
Ansjirueh  nehmen  können,    als  am  llandi^elenk,    und   wesentlich 
von  eitlem  der  viei"  Ite<»bachter  (IV)  ahlilSnijen,  woraul'  unten  bei  d< 
djjllen  Specialkrilei'ium  zuiUckzukoinmen. 

Inzwischen  will  ich  nicht  verschweigen,  dass  nach  den  mir  V( 
(lanierer  milgelheilten  (S.  117  erwiihnlen)  nem-n  tleschmacksver- 
suchen,  welche  ihrerseits  einen  Vergleich  zwischen  wissentlich  und 
unwissentlich  eioschliessen,  U  und  W  ungefähr  gleich  in  BetieÜ*  des. 
Vortheils  stehen;  und  so  wHie  möglich,  dass  Verschiedenheiten 
Beobachter,  der  Versuchsgebiele  un*!  Nebetmmstllnde  Uberhaujil  Vi 


.m) 
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ftMüfilc'iiheiteti  in  dioser  Üc/Jt'liunj^  ln'tliui;t'ii.  licwiss  bloilil ,  (hiss 
das  soziisagcrn  }i[)ri(»risli.s('lie  .Misslraiion,  wjiü  soillin'  ii;i'!j;on  this  wissciil- 
lii_'he  Vci'l'alircn  i^i'!;ntrUher  dem  iinwissoiilJicIicn  bostatidon  hat,  in  dvu 
hislieri;;»'!!  ViTSiirlion  ührrliaupl  kcino  Ueclilfortif^nng  odor  auch  iiui' 
I  nlHi>l(it/:(ini^  lindd ,  utiil  diiss  jedoMf'alls  licj  den  itns  hier  inshtv 
Mindt'tv  bt'.s('lKil'(ij^end<.'ii,  Vcrsurhcn  im  Tasli^cliii'lr^  das  wissutitliclii.' 
im  (ianzeu  dnen  Vorzug  bevvJihrl   hat. 

Was  tMullich  den  Vurzni;  zwisi'lu'ii  den  verschiedenen  iScdiic- 
lioiiijweiseu  anlaiii;!,  so  sieht  man,  wenn  nuiti  di(!  Fruiiii  rui-  W  und 
t  llu>ill,  nach  Krili'rinm  a)  ans  ohii^er  Zusamniensiellnni^  ili^r  hesicii 
und  ^iclll^■^hlt^sle^  (lonihinalioncn  (rur  F),  dass  narli  VV  n  so  wie  jV  nnr 
oitimal,  liinjüjoi^en  /  i^wcinial  nnler  den  Itesleii  l".(Hnl>iti;ilionen  vor- 
limiiul,  ;'  und  k  keinmal,  ,■>'  zweimal  iinler  den  selilechleslen;  wonach 
;  iiui  besten  erscheini ,  demnächst,  k,  dann  |1  Na<di  Krileriuni  h) 
entH'lii'idel  sich  der  Vor/uj^  zwischen  c?  und  ,i^  so  wie  tt  [iiu\  y  nichl. 
wogegen  ;'  t'iint'nial  in  VorÜieil  gogen  ft.  mir  einmal  nniij^ekehil  isi. 
Nach  Allen»  also  hat  man  jedenfalls  bei  w'issenlli(;hi'in  Vcrliilueti  die 
KeiluL'tionsweise  y  voi'znzjt'hen.  ein  KesnUal .  wumil  ;nich  die  (le- 
st.*liiu;ir'ks\  ersuche  sUtumeti. 

Was  ilie  (loinbinationeii  uiil  ('  atilanu;! ,  sü  belinileL  sich  irach 
liriliMituu  a)  a  und  f!  keinmal.  ;'  zweimal  unter  den  heslen  Vauu- 
l'tnalioiien,  u  kernmal,  .-;,  so  wie  y  zweimal  nnler  der  schlechieslen 
''Oiiihinaiioiien,  ferner  ndit  nach  Krilerium  b)  unler  sechs  Füllen  der 
^«"■IIkvji  jfvvischen  <<  und  {i  fünfmal  auf  fJ,  zwischen  ji  uiul  ;'  !j;leicli  nft 
''"1^  lieiile,  zwischen  k  und  /  fünfmal  auf  ;'.  Diese  Bestinnnuni^en 
""■  i'  führen  zu  koinei-  sichei-n   Entscheid unu;. 

In  i^ewissen  FliUcn.  wo  zwei  (iondmialionen,  zwischtni  denen   i\s 

'■"  eiUscIieiden    i;ilt ,    sich    nach    dem    T-    wie   K-Miüel    sehr    mkhi'rn, 

*änn  es   nnizlich    sein,    von   diesen    auf   die  Specialreihen   znrilckzii 

^^'•en,  um   zn   sehiMi,   (»h  sie   ihrer  Zahl   nach  ein.  niil  iletu  Ausschlai; 

^^'"  iiiiKteren  Keihen  zusammenslinnnendes,   Ucsnllal  geben,   wu   nichl, 

*'ä|*in  ein  (jei!;eng«nvicht  i,'ei,'en  die  Aussage  der  Ylillel    zn  erlilickiMi. 

Hin    benierketiswerthes    und    instructives  Keispiel    in    elreser  He- 

'^'^liung    giehl    der    Vergleicli    von    FWy   mit    l'\\]i    in    mi.   I.      >ia<"h 
Hssage  der  l^td'ungsla helle   ftlr  T,  so  wie   nach   der  Ausfühiung  in 

^'«^rKinschahnng  S.  244,   24;).  hat   man   für  rVV/;  JiV^  =  0,295»,  Idr 
Wy  ^=.  0,374;   und  ist  also  (entgegen  detu  Uesnllal   der  allgemeinen 
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IMifiiiii;!  FU// in  Vurlliril  \(jr  f'Wy,  iiiilliin /:/ im  Voilheil  vor  /.  Geht 
ntari  aber  auf  tlii'  Hcsullah'  tlor  Sju'nali'cilKMi  zuiiirk ,  welche  in 
TalH'lle  I)  S.  1  (>1)  i^i'u;t'J>L'n  sind,  so  siehl  iiiaii,  dass  PW^  viormat  im 
Nachlh<'il  i;<'i,M;n  FWy  uin\  mir  (virinial  im  Voilhcil,  hier  aber  allor- 
tlini^H   in   Hrlrarlil  (Um    Kli^iiilH'il  des  ^'^  in  Nuhr  slarkem  Voiihcil  isl. 

inzwischen  ist  t!er  Kall  eines  Conilicts  der  S|>ecialreihen  mit  dein 
1'-  fKh'r  It-MitU'l  im   Uesultale    an    sich  unwahrseheinlieher ,    als    der 
Fall  der  KiiisUmiiiim^,    erstens,    weil   durchschniulicli  Uberhau||i| 
so  lanj^f  iiirlil  ticslimmle  Gründe   fiii"  citi  ij;egeo(heilii;es  l'eberwiegcn 
vorliejjn'n ,    ilie  milllere    Hirhliing    tier  Melnzalii    der   specialen   Hich- 
hini^MMi   fbk'l,  zweitens,   weil  die  Gule  einei'  Condmialiün  au  sich  selbi^l 
/MV  Verringerung  \on  i'f^    l>eilriit;i ,    diesei'  Eiiillnss   aber   sich  eben 
sowold    anf  die  Zatd  als  Grösse  der  sjiecialen   2>^  eislreeken  muss, 
so  dass  man  im  Gninde  diMi  Fall  des  Gonllicls  mir  in  Füllen  zu  er- 
vAartt'u   lial  ,    wo  die  veri^liclimimi  (loinbiuationen    so  verwandt  >»>^H 
dass  der  von  ihrer  versehiedeueu  Güte  abhiingiuie  Vartheil   auch  oeT 
mö^licli.ster  Ausi,'Ieielmui;  dttr  Ziinillii^keilen,  welche  den  Speciuheiheu 
noch  atdiafleu,  doch   weyt^-n  der  Uiivollslluidiüikeil  dieser  Ausgk'ichuni; 
nach   eu(gej,'t'ni;t\si*lzt('r  Seilt'   aussclilaj^eti    kann;    und    dur   Fall    e 
solchen    Verwamhschani    liudet    wirklich    in    unserem    Beispiele    s' 
NUmlich  FW  geht  in  beide  Combinationeu  gemeinsam  i'iu,  /  aber 
iusüferu  iheils  mit  «,  theils  mit  fi  verwandt,  als  die  Heductious weise? 
y  zwischen  beiileti  slehl,  so  dass  der  Vorzug  zwischen  ;'  und  /^»^H 
wie  zwischen  y  und  u  liiichtei"  durch   ZuPalligkeilen    wechseln    kaiin^ 
als  zwischen  fc    und  y   oder   gar   als    zwistlien    zwei    Goiid>ituUionuD, 
in  denen  alle  oder  auch   unr  zwei   lilemenle   gi'gen  die  andern   \er- 
schiedeu   sind,      liine  DurchtiÜnung  des  Uückganges  aul  die   Special- 
reihen würde  übrigens  wegen  der  enormen  Zeil  und  Midte,  die  d||l| 
kostete,  nicht  wohl  geschelKMi   können,   uiul   iihcrnussig  sein,    soferu 
das  Füssen  auf  den   Milteln  schon  hinreichend  entscheidend   ist.    ^H 

Ausser   den    bisherigen,   gemeinsam  auf  alle  Kleraenle  anweoa^ 
hai'en,  Kriterien  giebt  es  noch  ilrei  andcn»,    boziMchnen    wir    sie  als 
Sperialkrilerion,    zwar    von  bescliranklenu    abt-r   einfacherer  An- 
wendbarkeit als  die  vorigen,  wovon  zwei  sicli  auT  die  l'lutscheiduo^ 
/.wischen  F  und  M,   das  diitte  zwischen  W  und  LI   beziehen.     Aus8^| 
dem  kann   in    eislt'i'  Hinsicht    uo<  li    ein    im    Will.   Abschuiit    geltend 
zu  machender,  Umstand  berücksichtigt  werden. 


I 


Biwi 


HkBKH   IMI-:   M.ISSBKSTIMMIiNGEN   WS  Ra(  MSINNRS. 


249 


Erstes  Sporialkrilerium.  Dieses  ist  aus  (ieru  lteziii:;s weisen 
ümiiiC  zvviselu'ii  den  nillerenztMi  tler  r '*  und  /!iü,vln'>jii,'t!ii  t)  zu  ge- 
'winnen.  und  von  MüIUm-  in  einer,  Irilliei  niil  ilnii  t^epllugeneu,  Corrc- 
-'.pondeux  gegen  «'ine,  ilariuils  von  Jiiir  veisnchle,  Konnet  (riltig  gellend 
j^püiaclil  vvorilen,  j«  wiii'de  auch  gegen  die  jetzige  entscheiden,  wenn 
nwn  sich  an  dir  ritlünger  Veisuelie,  wrlrlu'  diiniids  erst  ullein  \nr- 
l;igi*n,  oder  auch  an  dio  ülleion  ('aiiicrer'selien  Versurhe  liallrn 
iliirfle.  Narh  (leii  ni'iit^n  niassgoltendern  Canierer'sehen  Versurljen 
aber  wendet  sieli  dcir  VorllietI  iles  Kriteriums  vielmehr  zu  (innslen 
von  K;  und  sc'lion  aus  der  IHseussion  eines  in  ilie  Kiage  einselitagen- 
ilen  Tlieils  <ler  iilteren  Wrstnfie  (M'ljt'llt,  an  welchem  Felder  der 
filteren  Vei*suche  das  st-lieinbar  günslige  Kesidtat  derstdbeii  fUr  M 
büiigl.     Das  VVesenlliche  des  Krileriuins  ist  dieses: 

Beim  Aufsteigen  4ler  r\l  von  0  bis  ßO  steigen  nach  den.  die 
lrij)en  Formeln  re[Miisenlirendeti,  Fnndainiuitaltalrjn  lUr  F  uud  !\I  ilie 
I  für  F  in  der  Weise  mit  aut",  dass  gleichen  l)illeienz(*ri  aulsteigender 
i  abnehnn-nde  Dillerenz-en  der  r  ^  zugelioren,  hingegen  für  M  in 
«h-  Weise,  tiass  gleichen  Ditlcretizen  der  t  wachsende  Dillerenzen 
«li'i  lg  zugehoren;')  s(tfern  abei"  l  =:  It  h  }-  k  ist,  und  it  wie  /.• 
«'onsljinl  ist,  sind  den  Dill'eren/en  von  /,  in  welchen  k  verschwindet, 
ilit*  Uifl'ercnzon  der  /)  jHoportional,  und  kdniu'n  für  unser  Kriterium 
den  Differenzen   der   /   substituirl   werden,    wonach    diess    Kriteriun» 

sich  so  gestaltet. 

iN4?hmen   wir  eine  Versuchsreilit\  in  welcher  wie  gewöhnlich  die 

I^s  um   gleiche    Dill'erenzen    vorschreilen,    mit    den   zugehörigen  t'|f, 

Iwispielsweise: 

0=  \         2         3         4         5 
r^  =  <i,        (i.^       (t,       o^       uj 

uixi  führen  sie  so  weit  fort,  oder  ziehen  sie  so  weit  in  Betracht, 
•lassrj  =  30  zwischen  <lie  zwei  höchsten  Werthe,  also  im  Beispiel 
'^^iücben  a,  und  a^,  zugehörig  zu  f>  z=  4  und  5,  P.iltt.     Die  hillerenz 


*j  Diess  llsst  sicii  altenliri^s   nirlil  direct  :iiis  den  t*"und:imeiil:illi)rcin   linden. 

•''I  liariii  nicht  die  /,  solidem  die  r§  um  gloirlie  t>ill'eren'Ät'u  vorsclireiteii  :  n\wr 
••'ifrfl  jiis4iri>rn,  ;ils,  weim  j^leii-lipri  IHironMizon  von  /  w.irlisniidd  nder  ;il>tidiiTi*'iiili" 
'''Ifweiifpii  von  rg  ziigctiöreii,  iiirij^clctut  f;lfk'lieii  UWTitvm/.vu  vhii  r  [[  ;d>iit>l)in«Mrdn 
"^r  wacbsendc  IlilTerenzeu  von  t  znj;eltören ,  \vona<:h  man  die  üliiyeii  Angaben 
^mlicircD  Icann. 
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«.  —  (/^  zvviöclien  den  Iiöchslen  a  lioisso  ij.  Nach  F  nun  wird  diftst' 
hiHfmi/,  kleiner,  tuirh  M  nhvr  jj^rüsser  sein,  als  jede  rilekIiejj;omli) 
IHslaii/.  ff  —  fi^,  ff,  —  a^  11.  .s.  w.,  nm  so  nielir,  jt^  weiter  Iclzlcrt' 
liislaii/.  nieklieyl.  Also  wird  der  L)n(erscliie<i  in  dieser  Hinsiiiii  U'\ 
V  und  iM  iuii  inetslen  helrns^en,  wenn  wir  f/  niil  tlei'  am  wdU'sl 
riieklieijenden  üilleren/.  tt^  —  ff^,  vvelelie  p  lieisse,  veri^leicben.  Ind 
so  koninil  das  Krileriuni  eiidarli  dariiid'  liituuis,  dass  man  bei  Kt^ilifm, 
in  welchen  A>  um  y;leielie  Itillerenzen  voi'sehreilel,  p  grössL'i  mh 
kleiner  als  1/  (indel.  Krslenfalls  isl  l'iir  K,  /.weilenfaüs  l'ür  M  ent- 
schieden. Solh«' die  Uethe  nicht  Ijis  r[j  ^^  liU  reifhen,  so  hJUIc  man 
als  f/  die  Diilerenz  /wi.schen  den  /uniichst  liiekliegendeh  fjj  /u 
nehmen. 

Freilich  liissl  sirli  diess  Krilenum  nirhf  auf  alle  lieilieii,  iiut 
denen  man  zu  liiun  liat,  anwenden,  weil  maiicln*  l)lo>  Wertln*  von 
?•}{  über  50  enlliallen,  andere  nichU  hinreichende  r;;  unter  öl»,  »'•' 
den  Vergleich  an/iislellen,  auch  hei  manchen  die  />  nicht  um  a;li'ic\v 
DilVcDMizen  rorlschreilen,  huiessen  heilen  doch  sowoiil  \on  üilei*^ 
als  neueren  \ei suchen  (.ameier's  Flilli'  \or,  um  «he  vergleiclio*' 
l'rnfunt;  daran   vorzunehmen. 

In  dieser  Beziehung  sind  von  ilen  Ulteren  Versuchen  am 
slrncLivslen,  ja  in  üjewisser  liexiehunu;  von  iiuidamenlaler  Wichtigk- 
die  S.  132,  133  antjefuhrten  (unwissentlichen)  Versuclie  Caiuere 
wo  (heselben  llau[)Lversuche  mit  und  ohne  eingeschallelc  Ve\ir\'' 
suche  veri^lii'hen  weiden,  und  die  cunslaute  Uiirei^-^n/.  der  1)  glt^ 
3  ist;  jedoch  sind  aus  anii;ei^<'l>4'nen  tirirndtn»  nui'  <lij'  Versuche  • 
Ida  in  der  erslen  Abtlieikiiiü;  (1875 — 1S76)  lilr  die  Anwendung  * 
Krilerjums  t)raucht)ar.   Beispielsweise  liahen  wir  hier  für  Ida,  Acroiiii« 


a 


n 


SO 


•i:\ 


^     I  mit  Vex. 
'""      [  olriu-  Vex. 


22,(i 
25,  ;i 


46,6 
46 


60 
55,3 


milhiii: 


mii  Vex. 
«)lint!  Vex. 


32,6  —  10,6  =  13,0 
25,3  —    8      =  4  7,3 


55, a 


46,6  =  13,4 
46     =    ',),:{ 


I 


zusammengestellt  für  alle  vier   llaiitlheile  aber: 


i[Hi 

VV\ 

olllK- 

V.\. 

P 

1 

i- 

u 

AlTllfllilXI 

<3,n 

13,* 

17,3 

9,3 

Olnwarni 

i<i,(' 

«2,0 

as,:» 

<0,7 

Kllboi>on 

n,:t 

ii,7 

28,3 

20,7 

Vnidrl'Jirrii 

1i,7 

iJi.C) 

i  1 .  V 

32,f) 

M;m    sichl,    ilass    dir   V'cisiirlic    iitil    l'^inschiillunp;    von   Vr\iivri- 

suflieii  iillc  für  M,  (thuc  KiiisrJuilhmL;  alk-,  mir  jiiil  AusiuilittH'  von  Voi- 

(lorarni,  für  K  slimniori.     IHi  nun  aber  «Imcli  Kinsrhiillung  von  Vexii- 

versut'lu'n    n;itli   AliMkinill   VI    oii)    riviiitlai'tiLjer    lunlliiss    ti^ntslehl,   so 

IQU8S    das    lli'sidlal    tier    Veisiieh«.'    ohne    Vexirversuche    voiiji'zogvn 

NVi*r(K'n,   wtdcliL's  weil   (iboiwiegend   für-   F  j^cj^'cn   M   sprichl. 

Nun  sintl  ulle  illltin-n  Versuelie  dyiueierü,  mit  Aiisiialiiiie  <ler 
liiiM-  in  Hücksicld  ü;e/oij;eiu'n  Veri^leiclisvcrsuche,  ehe»  so  iille  Tidjintjur 
ViTsuclie,  nitl  1'^in.srlialliini;  vun  Vexirversuclieu  anijestelll ,  und  so 
liiit  iiiuu  <jruiul,  den  Ihiisland,  (Jass  liet  tJeti  einen  wie  andern  weil 
uln;rvviegend,  das  Krileriiun  vielnielir  für  M  als  F  sprecliend  lindfl, 
wiifür  ich  Küi/.i'  halber  die  leiclit  zu  tinilenden  Hetege  (lbei'ij;ehe, 
aiij' den  Fehler  dei-  N'ursuclie  zu  sehreiben,  ihM'  durch  die  Kinschal- 
liing  von  Vexirversuehen  entstehl. 

Ks  konnte  tiei  alledem  inisslich  erscheinen,  auf  vorige  Vertjleiehs- 
vtTsiK.hü  allein  zu  bauen,  da  .sie  unwisscinllieh  und  mit  einer  K<'du(- 
lionsweise  aniiestelU  sind,  welch«'  vielmehr  [S]  als  y)  enlsjirecheii 
Jui'tk',  was  beides  nicht  die  vorlheilhuftesten  V'erhliltnisse  sind;  weil 
uusserdeiu  dem  yimsti^en  Hesullat  dreier  Haultheile  für  V  doch  das 
ungünstige  von  eiiu'm,  d,  i.  Vorderarm,  entgegensteht.  Aber  die  Ent- 
stbejdung  wJni  Nollentls  durch  <lie  n<!uen  Versuche  Camerer's  her- 
t*eiiiejuhri ,  in  welchen  iheils  Vexirversuche  ganz  beiseite  gelassen, 
'h'iils  nur  in  so  grossen  Intervallen  eingeschaltet  wurden,  dass  ihr 
altwiiciuh'r  Fiinfluss  nach  Aussage  der  Versuche  selbst  wogliel,  die 
ausserdem  auch  den  Mirdluss  von  wisscnitlicli  und  unwissentlich,  so 
wie  von  den  verschiedemrn  Ketluclionsweiseu,  auf  den  Hrfolg  des 
Kriteriums  zu  benrtheilen  gestalten. 

Hicbei  gilt  in  den   beiden  Ablheihingen  dei'  Hamigelcnk versuche 
rio.  I  und  %  mil  den  Distanzen  1,  2,  3,  5,  in  dem  Falle,  dass  rj  =^  50 
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zwischen   />        .']   und    "i   \\i\]\,   iils   (/  die  DilTerenz  der  rj   vonD  =  3| 
bis  5,  als  p  tüo   DilVnt'n/:  dtr  rj;    von  />  =  l  bis   .'1,   da   diosi^  glwl 
j^ross  als  von   .'1   bis  5   isl.      Itii    Tall  alit'i-  r  JJ  r=  50   zvvisrhcn  fl 
und   3    nUU.    sill    als  ^  die    üilifien/-    der    r  |{    V(m    f)  — '±   bis  ;{.  als 
p   viui    I    bis   ij. 

Slirn   scIiiMMlel   nicht  dtirrli  ijl^'^iclu'  DitTorini/.en  von  D  fort.  nSra-' 
li)-h   diiirh  />  .  -  0,5;    I;    i;   -i;    (i;   S,   und  r{J  =50   Tälll    in   di'n  vcr-j 
scIiifHlnuHi    rondtinalioncn    iiifist    /A\iscli(»n    /)  =: '2   und    i;    zuwt'ik'ttj 
aiieli    /wisilu'u    i   und    ü.      Man    kann    aber    das   p   für    die    Differen« 
/.\vis4tu'n  //  -—  0,5  und   2  mit  dinn   7   lür  die  im  V<'rlilkllniss  5  yr<»s<'r 
hiirerimz   /.wisclicn  />  r='ä   und    i   oder   D  =  i  und  ü   vergleiclicn,  \t 
dem   man  die  dirct't    erhatlenen  /)  im  Verhilltniss   \    vcrgrösserl,  w« 
vveniij;slens   a|i|iinv\irnaliv   zuUissii;  s<Mn   mu.ss.     Die  so   vergrösserten 
sind    Cüi-    Slirn    in    folgender   Talieüe    milgejjjoben.       Die    der   Takll 
unterliegenden   r  [f    sind   naeh   iler    T-Melhode   aus   dm   Vorsuoiien 
versflnedenen     lieobatliO^r    beslimnil.      lue     L'nteisueliung    nach    (l(| 
U-Mclhode   gieliL  so   weseullieh   enlsfiret-bende  Uesultale.   dass   ieli 
idjci'gehe. 

Die  drei   Ounbinalionen    mit    V  in   no.    1    sind    niclil   benulzung^ 
fiihig   für  unsi^ieii    Veri;lei(li,    weil    die  Ueilien    (bilar  samnitlieh 
liehrtheilen    (^inseldiessen,    wovon    irnlen.      Auch   Slirn    VV,V   iJissl 
nirlil    wohl    benul/.en,    weil    rJ   =:  50    hicM'    schon    zwischen    D 
und   ^   VaWl. 


Uii^r.  111).  t 


(5,96 

7,67 


l«,i6 

7,94 
12,02 


llilMl.  HO-  'i 


Slii'ii  Uli.  3 


«9,8 


Man  sielil,  dass  in  allen  drei  Ueihen  und  hei  *len  verschieden- 
sten Reiluetionen,  mit  ein  paar  ganz  schwarhen  Ausnahmen,  p  überall 
grüsssei"  als  */   isl,   was   dem   Vorzüge   von    l*'  enlspricfit. 

Die  Vol  kiuan  n'schen  Versuche  mit  unv<'rdimnter  Haul  (wissl 
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licli  ohne  Vex.)  geben  allerdings  bei  I  und  II  (f  ^  p  (S.  171),  aber 
kfinnen  tlieils  weisen  der  ü;eiinij;en  Z;dil  der  Versiielie,  llieils  weil 
sjc  sehr  rasch  hinler  einander  angesU'llt  sind,  ohne  Sicherstelluni^, 
(lasis  <ias  wechselnde  Atif-  und  Absteii^en  zur  Compensation  »les  da- 
von abhäni;ii><.>n  (^ontrasteinilnssos  hingereicht  haU  nicht  entscheidend 
lOS  Gewicht  fallen.  llel)erhnn|)l  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass 
bei  wenig  zahlreichen  Versuchen  die  Aussage  des  Kriteriums  durch 
zufällige  Aenderungen  von  p  und  (f  allerirt  werden  kann. 

Zweites  Specialkrileriunk.  Soll  von  zwei  Formeln,  wie  F 
und  M,  ilie  eine  besser  als  die  andere  [lassen,  so  muss  sie  nicht 
blos  zu  den  Kigehnissen  der  Hauplversuche  mit  grösseren  und  klei- 
oeren  IK  sondern  auch  der  Vexirversuche  bei  /)  =  0  besser  passen, 
iinil  hieniil  die  Vexirfehler  besser  unter  sich  fassen,  sofern  die  Ve\ir- 
fjfehler  nichts  Andres  sind,  als  Werthe  r%  bei  D  =  0.  IJer  Wertli 
/)=0  ist  aber  nur  ein  besonderer  Fall,  der  (irenzfnll  der  Werthe 
B,  Tur  welche  die  allgemeine  Formel  trellen  soll. 

Nennen  wir  nun  das  bei  /J  =  0  eihaltene  rfj  das  Vexir-r^, 
ontl  das  da/u  in  di>r  Fundamenlallarel  gi'hörige  /  das  Vexir-/,  so  muss 
principiel!  nach  F  wie  M  das  Vexir-/  gleich  der  Conslaule  -f-  k 
(nach  F)  oder  —  k   (nai.li   M)   sein,  welche  in  die  secundiire   Formel 

t^hl)  ±  k 

ein^ht,  indem  es  durch  Selzung  von  />  =  0  daraus  luvivoigehl.  0er 
Werlh  k  aber  ist  durch  Ableitung  aus  rien  llaupt versuchen  für  die 
verschiedenen  zu  [irüfmulen  (loTuliinalionen  zu  linden,  indess  der  Werl h 
Vex.  rl>  und  hienach  Vex.  /,  expeiimenlal  für  dieselben  Combinalionen 
gegeben  ist.  Und  wir  können  nun  für  jede  (loudiinalinn  der  neueren 
Canjerer's(then  Vei^suche  insbesondere  untersuchen,  wiefern  das  ans 
den  iiauptversuchen  abgeleilele,  in  der  rabellc  S.  169  veizeichnete,  k 
mit  dem  direct  aus  dem  Vex.  rg  abgeleiteti'n  /  xusaniuienslimml ;  in- 
dna»  die  alleren  (lauierer's{hen  sowie  fidiinger  Versuche  sich  zu 
einer  sf)lchen  Untersuchung  nichl  eignen,  weil  die  r  [[  der  Vexirver- 
suche  hier  durch  (lontraslveihiiltnisse  allerirl  sind,  und  je  nach  Ein- 
schaltung zwischen  verschieden  grosse  O's  einen  verschiedenen  Werth 
annehmen. 

Die  procentalen  Dalen   der  Vexirversnclie,    auf  die  wir  zurück- 
zugehen   haben   (wis.senlüch  blos   für  die   Handgelenkversuche    no.   \ 
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lind  die  Stirnversuflir  no.  M   vniliri^oiul;  siiiil,  nacb  S.  139,  \i(S  u- 
saiiimeng<\strlll,  folgende: 


We  vi  he  der   Ve\  fr-  r 


i 


IMpl.  no.  1 
Slirii  Uli.  ;! 


f  WISS. 

l  iiiiwiss. 
I  wiss. 
\  iinwiss. 


I 


t  Sj. 


89,44 
59,5 
S8,89 
84,2 


Kino 
11)1111 


Unlei*  2:it  isl  dit"  Tf>lal/ahl  dt'r  Veviivcrsiiclic  verslaiulrri.  .'iii': 
welchen  die  iM'ln'tri'nih'ii  jirnriMit.ilrti  iM-tjel misse  hei  /i  =  )l  fr- 
liallen  sind. 

IHe  wis-senllielien  llesliinniiingn)  Cilr  Handgelenk  no.  I  siivfl  frci- 
lirli,  als  hios  aus  2.'n  —  Kli  Ve\irvoi"Siicli(ni  aligeleilt'l  und  iiadi  (ioi 
Ueniei  kling  S.  i;iü  den  (^haraklcr  der  ünsM'lierheJl  an  sicli  mü»' 
(ragend,  sehr  iinsielier,  verbülinissnillssig  viel  sicherer  die  für  Stirr 
no.  ;i,  als  ans  ^'n  =  2f(j  herrührend;  die  iinwissenlhehen  ahm.  füi 
no.  I  wii'  n*L  2  ans  2^'ii  r—.  1(100  licrrührrnd,  (iherhaiipl  olnn-  ^'^i" 
gleich  sielierer  als  die  wisscnllichen.  B<'i  allen  diesen  Heslinanuiig*' 
aber  Cehll  wegen  der  Zwischen/eil  von  l't  Min.  bis  .J  Stunde  /\vis4*h' 
den  Vrrsni'hen  an  deinsellien  Individniini  ein  ineiklielier  ConlrasteinlUu 

Zitviirdirsl   nun  giehl,  die  l'lterse(/,nng  der  obigen  Spit/endala 
Ve\.-rjJ  je  nach  der  für  die  Kediirlion  7,n  (iriinde  zn  legenden  CCi 
hiiialion,»gleiehgellend   fili    I    und    M,   folgende   Vex.-rJ{:  ^ 


ü  -i 


n> 


fit 


1.1 


'7 


Vf'x.-f!! 


1 


"   1     HO.  :{ 


*,7f 
1 ,85 


11,10 


7,66 

(),48 


29,75 
9.5 


39, 2S 
«5,7 


34,« 


Und  snchen  wir  hic/ii  einerseits  die  Yex.-/  naeh  den  laii^ 
nienlaUaht'llen  für  V  und  M,  anderseits  di<^  Werlhe  A'  nach  den  '' 
bellen  im  IX.  Absehn,  für  dieselben  Coinbinationen  hei  1"  und  M,  t 
den  Gtad  der  Lliereinslinitnnng  von  Ve\  -f  und  /,  W\  V  und 
vergleiehen,  so   linden   wir: 


Ueber  i>ie  IVIassbbstimmüngbn  iiEs  Raumsinnes. 


ll  "■" 

ir,< 

Wy 

er« 

Uß 

Uy 

■ 

F 

1  yt^x.-i 

o.r>oi 

n,r»3K 

<Kö2< 

0.659 

0,7Ä7 

0,722 

ll 

\    k 

il.S:»2 

6  (-.2 

<>,f>94 

667 

787 

692 

M».   1 

1/ 

f    Vex.-/ 

i.is:? 

hr:j 

1,010 

a3fi 

190 

283 

1       A 

<i..h;v3 

4;«;^ 

(),;i'H 

'     r.fi? 

722 

F 

f    \'o\.-t 

0,*7.'i 

0,ÖM 

rt,fiU 

l),Ei4<l 

o.5r.K 

tt.tiHrt 

tm.  3 

\      A 

O.iKi 

cot 

O.fUS 

'       iJOO 

fi<i!7 

5fi8 

M 

1    Vex.-f 

IJTö 

8  4)  4 

1.071 

927 

7<5 

808 

\       /. 

4(H 

o.;i«>7 

849 

400 

599 

Hier  sieht  iiian  nun,  Hass,  inai?  dkiii  sirh  ,u\  clJcsp  adoi'  jene 
l/jmhinalion,  sei  es  hei  iki.  1  «dei  no.  :i,  lialteii,  \'e\.-/  vrm  /.•  iin- 
^iThahnissiDJJssifj;  Nveiter  lici  IM  als  Y  Jibnoirhi.  so  ilass  man  den 
IfiliTscIiied  unriitii^lie-li  hlnss  auf /,nf;i11ii;kt'iien  schreiben  kann:  vve>niil 
li'sliiiinil  für  F  i?eg4>n  M  enlscliieihMi  isl.  Miiig('ij;('n  sehvvankl  tnner- 
blli  iler  VVerthe  für  F  th^r  Vorllieil  der  Ojinhinalionen,  nnd  helragen 
ilk'  Abweichungen  /wisfhjMi  Ve\.-/  und  /.  bei  den  günsfii^sten  C.oni- 
iiinalionen  niehl  mehr,  ids  niirh  auf  Iterhruiiii;  vun  ZiitUllit;keiten  ge- 
'fhiielx^n  worden  kann. 

Drilles  SjU'ei'ialkr  ilerimn.  Oithiunf^smUssig  müssen  in  allen 
''«iiiliinalionen  die  r}J  wie  /  nkil  den  //s  aufsleii^en,  und  so  Undel 
'■>  siili  aiieh  in  den  iiicislcti  sei  es  nac-h  dem  li-  nder  'rXerlalin*» 
IH'liildelen  mi((l(*i-en  Iteiheii.  (iehen  wir  uUvr  auf  the  S|rerialreihen 
<ter  einzchieii  Heohaehler  /.utiick,  so  korunien  darunter  sfilrhc  \oi\ 
•I*  ileaen  ein-  odei'  mehrmals  das  linigekeln'lc  sfatthadel,  niimlii  h 
QiK'iii  grösseren  />  ein  kleineres  r  j;  /iigelWirl,  oder'  aiK'li,  wo  zweien 
•"'irijsse  sich  folgenden  Ai's  zwei  gleiche  r[J  /.ngehören.  Nennen  wir 
«friere  Fidle  Vi'rkelirlheiten  und  hezeichnen  sie  dufch  den  Ihitei'- 
"'liied  der  sich  verkehrt  folgerr<len  j  }J .  lelzlerc  tileicldieisnille,  rrnd 
'"'wiclmen  sie  niil  ^=,  In  den  (!ond)inatiorren  von  no.  1  mil  (/  ei"- 
-If't'kcn  sich  Verkehiiheilen  von  derr  ein/,elnen  Heihen  sogar  auf  die 
iKdllnren  Reihen.  Natiulieh,  je  nrelu'  und  s(;irkeie  Ver'kehr'lhetten  es 
*' einer  (!ond)ina( Ion  gichl ,  deslo  mehr  s|)riclrl  es  gegen  die  (-uni- 
""^ation.  nnd  auch  (ileirldififsriilh^  sind  in  diesem  Sinne  zri  nelmren. 
'^f  F  nnd  M  hfeiben  die  Verkelirlheileii  und  (ileiehheitsfalle  die- 
*lljeD,  und  ist  also  diess  Krilerimn  zur  linlscheidung  /.wischen  beiden 
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iinanwenilliar;    woüifs'^n   jo   nach    IV  und    U   siel»    (^rhi-lilirlie  Intrr- 
schirile  ilanacli   lindon. 

Zur  Krlliiilprung  diene  znnricIiÄl  Ui<  \ors}u'hon  mit  Wu  l»ci 
obachk'r  I   in   no.    I.     Wir   lialii'ii   liii'r: 


'■8  [«]- 

l*            1 

1 

1 

s 

3 

5 

23 
3R.7 

«9,35 

48 

40,35 

4.'i,f»5 

54,05  ^ 
61,05 

also  liii'  Vit  eino  Voikclii  lliril  =:  2,UI>  /wisclun  fi  ^  'i  nnil  3,  inde 
Wft  koint'.  ViMkcliiiljL'il  zi-ii^l.  in  (loisf>llM*ii  (io.saininlrcilio  no. 
/.eii^l  Oedhaclilcr  IV  für  Iht  zwischen  It  T=i  ^l  miil  ü  die  enorme  Vi 
kelirllieit  9,()fi,  indess  Wtf  hri  drinselhen  Beohtichler  keine  Verkeh^ 
heil  /.('it;t.  /JilikMi  wir  idicrliaiipt  hei  unseren  (lesaniniitreihen  no^ 
i,  .1  die  Verkehrdieiten  nrid  rdeitldn^ilsCtille  der  verschiedenen 
oltachter  znsainnien  unil  c;ehen  ih'n  ersten  ihren  Weilh  im  ohij 
Sinne»  so  erhallen   wir   foli:;en(le    raheile i 

V  e  r  k  e  In  I  li  e  i  I  e  n   n  ii  d   (i  I  e  i  r  h  h  e  i  l  s  fcii  1 1  e. 


Uli.  i 

1 

im.  a 

i»o.  i 

Wa 



2,26 

«,8{<(l,<    IIUl 

ß 

<,* 

— 

U,08             (IM 

r 

— 

0,75 

5,6               |lfl 

Ua 

2,9.'i  1  9,nr, 

(1.7?*! 

n,?0  [  0,25  1  1,5  1  7.0 

1 

(i 

2.9fi  ,  i,0<>  1  2,35 

= 



1 

y 

i.9?i  1  0,20  1  5,70 

-^ 

=     1^1  2.75 

1 

Mau  sielil,  ihiss  in  den  llandi;elenkreihen  no.  I  un^l  2  die  V( 
kehrUnvilen  und  lileichlieitsnine^  zahlreich  l>ei  (h^n  t;<unhinah<>neri  ii 
f^,  nnr  seilen  hei  dcniMi  itiil  U'  voikonnneii.  liei  ch'r  Slirnreihe 
no.  '.\  verhi^U  es  sich  freilich  uini,'ekehrl,  wie  aiicti  l)ei  den  vorii^en 
Kriterien  die  Stirn  sicli  günstiger  für  V  als  W  lindel,  was  als  lli 
gewicht  gegen  den  Voilheil  von  VV  vor  V  nicht  aussei'  Hechniing 
lassen  ist;  indess  ilherwiegt  doch  (tas  Kesnital  der  l>eiden  Ilai 
gelenkreilieit  durch  ilrre  Zusannnenstiniiunng,  und  isL  nach  ilen 
nierkringen  S.  1  57  der  Slir-nreitu-  iilicrhaupt  nirhl  .so  viel  Zylrauen 
schenken,    als   den    Hundi^elenkreiheu.     Ja,   sieht    uiau    niiher  zu, 
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iH'iufieri  alle  Verkt^lirllicileu  iik  ^kni  Cniuhiiisilioiien  inh  VV  bei  der 
Slim  Wos  auf  den  VersiR-listlatis  drs  Hfctltüildcrs  IV,  mtd  (!;iss  sie 
«oll  au  Sil  all  ms  weise  von  den  iibrii;en  Ui-olnuhtorii  Iiut  linden, 
\lteai  jcdeafuilfe;  dir  (lowichl   nui*  sehr  i;erini!;  orsclieinen. 

Builtiutit;  gab  eine  Heelinuiii^   (luu'li    T   und  (Jii.i    liir  Slirn   unter 
Wej^lassuiig  der   Distanü:  Ö  =  8    und    des   Uet^juelileis   IV    folgendes 

Ergebiiiss: 


Ib* 

2(.-' 

FWa 

8,28 
39,8 
4,94 

FVa 

r 

17,08 
3,00 
8,25 

Nach  Allem  bleibt  als  lündresultat  iler  neuen  (Jainerer '.sehen 
Versuche  uiii  Vorlheil  von  F  vor  M,  von  VV  vor  t/,  von  y  vor  h  und  fi. 

XVII.    AbhängigkoitsvcrlnUtnisse  der  ('onstaiiteii  //,  /■. 

Da  naeli  Allem  die  Mu  ller'sehe  Formel  ileu  BeubaihluiiL;en 
li'i'ijeiilibcr  nicht  Stand  hüll,  so  unterlasse  ich,  auf  die  Verhidlnisse 
ilirer  (lonslanten  niilier  einzut^eheu,  sondern  beschranke  mich  auf  die 
Verliüitnisse  der  meiniyen. 

Id  rein  fo r inoller  Bezieh uni;  nun  hat  folgte ndc  Bemerkung  Platz 

zu  linden.      Der    Werth   l  lii^ui^l    nach    der    Fundamentallafel    seinem 

Zaiilaiisdruek  naeh   von  r}{    ab,    riieksieh  tslos  auf   die   Masscinheit, 

^^lilliiiieter,  Linie  u.  dt,'!.,  auf  welche  man  ilen  in  t  einij;t'henden  Distan/.- 

wt'itli  D  l)ezielil,     Süll  diese  l  nabli<injL;it;keil   besli^lien,  sit  muss  nach 

der  sccundriren  Formel  t  =^  hl)  -\-  k,    bei  Aenderuuü;  der  Kinbeil   \im 

1^^  der    Zaldausdniek    von    h    sieh    in    umgekelirteni   VerhUltnisse    als 

ilei  Zaiilansdruck  von  D  Undern,  iivdcss  der  Zahlaiisdruek  von  k  un- 

tteäfiderl    bleibt.     Sofern    sieh    nun    der  Zaldausdruck    von  b  in    um- 

gekulirlem  Verhiiillnisse  als  die  Eiidieil,  worauf  tf  bezoi^en  wird,  iinderl, 

muss  sieh    di;r  Zaljlaus«buek   v<jn  h  im  direclen  Verliäillnisse   als   tue 

Einheit  von  />  iindern.     Diese  l'unkle  lassen  sich    leicht    durch  Aus- 

fuhnini^   der    Ableilunt;    von    A,    k    bei    abyeLiiulerlei-    Kinlieil    von    D 

arj  beliebigen  Beis|)ielen  beweihien,    und  verdienen   Ktlcksichl,    wenn 

man  Bestimmungen    von    A,  Ä,    die    bei    lJn1eiiaj.;e    verschieden    anj^e- 

nouiJUüDor  Kinhi'il  von  //  irevvonnen  sind,  auf  einandei'  teduciren  will. 
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In  sachlicher  Hczichiinjj;  sin<l  nciiiiontlith  die,  Volkinann'scheti 
Versudie  dt^s  X.  Ali.seliniüe.s  von  riin(latiienlal.slei'  Bedeiiluiig  für  tlii' 
Ahhiiiiij'igkL'hsvoi  liältnissc  von  A,  k,  iiidciii  sie  sehr  entschieden  zeigen. 
diiss  das  durch  Verniehriini^  dei'  r{f  inigezeigle  Wachsthuni  der  Em- 
[dintlhchki'il  \\i\L;eii  wachscmJer  Uebunt;  so  wie  IhuUverdunuiini;  gar 
nicht  von  einer  Vergrosseriini;  (k\s  A,  soiuUmd  nur  des  k  abliiini;!,  was, 
wie  ich  gestehe,   mir  sehr  unerwartet  gewesen  ist. 

In  der    Thal  sehen  wir  in  der  ersten  w  ie  zweiten  (jesarnralreih( 
S.    172,    in  weh'her   dit*   Ninnniern   I,  II  .  .  .   foilsi  hieitcndor  Lehiing 
entsprechen,  h   nur  wenig  niul  nnregeltnUssig  sich  findern;  oder  sollte 
man  in  der  /-weiten  eine  andere  als   zuflillige  AtMidernng    von  h  att- 
nehnien,    so    würde    h    iiiil    roilsclireitendei    Uehnng    ^^elIneh^    etvvl 
ahnelutict)   als  zunehmen;   wogegen  sowohl   in  tiei'  ersten  als  zweiten 
Gesaninitr^ihe   k   mit    fortschreitender    Delunig    conlinnirlich    in    posig 
liveni   Sinne  wuchst,  ja   hei   der   ersten    ans   negativ   in  p(»siliv    iib( 
gellt.     Nun  g<'hörl   die  erste  Gesanuntreihc   unverdünnter,    tlie  zweitj 
verdünnter    Maut    zu;    es    ist   aber    in    allen    IJebungsepnchen  k  sehr 
viel    grnssei'    in    der    zweiten    als    in    der   ersten   Gesainiulreilit^    wo-   , 
gegen  h  in  der  zweiten  durclischnitllich  etwas  kleincM  als  iti  der  ersl^f 
ist,  ein   Unterschied,  der  doch  auch  zufidlig  sein  kann,    da   zwischen 
Reihen,    die    nicht    in  Zusammenhang    angestellt   sind,    solche   Unl< 
schiede  recht  wohl  zufallig  vorkoiiniten  kdnnen,  ausserdiuti  die  Zahl  d^ 
Flilie  zu  gering  ist,  um  in  belrelTender  Hinsicht  entscheidend  zu  sei 

Zur   Evidenz   aber  geht    ans    vorigen  Eigebnissen    hervor,    ^\i 
k  keineswegs,    wie  ich   früher  geneigt  war,  anzunehmen,  wescntlil 
als   Sache   eines,    nur  njil    A   coniphcirten,   constanten    Fehlers    anzi 
sehen  ist.   da    der  Einthrss   der  Uehung   und   Kautdiiniie   n'u'hi    dit 
Bedeutung  haben   kfinnen.     Obwohl   unstreitig,  im  Fall  wirkliche  eoi 
staute  Fehler   als   Vergnisseiungen   oder   Verkleinerungen   von   t)  an 
treten,  diese  sich  mit  auf  k  weilen  weiden,   und  soujil  Antheil   darl 
haben  kennen.     Denn  sei   c   ein   conslanler  Fehler,    um    den   I)  v< 
grösseil    (»der    verkleinert    erscheint,    und  A"'    der  davon  unabhängige 
Theil  von  k,  so  wird  man   zu  setzen  haben: 

=  lil>  +  hi-  +  k'. 

Das    l'roduct    der    konstanten    hc   aber    wird    ftir   die  Uechnui 
mit  k'   zu   eiuei"  einzigen   Constanle   h   \erschmelzen.     Hielier    möge 
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die  t>onlra>tfelili'i  und  bünliilduiigsfolilei  gt  huren,  wovon  im  VI.  Ab- 
»chnille  ilie  Rede  war,  iiüsolV-in  sie  einen  Hinlluss  in  constanter  Rich- 
tung gewinnen;  und  aueli  no  sie  ZiiRdlii^keilen  uulerliegen,  nio4;en  sie 
sich  doch  im  Allgemeinen  in  einen  nueh  (jauss'ckeni  liuselze  varü- 
i*DclL"n  und  einen   tonslankni  llieil  zerlegen  lassen. 

Dhss.  //   niitl  k  aueli    hei    müglichsl  vergleichbar  gehaltenen   Ver- 
sikIioh  doch  vcrschitMlen   für  verschie<!ene  Bi'nl>aelih'r  auslallen   kOn- 
lU'D,  lassl   sicli   von  vornlieiein   wahisclieiulich    linden,    und    besUiligl 
>icli  durch   die    HdHlle  f>  S.   Hil),   wo  die   Weilhe  h,  k  liii    verschie- 
dene (lonil)inalionen    in   nti.    1    imd  'i  he/üghcli    der  HeohaclUer  1,   tl 
u,  s.  w,  ang<^gebeu  .-«ind.     Hallen  wir  ims  dabei  an  die  niasHgebend^ilen 
ßcslimnningen ,    d.  i.  die    nach  Qu.   liir   FWy  und    F\\(i  gelnndi'nen. 
üo  zeigt  sich    bei   llandgeh-nk    wie  Slirn,    dass  k   nur  in    veihilllnistJ- 
niaü.sig   engen   (Iienzeu,    h  aber    in    viel   sUnkerem   Veihailnis.se    vom 
Einfachen  bis  Über  das  IJo|i[)elle,  selbsl  bis  zum  Ureifachen  scliwaiik*. 
l>ie  AbhHngigkciUvürhiillnisse  der  A,  k  von  der  Verschiedeidieit 
der  Kednclionswei>en  «,  ^i^  y  nuil   dem  Unlerschieile   \ün   \vissenllii*h 
und  unwissentlich    lassen   sich  nach  der  Tabelle  US.    1ö7  bemlhei- 
it'ii,    wobei  in  Milrilcksiclil   kiiriuiil,    dass  an  den   h^rgebnissen  tbeser 
TaU'lle  Vexireinllnss  imd  davon  abhängiger  ('.onlrasteinlluss  keinen  An- 
iheil  haben.   Allgemein  zeigt  sich  hiebei  liir  K  suvvohl  bei  no.  I  als  '%  als 
3,  sowohl  bei  W  als  iL  sowohl  nach  I'  als  M,   dass  k  wie  k  grösser 
nach  ,f.    als  nach   u    aHsHdll.,    intless   ;•  eben    so    allgemein  /vvi.schen 
beiden  steht,  und  da.ss  W  grössere,  h  aber  kleinere  k  als  £/  giebl.    belz- 
leres  hat  nur  eine  ganz  schwache  Ausnahme  in  no.  2  nach  T  bezllg- 
lich  des  Verhüll uisses  zwischen  F\\]i  und  Fi'ji  (die  ich  auch  dui  ch  Re- 
vision der  Rechnung  nicht   wegzubringen  vermag),  indem  sich   liier  k 
für  FW{i=^  0,  692,  fui'  FVii—  0,  tiSfi  lindet;  wogegen  nach  R  (line 
PoUprechende  Annüheriing  an  die  Gleichheit  in  normalem  Sinne  bt-slelil. 
Eine  Folge  des  im   Allgemeinen  gültigen  nurmalen   Verhtillnisses 
10  dieser  Beziehung  ist,  dass  das  Ciiösstuiverhültniss  der  rj   zwischen 
finer  wissentlichen  und   unvvi.ssenlliclien  Reilie   bei  sonst  gleichen  Rc;- 
(iingungen  ihrer  Anslelhing  geneigt  ist,  sich    im   Forlschiitt  von  klei- 
neren 2U  grösseren  D  umzukehren.   Nimmt  man  D  so  kh'in,  dass  in  der 
^lecunditren  Formel  t  =  hD-{-k  der  Werth  hD   gegen  k  verschwin- 
det, oder  doch  /  und  milliin  r^  in  der  llaupisache   von  k  abhängt,  so 
obenviegt  das  r  J^  von  U;  steigt  man   aber  mil   den  D,  so  nähert  sich 
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das  r}{   von    VV  melir    und    iiiolir   der  (jleiclilieil  mit  dem  r^  von 
und  üherwiegl  end!i(;h,  wenn  die  Uelho   weil  ijenug  fürlschreilel. 

Wiefern  die  Einschaltung  von  Vexiiversuclien  bei  rasch  auf  ei 
;inndeirült|;enderi  Veiüuelien,   vermöge  des  davon  aMuingiii;cn  (loudasl- 
einflys^es,  auf  fi  und  h  lüinlluss  hal,    Uissl  sich   naeli   der  nnter  ü 
tilteren  Caniercr'selicn   Versuchen  beHiidlichcn  Keihe   (S.    13i,   133 
nnlcrsuthen,    welche   den    Veri^teich    von   IVeihen    mit    und    ohne  Ein- 
selialtuni;  vniv   Vexirversnclu'U  tui'  Vordejarni,  Ellbogen,  Ul)er'arni  nni 
Acroniiou  in  der  1.  und  "Z.  K]K>ehe  enlliiill.     Itli  habe  zu  dieser  l  nt 
suchung  (he  Reihen    lüi"  Voideiarui    und   Elllxjgeii    nach  deiu  T-V 
fuhren   combinirl^    um]   ft,  k   nach  Qu.   daraus   bcsliinnil;    aber    keii 
conslanlen  Ergebujsse  erhallen,  uiindich: 


Hill    Vr\. 


iiliiie  Ve\. 


Hedwiii  r  Ep. 
2.     - 
lilii  I .  K|i. 
-    2.     - 


0,06< 

0,f05 
O.OKI 


—  0,063 

—  0,S90 

—  0.i<7 
0.»95 


0,066 

0,it42 


—  0,0«6 

—  0.457 

—  0,299 
0,390 


llienach  ünderl  sich  h  bei  Hedwig  dinch  Einsthattung  \(m  Vexil 
versuclien  nichl  erhebhch,  niinnil  aher  bei  hhi  erhelihrh  in  pusitiv« 
Sinne  /.u;  k  ilnderl  sich  dnrrh  Vex.  bei  Ib^iwig  stark  in  positiv^ 
liichluug,  bei  Ida  umgekehrl.  Allgemein  gUlUg  isl  dabei  nur.  da^ 
h  und  k  sich  so  im  Zusaminenhaug«'  cindeiiK  dass  r^  bei  gegeben« 
/>  inil   Ve\.  grösser  alä  ohne  solche  aufallen. 

XVni.    Flüge  nach  Versdiiedenheiti^n  der  exteusivi 
Empöiiiilielikeit  zwischen  centralen  und  seitlichen 
Theileii  der  Haut 

Meines  Eracbteus  würde  ilie  einlachstc   unil   direcleste  Methodf 
diese  Frage  /ii  uniersuchen,  die,  schon  in  meinen  Eleni.  I,    I  3 1  tt".   be- 
sproetiene,   und  folgend»  im   XX.  AbschniUe  nocli  n&her  in   Heirat 
zu    nehutende,    MeUiodc  der  Aequivalenle  sein,    welche  jedttch  o( 
keine  Anwendung  daiaiif  gefunden   hat,  liberilicss  nach  Absch«.  X] 
einei"  tlireclen   Vergleichbarkeil  mit   unserer  3iletliode  enibehrl.     Au< 
nach  dieser    ab(!r   liisst  sich   die   Krage  untejsuclien,    uml  ungeacht( 
die  Versuche  Camerer's  in  Bezug  darauf  zu  keinem  ganz  eulJÄclu 
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denUen  Eigebiiiss  gefiilirl  habeu,  sind  sie  ilucli  bcrticksiditigL'nswerlh, 
sofern  sie  jede;;rcill.s  keiin'  /itiuthiiie,  eln'r  etnu  Ahiuihine  der  cxlf^n- 
ven    KnipiindlichkiuL  uacli    den  Seilen  hin  anl'  deiit  llandi;elcnik  iin- 
men  la>seD. 

Das  Wesentliche  der  Versuche    isl    dieses.     Naclnlciii  ('.aiiierer 
vom   18.  Mai  bis  'i22.  Juni    \HHi  eine  Keihe  wissentlicher   cenlialer 
Versuche  am   Hamlgelenk,  d.  h.  \\u  die  Mille  der  Dislan/eii   riiil  der 
Milte  «les  Handgelenkes  zusannnenliel    (inil    l^iuseii   von   5   Min.),    an- 
gestellt halle,   verleibte  er  in  einer  daraid   foli^enden  Reihe  vom  1.  Juli 
bis  5.  Se|)l.  das  Ceulniin  tlerselhetv  Dislanzirn  an  eine  seilliclie  SIelle, 
i  CcntiiD.  von  dei  Mille  des  Handgelenkes,   und  stellle  eine  der  vori- 
gen  ganz    enispiechende  Reihe  wissen lliclier  Versuche  an,    nur  dass 
dazu  von  den  l'Unf  Vei-suchspersunen  der  ceiilialen   Reihe  blos  1,  II, 
V  zugezogen  wurden,  dann   alier    auch   von  den  cenl raten   Versuchen 
blos  die    Resultate   dieser    drei    Bin>l>a<'hler   zum    Vergleich    iniF    ilrn 
seiUichen  benutzt   wurden.     Reidesfalls  wurden  die   Versiicfie  .sowohl 
aiu  rechlen  als  linken  Handgelenk   angeslellt,   und   zwar  ditü  seillichen 
Mj,  dass,  wenn  die  Hand  auf  den  Rucken  gelegt  wunie,  die  seilhclie 
SO'lie  immer  rechts  von  der  Millellinie  war. 

Nun  gaben  im  .MiUel  für  alle  drei  Beobachler  und  vier  Distanzen 
liOO  Versuche  central  und  eben  so  viel  scillich  Tolgendes  procen- 
lale  Er(;ebniss: 


i  Sji. 


ceolral 
seillieb 


22,5 
19.74 


«9,48 


0,89 


47,79 


dso  einen  kleinen  Vorlheil  zu  (lunslen  iler  centralen  Versuche,  tn- 
dess  bemerkt  t^ainej-er  selbst,  ilass  tias  Uesullat  dieser  Versuche 
nicht  durchschlagend  isl,  da  (K'i-  Hn leise hieil  zwischen  central  und 
>citlirh  nicht  gross  isl.  und  bei  der  Versuchsperson  I  insbesondere 
ulterhaupl  weghel.  Aul*  llebungsi'influss  kann  er  jedoch  nicht  ge- 
xhobeu  werden,  da  die  seilliclu'üi  Vci suche  mit  dem  schwächeren 
Resultate  nach  den  cenUaleu  angeslelll  sind;  aber  sofern  sie  nicht 
abwechselnd  damit  angeslelll  sind,  und  mau  auf  völliges  Gleich- 
Weii>eo  der  Kinfifinillichkeilsverhidlnisse  in  \erschiedenen  Epochen 
überhaupt  nicht  rechnen  kann,  so  künule  der  kleine  Unterschied  lecbt 
wohl  davon  abbangen. 


2G2 
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llienacli  kann  l>i'riii'ik.l  wntten.  dass  auch  ulinc*  Vi.TlL'i;uiij{J 
lies  Ceiilruius  der  Dislanzeii  sich  aus  blos  ctnilruleu  Versudieii  tuili 
einer  Heihe  verscliiwleiier  If»  ein  Seliluss  darauf  iiiaclicii  lavseDJ 
{niisSf  ob  die  Eiiipiindtirlikeilsvoi'liiiliniss<3  sich  riiil  der  Enlterutiiig:j 
\im  der  .Millelliiiie  ÜiKh'rti,  wenn  iii;iiii  laii  den  S|iieh'aiini  der  Ihi 
lüvUx  y.u  kleiu  niimiil.  der  (iUle  der  Forutel  oder  überhau|il  Combi- 
natioü,  nach  der  man  reelniel,  sicher  ist,  und  die  Zahl  4ler  Veihuihel 
gross  ij;oinii!;  nitnini,  um  iiiivhl  einer  zu  ifrussen  l^nsicherheit  duKh| 
unausgeijitcheue  Zunilligketlen  /.u  unlerlieyen,  Sol'eru  niimlicli  die 
grösseieu  Uislanzeu  von  lieiu  gemeinsaiueu  (Zentrum  aus  >veiter  iiacbl 
der  Seile  reichen,  als  die  kleineren,  koniml  folgendes  I*rini'i|t  zur] 
(■elluiig. 

Soll    eine   (Kunstart/    dei    Enipiinfltichkeilsverhiillnisse   im  ganze 
S[»ieli'atiyi    der  If's    bestehen,    so   müssen   die   Cur  die  Enipliiullii-hkoil 
massgebenden  Weillie   //   und  /i,  die  aus  Versuchen   niil  kleineren  Ifi 
abgeleitet  sind,    rnil  denen,  <lte  aus  >olchen  uiil  grosseren  abgeleil 
sind,  so  weit  stinnuen,  als  es  unausgeglichene  Zultilligkeiteii  zula^s«^ 
wo   niclil,  so  wird  sich  ein   Unterschied  zeigen. 

Freilich  gewinnt  man  dadurch  unniiltelbar  Leine  reine  Sondern 
th;r  Werthe  A,   /,-  für  cenUale  und  seilliclie  Distanzen,    weil  ja  all 
DisUui/en    ceniral    sind,    und    in    die  grösseren,   welche  weiter  nail 
der  Seile    reichen,    die    kleineren,    welche    sich    mehr    um    die  Mit! 
lullten,  nnl  eingehen.    Aber  man  kann  die  reine  Souderuug.  insofern 
es  um  eine  solche  zu  Unin  ist,  durch  Abzug  je  zweier  auf  einander 
folgentlei"  /'s  =:  hl)  -\-  k,  in  natidu.'r  an/.ugebeadci'  Weise  bewirkt 

[)abei    ist    rieihch    die   oben    angegebene    Bedingung    als    erfU 
vorausgesetzt,    dass    man    eine    für   die    Uerechnung   von    VersuclU 
dieser  Art   genügende    Formel    und    ilberhau|»l   Conibination   zur 
leitung  von  /»,    k  vcivveiule;    wo  nicht,    so  könnte  eine  Abweichuidf 
der  (".onstanlen  zwischen  cenlialen  und   seillichen  Tlieilen  auch   tlav« 
abhcingen,    dass    die  Formel  oder  (lomliination  überhaupt  ungeeigi 
ist,  die  Vei'haltnisse  zwischen  r^,  /i,  /.•  bei  Aenderung  von  I)  rief 
zu   reprllsenliren,    und    insofern    kann    man    auch    ein  Nebenkrilcrii 
ftlr  die  Gute   verschiedener    Formeln   oder   überhaupt   Cond>inalion< 
darin    suchen,    dass  man  bei  centralen  Versuchen,   die  sich  nur 
einen  so  kleinen  Spielraum  (5  Mill.)  ersli'ecken,  als  (". a  mere  r's  ne< 
Ilandwurzclveisuche^    diejeuige    Formel    oder    iibeihaiii[it    (londiinulic 
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vorzieht,  vvelcho  ilic  beste  CJuberejustiniruiing  zwiscilieti  ilen  //,  k  ge- 
währt, tljo  iiiis  Vcisiirlieii  mit  kteinereii  und  tjnJMseren  ü's  ij;flb)(j;i'tt 
siml,  sofrm  die  Klciiiilieit  des  Sjiielraiiiiius.  iiiUiKnUlirli  in  VerlHiidimy 
mit  (k'iii  IVulier  (S.  160)  iK'iiit'rkk'ii  Llriislaiid,  dass  tlir  Slelle  des 
SpiUeüciiifscitzes  elwas  viiiürl  wurde,  an  sich  keine  erhehlielie  Ver- 
jidiiedenheil  iler  (".onslanlen  iiacli  rentral  und  si'illii'li  erwarten  lüssl; 
uikI  vielujelir  iu  dieser  Itenieliuni;,  als  ntii  Au('s<'liluss  iihei'  die  Tilel- 
Inae  dieües  AhscImiUes  zu  i'rliallen,  kann  es  allerdiiiy;s  ein  Interesse 
habi'ii,  die  (loinliinaliün,  die  sieh  naeli  .Misriin.  XVI  im  (ianzen 
als  die  vordieilluiClesle  erwiesen  lial,  d.  i.  /"'IVy,  llieils  an  sieh 
.^^'lb^t  darauf  zu  iiimUimi,  oI)  sie  der  Uedint^ang  der  C.onslan/.  der 
lioiislanlen  im  Spielraum  der  />'s  liinreieheud  «'nlsprielil,  tlieils  sie 
mit  iinderrn  Conibinatin'nen,  welrlic  clwa  sonst,  tiaeli  Anspiiieh  au 
Herucksiehtii^uni;  inaelien  kininlen,  zu  vertjleicheu ,  u\)  es  niclil  du- 
nuiliT  solehe  i;ieJ)l,  wolehe  dieser  BedinjL;uni^  iioeli  hesser  ents-pieehen. 
Slelleri  wir  also  hier  eine  Untersuchung  darüher  an. 

Freilieh    kann    das    liiezu    ein/uschlai,'<'ii(le  Verlaliren.    indem    es 
nolblyl,  die  j^anzen   Iteiheii   in  Kraclionen    nach   der  lirüsse   der  D  zu 
legen,  und  diese  besonders  zu  berechnen,  auch  bei  Fillining  der  Keeli- 
ming  nach  der  rich(tL,'slen  tioinbinalion,   nicht  dieselbe  Siclierlieil   l'Ui' 
ilic  tiniijjtanten  der  Kractionen  ij;ev\iilnen,  als  die  zusamoienhüni,^^«^* 
Beiechiiuni;  th>r  ganzen  Heilie  für  ilie  niilllern  Werlhe  ihrer  ('onslanleu; 
wozu  noch  kominl,  dass,  wenn  h  oder  k  durch  HerechiMinij;  lür  ein(^ 
gewisjic  Ftactiun   weyen  Zunilliijkeiten  zu  gross  (h1<m'  zu   klein  get'uii- 
dcii  is(,    diess    für    die    lienachbarle   Kraclion    nach    inatlu'inalischeni 
Zusaiimienliauge  die  Neigung  mitführt,    dieselbe  Omslanle    in    unige- 
Miileiii  Sinne  zu  klein  oih'r  gross  linden  zu   lassen,   womit   sich   der 
2ußitlia;e  (irund  des  Unlersehiedes  verdoppell.     Die  Versuche  niusslen 
ifalicr  noch   viel  mehr  vervieirtiltigt  werden,   als    liisher    der  Fall   ist. 
um  die  zuliilligen  Unterschiede  zwischen  den  Constanlen  der  verschie- 
denen Fraclionen  derselben  Ueihe  so  weit  herabzuhriiigen,  als  zu  wün- 
schen würe;  indess  lohnt  es   doch  der  Mühe,   die  dazu   sich  eignemlcTi 
V'ereucbe,    so    wie   sie   vorliegen,    der    belrellendeu   Untersuchung    zu 
iinlerwerteu,    das    sind    die    neuen    tlandgelenkversuche    llanierer's 
no,    1    und   no.    i.     Indem  wir   nun    das  Verfahren    zuniiclisl    auf  die 
Comiiinalion   FWy  in  uo.    1    verwenden,   wird  sich  dasselbe  dadurch 
iVon  äelbät  urUiuicrn. 


Diese    Combinalion    gicbt    im    Alillel  der    fünf  Yersuchspersonc 
(nach  dem  T-Vetfahioii)   folgende  Weither 


t  ^  htt  +  k 


97,  y  9 
36, 2< 
43, 8ä 
55,84 


0,6478 
7048 
76«5 
8658 


rur  die  (^anze  Heide  navh  Qu 
h  ^  0,0553 
li  =  0,593< 


I 


Hieiiacli  haben  wir  diiitli  successive  SubjjtiUilion  der  vier  Werl  he  i^ 
in  die  allgemeine  Gloiehiiny  t  =^  ht)-\-  k,  die  vier  Glekliinii^Hn  I  •  //  -|- 
r^  0,647^;  ^h  -\-  k  ~  i),H)iH   u.  s.   f.      Ziehen    wir    nun    die   er 
rili'ithung   von    der   zweiten,    die  /weile  \ün  dei-  drillen,    die    drilf^ 
vtin   lUir   vierltni   al),    so   verseh windet   idiei-atl  k,    und    beslimmt    sicifc. 
//  siiccessive  für  die  Fraeliunen    \J't;  ^,/3;  ä/'-i,  um  diese   kurze  Be— 
zeiclinuug  uaeli  den  D's  zu  !j;ebrauchen,  wie  sogleich  zu  verzeit'hneu 
Aus   denselben   i  (jleieimngen    kanu    man  aber    auili    die  k    für   di 
selben  drei  Fraelionen  beslinnuen,  indem  man  ilu/ai  die  erste  mit  d 
zweiten,  die  zweite  mit  der  drillen,  die  drille  mil  tler  vieilen  co 
biniil,   und  ei'litUl  iJolchergcstaU : 


für: 


'/* 


S/3 


Af^ 


0,0575 
0.5897 


0,0577 

0,5893 


(),0r,17 
0,6074 


Ganz  diesell>e  Hechnung  für  FWy  in  iio.   2  angestellt  giebl; 


Ü.ÖÜÜ6 


0,01(92 


0,75ü4 


0,«4i)7 


luit  miUlereuj  fi  —  0,0499  und  k  =  0,<JUö7.     Ilieaach: 

ftir:  1/4  4/3  *A 


c 


o,o:i86 

0.6220 


0,0602 
0,5788 


0,04;>| 
0,6241 


Das  Hesullal  für   no.    I    ist  selir   zufriedenstellend,    da    1/2 
2J'',\  sowolil    belrells  A  als  k  so  gut  wie   ganz    übereinsliuiuien,    u 
3/5  doch  nicht  weiter  davon  und  von  den  für  die  ganze  Keüio  gi 
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Ifiitlori  Wrrlhen  abwoiclil,  als  nach  don  Ifnsirherlieilsverhüllnissen 
Jor  Fraclionen  durch  iinausgpi^lichcin'  ZiiRillii^kcilcn  prtr%lich  scluvinl. 
In  no.  i  schwanken  allf'nlint;.'*  tlii^  Wertlic  von  fi  stark,  aber  unroü;el- 
müssig,  und  schri'ilcn  nicht  inil  den  t)  in  j^leicheM'  Rieht tinij  vor.  was 
ilorli  die  AblLinii^ti^kcit  von  Ziinillip;k4'iloii  wahisclifinlich  niaclil.  hie 
Sil  wank  unijtrn  des  Wcrthes  k  sind  nlVenhar  Ihm  no.  1  wie  2  nichl 
ijrössor,  als  fUijlich  auf  Zut!illii;koilcn  zu  schreiben. 

Krwügt  man  die  VcrljUllnisse  des  vorigen  Verfahrens  nlllier,  so 
sieht  rnan,  da.Si>  1/2  ein  fi  für  das  seitliche  />  giebl,  was  man  ei- 
kSll,  wenn  man  von  der  i^nisseren  Dislan/  2  tlie  kleinere  1  ab/Jelil, 
1/3  «'in  h  fiir  das  noch  mehr  seilliclic  //,  was  man  erhiilt,  wenn  man 
von  der  grosseren  Distanz  1)  =  3  die  kleinere  r_i  2  ab/Jehl,  u.  s.  (., 
soilass  die  Beslimmtmg  (Ws  h  sich  in  der  Thal  fih  die  mehr  central 
m\  seillich  gelegenen  Kistanzen  />  solchergeslall  sontlerl.  Was  die 
A  anlangt,  so  werden  sie  durch  diess  Abziigsverfahren  niclil  iinmiltel- 
liar  niitbeslimn^l,  weil  siiü  ja  dabei  \vci;fallen,  wohl  aber,  und  /war 
in  identischer  Weise,  wenn  wir  mit  tiem,  durch  das  Abzugsvorfahren 
besliiiimten  /»,  sei  es  in  (Hc  eine  oder  anticrc  der  beiden  tilcichmigen 
eini-elien,  die  dem  Abzugsvei  lahn-n  unlerwoifen  sind,  so  riass  das 
danaoll  beslinimlc  A  doi  h  für  ttasselbe  D  als  das  h  in  Ans|M'uch  ge- 
numnien  werden  kann. 

Indem  ich  nun  das  vorige  Verfahren  noch  auf  einige  andere 
OMnihinationen  sowohl  in  no.  1  als  no.  2  mit  V  und  M  anwandte, 
erhielt  ich  folgende  Residlale,  die  ieli  blos  filr  h  speciticire;  indem 
man  altgemein  lindet,  ilass  nach  Massgabe  als  die  h  einer  gegebenen 
Con)bination  besser  unier  einander  sl Immen,  es  auch  mit  den  k  der 
Fall  ist.  nur  dass  bei  den  absolut  grösseren  k  die  Abweichungen 
verhällnissmässig    inuuer   viel    kleiner  als  liei  den  As  erscheinen. 

Wert  he  h  folgender  Co  mbin  at  ionen. 
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Ct   Tu.  Fechner. 


Wri^lirlif'n  mit  tien  vorigen  ilfstiiiminnu;en  für  FWy,  welche  \\m\ 
wif'drr   iiiil   imri4«'ii«niiiiH^ii  siiul,   /.oii^l   sirli   nun,    dass  jodonfall;^  ki-iiw 
(!i)iiil)in;itian  viirUirilharirr  liinsiclillit'h  dur  r.on>;Uin7.  dor  h  n\a  ilioseJ 
und    nur  Hwa   FW^i  iingcnilir   gleich worlli ig  lianiil  isl.     hn   größten 
NachÜioil  isl  FlJy  gegen  FWy,  also  ^  gogen  H',  indem  bei  no.  1  sogar] 
ein  kleiner  negjiliNer.  d.  i.   uniixtglielker,  Werth  von  h  mit  »nioiiiuifL 


XIX,   TabolloTi  lind  Resiilkt**  ans  dm  ält^'n'ii  Cameror- 
scht^u  VersuchsrciliiMi  (No.  1),    Allgemeiner  ßückhlickl 
auf  die  früheren  Yernuche. 

In    iViilieren   Alisclinillcn,    IM   und   \1I.  sind    im  /usnmtnenh.ingej 
niil    drn   m^ncren   Versuelien  Cnmercrs    (No.   2.)    ;nicli    die    friih('raJ 
{No.    1)    mein-    nder  Nvonigcr    «^ngr'lu^nd    bespniclion,    und    dalx'i  iliej 
Driindr   iingegeiicn,   \v«\sKhalh  wir   in   der  IJnler.siudmng  <ler  fnio;liolt('i 
Punele  im  Ganzen  vielmehr  Huf  die   neuern  .ils   fridiern  Versuclie  fA 
fus.s('n  haben.     Indessen  kann  es  dnch  auch   ein  Interesse  hal)en, 
scluMv,   welche  Itnlerschiede  iilierhaupl    in   den   lugebnissen  zwii^clic 
(\(M\  iVilheren   und  neueren  in  l'nlge  der  verschiedenim  UmsUinde,  it 
hei   ihnen  slalllindrn,    vorkonnnen^   und   zwar  wird    <.>s  hauplsüclilic 
gelten,    in    ditist'v    Kozielumg    die   Hiindgiilenkversuehe    in's    Auge 
Tassen,    sofern    .solche    den    ncuerm    und    ülleren    Versuchen    gemi 
sind;   doch   habe  ich   ausserdem  auch   dir   Ücsullate   der  iilleren   V« 
suelifi  an   Fingerspitze  und   V'tda   tnaniis  nnleisnchl. 

fn  gewisser   Weise  nun  eigiinzen  sieh  die    idferen    und    neuei 
Versuche  dadurch,  da.ss  die  illt<'r4Mi  liei  giOsseren  Üislanzt^n  anges 
sind,    als   die    neueren;    wie  denn  am   Ibunlgelenk   die   Distanzen 
den   neueren   Versuchen  von  iJ  =  1  bis  5,   Ihm  den  üHern  von  7 
SäO  Alill.  reichen,  so  dass  letxlere  in  dieser  llinsichl  nur  als  die  Ft 
.sel/ung  von  jenen  erseluMnen ;  eine  gegenseitige  KrgJin/.nng,  die   hl 
haitpl    liochsl    erwünscht    wiire,    weim    nni'    heide    nach   anih'rei- 
Ziehung  vergleichbar  wiiren,    was  abei    .so  weuig   der  Fall   isl,    di 
es  grosse   Vorsicht   lordeil,  aus  dem   Vergleich   heider  doch  Schliks 
zielien  zu  \^ollen.  die  eine  solch«'  V(;rgleichbarkeil   voraussetzen,    li 
hesondeie  ist   in  dieser   llinsichl    Kolgendes  zuiiick/uiufen. 

hie  idteren    Versuche  sind  bloss  unwissentlich    [U),  <lie   neuef 
sowohl  wissentlich  (H)  als  unwissentlich  (t/)  angestellt;    also  können^ 
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die  alleren    Versuche    hlüs    mit    unwissentliclien    neiinren    ver4i;licliPii 

werden,    welche   ilen    wissentlichen    aber    nach    dorn  Ergebnisse  <ler 

neueren   Versuche  selbst  nachs(eh<Mi.      Die    iillei-n   Versuche  sind    mit 

■iliimpfen,    ilie    neuern    luit    sirharfen    Spitzen    ant;estell(;    das    nuichl 

aber  einen    Llnlersehieil    in    der    lieschalVenheil   des   ICiruliiieks.      Uei 

<|pn    .liieren    Versuchen     wurden     hlns    richtige    und    lalsche     i'"{ille, 

k'i  den   neueren   viererlei   Fülle,    i  Sp..   m.,   u.,    1  S|i.   unlersehicMhui: 

die  Vergleiclmn^    jitht    mit    diesen    l'judrücken    aber    liissl    Zueiirl 

übrig,    wenn    schon    ich    es   wahrsrlipiulich   liruh^    dass    ilie   richlii;en 

hlle   der    früheren   Versuehr    am   meisten  ilen,    von   mir   mit   /V,    be- 

a.'irhnelen   t  S|k  -{-  f.  n  der   neueren   entsprechen,    welche    nach   de]- 

PrlifuniTSlahidle   auch    nicht    die  voitheüliaftesfen    sind.     Die    IVilhereu 

Vt'i'Sdche   unteilieiien  we:j;cn  rascher  Kolg»^  der  Versuche  und  Mischuni; 

nil  Vevirversuchen    dem  (Jonlrasteinllusse,    i.lie    neuen    sind    mil    wie 

fihne  Vexirversuclu^  dem  (lonli-asteinflusse  durch  sehi'  lanü;saiiie  Knli^r' 

pnlu)j;en.     Die   IVilheren  Versuclie   sind   blos  an   zwei   Individuen,   <lcn 

Kimlorn  (1  a  ni  ercr's,  llcdwii;  und   Ida,  die  neuen  (am   llandi^r'^lenk) 

an  liinr  Inrlividuen.   welche  S.  154  g(?nannt  sind,   angestellt,   wovon   I 

mit  ilcdvNir;,  II   mit  Ida   übereinkommt;  also  kann,  insoweit  id)erliau[)t 

«u  Vergleich   zwischen   den    UesuUaten   der  UUereTi   uiul   neiuMv^n  Ver- 

>U(li(^  ge(na<'ht  werden  soll,  dieser  nicht   /Avisclieti  den   Speciali-esu!- 

talen  der  tiUern  Versuche  ("ür  Hedwig  und   kla   und  den  niiltlern   Ke- 

sültalen  iler  neuen  Versuche  ftlr  alU>  fünf  Individuen,  welche  in  Tabelle 

B  und  C  S.  107.    K^S   verzeichnet  sind,  gezogen  weriJen,  sondern  es 

können   von    den    Hesultaten    der    neuen  Versuche    blos    die  S|)f»cial- 

rtsnltale  fUr  I   und   II,  welche  (lombinalimien   mit  U  und  fi  zugehören, 

in  Vergleich  k<jnunen;  un(l  es  sind  daher  solche  ftlr  no,  2  dei  lland- 

gplenkversuche  in  TabeUe  I)  auf  S.  1(19  angefühlt;  lur  no.  I  aber  (h-ss- 

halii  nicht  gegeben,  W4^il  hier  die  Ueihe  LJ(i  bei  I  eifve  starke  Vei  kelirl- 

bril  einschliesst,    und    bei   II   fast   gleiche  Werlhe   reducirter  r  [J    fiii 

D=:\^  2,  3  giebl,    was   kivinc'    sichere  Hestiumunig    der   (konstanten 

znlasst. 

In  der  lolgruden  Tabelle  für  die  Tdleren  Versuche  am  Hand- 
j^elenk  (>fo.  1,  Taf.  IV.  p.  H,  IJ)  ist  jede  l'rocenizahl  r  |]  der  Ilaupl- 
»ersiiche  au^  2<IU  Hauptversuchen  abgeleitet,  jede  Piocentzahl  der 
Vexirfehler  aus  100  Vexirversnchen  bei  Mischung  nrit  den  oben- 
lileheoden  D. 
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Tabelle  von  Versuchen  am  llandgelenk  aus 
Camerer's  unwissentlichen  früheren  Versuchsreihe 

(No.  1). 


r%  der  Haupl versuche 


7       I       9       i      n      I     43     I       15      j       17 


SO 


i'roc.  Veiirfeh 


I()a.     Erste  Epoche 


Zweite  Epoche 


11     M 


Hedwig. 

Erste 

Epoche 

i.  Nov.  1875     i           1 

38,5 

59,5 

66,5 

74.5 

83 

3I. 

9.  Mürz  1876     , 

33.5 

50 

67,5 

80 

95 

5    f) 

3.  April     - 

50 

62 

84 

94,5 

97 

1 

6 

4     ^ 

4.  April     - 

74,5 

86,5 

yi,5 

97 

100     i 

1 
1 

4     ^ 

Zweite  Epoche 

1.  Nov.  1879 

73 

69 

85,5      94,5 

97 

100     1 

i 

13    ; 

i.  Jan. 1880 

62,5 

81 

89,5 

98,5,100 

100 

[ 

12 

11 

^  i- 

3.  März    - 

65,5 

86,5 

91,5 

99      '100 

1 
i 

6 

1 

1  '( 

4.  Mai       - 

46,5 

75 

90 

96      1    99 

9 

5 

N' 

1.  Nov.  1875 

38,5 

54,5 

65 

72 

90 

7  ( 

2.  Mürz  1876 

64,5 

76,5 

84,5 

92 

98,5 

0  'i 

3.  April    - 

64,5 

84 

89 

95 

99 

9 

10  .1 

4.  April    - 

79,5 

89 

95.5 

95,5 

99,5  i 

i 

10  if 

1.  Nüv.  1879 

34 

54,5 

73,5 

80 

93 

96,5 

8 

'h 

2.  Jan.  1880 

46,5 

63 

70 

83 

86,5 

93,5 

15 

8 

'i' 

3.  Mürz    - 

61,5 

74,5 

91 

95.5 

99 

5 

4 

0  ( 

4.  Mai       - 

70 

76 

87 

94,5 

97,5 

11 

4 

•1* 

1 

Hienach  u;el)e   ich   in  folgenden   zwei  Tabellen   die  Werllic 
A,    fe,    2V^    für    alle    drei    unlersuchle   llaulthcile    nach    den    allf 
Versuchen   respeclive    nach    meiner   Formel   (F)    und   M  U 1 1  e  r's  I 

mel   (M). 


Die  procenlalen  Angaben  der  Vexirfehler  sind  auf  ganze  Zahlen  abgerun 


\l6ij 


Heber  imk  M.vssitKSTiMMiNGFM  des  Raumkinkes. 
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Nach   F. 


Ilnndgoknk 


11.   ».  Kp. 

O.OTGR 

-\-  o,lo:):i 

1G,8 

2.    - 

ri63 

—  0,057(1 

3,7 

1      I.Kp. 

0720 

—  0,1645 

8,9 

'i. 

niHii 

+  <),M>W) 

!9,.'i 

VüIb 

man  HS 

IL   1.  Ep. 

0,2:i(i!i 

—  0,1298 

0J37 

2.    - 

<H(U 

+  0,302«t 

8,f) 

1.    i.Kp. 

\  025 

+  0,1608 

7.6 

2.    - 

<222 

+  o,:i5:i:i 

8,9 

Fingcrspilz»! 


II.    I.  l-p.  I 


0.71H 
i,iON8 
0.7207 
0,7i()2 


—  0,0373 

—  0,i786 

—  0,2127 
+  0.1027 


23,0 

Ü,03i 
7(),2r, 
10,36 


Nach  M, 


-STs« 


kyn 


IE:iiiift'fk-nk 


•  1.  F.,.. 

0,1332 

1,i610 

8,4 

10,96 

2,59 

i 

2025 

1,2i74 

6,0 

OJfi 

2,21 

1    1-,,. 

1082 

1.0738 

6,9 

y,08 

1.90 

i    - 

1343 

0,7763 

4,0 

5,78 

1,38 

Volu  miinus 


'1.  I.K|».     ! 

0,3566 

1,4047 

5,4 

3,94 

2.49 

2.    - 

2934 

0,7737 

2,7 

2,64 

1.37 

1.    1.  Ep. 

2:iOi 

0,9722 

10,7 

3.88 

1.72 

2.    - 

2069 

0.7932 

20. 0 

3,83 

I.M 

11.  1.  Ep. 

1,4300 

2.    - 

1,2210 

1       T.  Ep, 

1,5205 

2.    - 

0,8713 

Fiiigerspilze 

1,8156 
1,1758 
2.3308 
0,8320 


1,1 

6.8 

7,6 

80.2 


1,27 
0/J6 
1,53 
0.95 


Abb.  <1.  K.  S.  «Jvi«-ll»<.-ti.  il.  Wi!<iieni«.-ti.  \Xll. 
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Ilic'zu    fiil^iemle  ßctiun-kutiii^t'ii :    l)iu   IteHiillate    der  vurigen  Tabellco  sioij 
.ils  milllPiv   nach   der  T-Mcthcule  unter  Anwendung  \on  Qu.    aus  den  suo 
cessiven  Reihen  niil  je  "äOO  IlauplvorsiiL-lien   für  jedes  l)  erludleo.    Nim  Itigcai 
für  die  Versuche  fini  Uandjjielcnk   in  jeder  heider  Epochen  nicht  blos  3  siid-| 
dern  4   Reihen    vor;    es   sind    aber   Uliendl    blos   'A  Ueiheu    zur  Mitlelew'liuiigj 
benuiKi.  und  .sowohl  bei  diesen  Versuchen  ids  den  Versuchen  an  den  andern 
TLeilcn  tiieiirfiieh  die  urösslen  oder  kleinsleri  /J  nicht  mit  '/n2,ezf)tien,  um  überall! 
verglt'ichlmre  iJnta  zur  .Mitlelziebung  zu  h;d>eu.    Es  fehlen  nürulich  in  rii;itnh('B| 
Reihen  iLila  für  die  kleinsten  oder  grüssten  li  oder  finden  sich  Ihm  nwim-hc 
hohen  Ifs  ttersellieu  Roi[n>  nudirere  Werllie  r  JJ  =  100,    wo  dann  die  helroiren 
den   Heilieti  oder  die    b<>treiri'nden   O's  von   d<'r  Midelzieliung   .lusj^esrhlossei 
wurden;    wogegen,    wo   blos  ein  rS  =  <00  vorlag,    das  n^'äOO   nach  ile 
Krijvteruni;  S.  2H  i\\s    lU'.l,/;)  i^ererhnel  wurde.     Seist  hei  den   Hand^pletik-j 
versuchen    Hedwig   1.   K|>oehe    die    dritte  Reihe   weggelassen,    weil    sie  .tu 
nal)n»s»weise  von  den  tlhriiii-n  hlns  bis  />  =  47  geht,  und  die  //s  der  ande 
(h"ei  sind  nur  von  11  bis  iO  InTiulzt;    indem  An'V  die  vierte  Reihe  bei  /i  =  l 
ein  rj{  =  100  giib,   ist  das  i  daiu  für  i«'-^  i,4187,   für  3/  =  2,U7G   ueset 
Fiel  Hedwig  2.   K[ioch('  wurili^   <iie  1.   Reilie    weggelassen,    und    die  />*s 
von  7   bis    13   benutzt    u.  s.  w.     Ks   würde    zu    umsläntllieli   sein,    hierill 
(ibenill   in'.s  DelMil    zu    gehen,     .lerlenfalls  gesefiah    i\\v  Renutzitng    und  \Vi 
lassnng  (Hjerall  in  (ler.selbcn   Weise  für  F  und  M. 

Vergleichen   v\ii    nun  die  Data  der  vorigen  Tahülkui   für  F  llai 
tj;elenk,  als  üin   tneisleii  tk'i-  (loiiibinalion  Fl) ^i  der  netica  lllamlgeloi 
versuelu!  enlsjueclienci,  niil  den   Ucsullalen   \\\v  die.se  (loruliinalion 
Tabelle  \)  S.  1  (19,  indem  wir  uns  diil]i?i  erinnern,  dass  in  dieser 
belle  Ik'duiy  dureli  1,   Idii  dtitch  II  Ijezeiclinel   i.st,  .so  nuiss  in  holi< 
(iradt;  iiutTallen,  dasü  die  k  der  lilleren  Verssiiehe  in  unserer  jelzij 
Tabelle  viel  kleiner  als  die  der  neueren,  ja  /.um  Tlieil  negativ  sii 
Dei    (irund  dieses  Unlerscbiedes  über  bleibt  nach  deu^  im  XVII. 
s<"linitl    be.sjMoeiieuen,  Abliiingigkeilsverhültuissen  des  U  noch   unkU 
Müglichervveise  könnleer  darin  gesucht  werden,  dass  die  üllereii  durch 
die  Einmischung  von  Vexirvcrsuchen  allerirf  sind,  die  neuen  nichl;  fli 
über  die.ss  Abhlingigkeitsvei-hiUlniss  nach  S.  260  noch  keine  entscheid 
denden  Ilesultale  voiliegen;  müglicheiweise  konnte  auch  der  Lnislani 
dass  die  neuen  Veisuche  mit  scliarfen,  die  allen  mit  slunipfen  Spila 
angestellt  sind,  von  Einlluss  sein.     Die  Werlhe  h  sind  zwar  bei 
Altern   Handgclenkversuchen    ntclit    unerliehlieli    grosser    als    bei 
neuen,  doch  isl  der  Unlerschi(^d  in  dieser  Hinsiclil  nicht  gleich  a 
föllig,  als  der  Unterschied  betretls  der  k. 

Vergleichen  wir  ferner  die  Resultate  der  beiden  Tabellen   für 
und   M   für  siinunlliihe  drei  Hautlheile    nach  den  Werllien   von    ^i 


W) 
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m  sehen  wir  unter  den  12  Beslirnmungen  -iV  ßnial  kleiner  und 
6u)al  grösser  für  V  als  M,  so  tiass  der  Vorlliei!  von  dieser  Seite 
unlieslininil  bleibt.  Nnr  kann  hieraus  nielil  der  Schluss  gezüü;en  wer- 
ili'ii,  dass  die  Muller'sche  Tormol  überhaupt  eben  so  passend  für 
uitfcT  Versuchsgebiet  ist,  als  die  ineinige;  sondern  sie  passt  sich  nur 
eben  den  Misssliinden  der  lillern  Versuche  in  gewisser  llinsichl  besser 
■H,  wobei  namentlich  der  im  XVI,  Abschn.  zur  Spraclie  gebraclile 
loisland  in  Rücksicht  kommt,  ilass  ilurch  die  Einschaltung  der  Voxir- 
versuchc  ein  Gang  der  rlf  begünstigt  vviid,  der  besser  zu  Müllers 
xls  meiner  Forriicl  stimmt. 

Ks  liesse  sich  nun  auch  noch  die  Aufgabe  stellen,  dit«  Tübinger 
Versuche  speciellei  zu  discutiren;  und  in  der  That  bin  ich  für  mich 
selbst  verschiedentlicli  darauf  eingegangen,  (thne  aber  eine  sicheie 
(«ier  neue  Belehrung  in  Betrell'  di^r  uns  hier  inlercssirenden  Fiagen 
daraus  schupfen  zu  können,  da  diese  Versuche  noch  weniger  als  die 
alleren  Camerer'schen  dazu  angethan  sind,  reine  Resultate  in  Be- 
zug darauf  zu  liefern,  Vieles  aber,  was  von  den  t-ameier'schen 
alleren  Versuchen  gilt,  auch  von  ihnen  gilt. 

Inzwischen  würe  es  Schade,  die  Resultate  der  so  mühsamen 
und  fleissigen  Tübinger  wie  tüteren  Camerer'schen  Versuche  in  Be- 
trelT  der  Emplintllichkeitsscala  der  verschiedenen  HauUheile  ßchlechl- 
liin  preiszugehen;  und  so  könnten  sie  wohl  in  dieser  Be/Jehung 
einer  neuen  Discussion  mit  Rücksicht  auf  die  in  dieser  Abhandlung 
festgestellten  Puncle  unterzogen  werden.  Die  Durchführung  einer 
solchen  Untersuchung  durch  das  ganze  vorliegende  Material  mit  Be- 
rücksichtigung aller  einschlagenden  Puncte  wUre  freilich  eine  sehr 
weitschichlige  Arbeit,  und  fraglich,  üb  man  dem  BedUrfniss  nicht 
schon  durch  die  jedenfalls  als  angenUhcrl  gültig  anzusehende  Vier- 
ordl'sche  Scala  so  weit  genügt  halten  kann,  um  die  Mühe  einer 
solchen  Arbeit  nicht  lohnend  genug  zu  finden.  Sollte  man  IVeilieh 
.<latl  einer  blossen  Slufenreihe  der  Kmphndlichkeilen  eine  Scala  wtrk- 
HcIj  rein  vergleichbarer  Massbestimmungcu  für  die  verschiedenen 
Haullheile  verlangen,  so  würde  eine  solche  überhaupt  nicht  durch 
eine  Discussion  und  Kritik  der  bisher  vorliegenden  Versuche,  sondern 
nur  durch  eine  Wiederaufnahme  der  ganzen  experimenlalen  Unler- 
i»uchung  unter  den  Rücksichten,  zu  denen  die  bisherige  Unterijuchung 
gefuhrt  hat,  erzielt  werden  können.     Als  solche  lechne  ich  nanicnt- 


igjy 
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lieh,    datis   die   zu    vei'ij'leicliendi'n   llautlhoile    durch   dieselben   Heob — < 
achler  mit  ciiiei-  Ljleirhen  Zahl   von   Ucnharlilungini   bedachl   werden^ 
dass   zu    sfhiiiiercr    Itostimmiini;    dfti'   Dislan/.oti    scharfe    Spitzen 
sluniiitVn  vorgezogen  weiden;  das«  der  störende  Kintluss  eingeiuischl 
Vexirversiirhe  durch  Weu;lassting  derselben  oder  hinreichend   langsai 
Folge  der  Versuchte  betfcitigt  werde;    dass,  wofern  duix'h  solche 
Contrasleinlltiss    der    vor'giingigeii    Versuche    auf    die    s|>ali"n'n    noch 
nichl    liitirtMcliend    ausgescldosscn    sein    solid ',    durch    rcgelinSssig«^ 
Wechsel   zwischen  Aufsteigen    und  Absteigen    ruit    i\rn  Distanzen 
luöglicliste  Conijiensalion  derselben  erziell  wertle;  dass  die,   zwiscl 
lichligLMi    und   falschen   Fällen    nnbestininiteu,  Zwischenftille    zwischcü 
beiden  gleich  gethriti  wei'den;  endlii'h,  dass  das  «mwissenlliche  V^j^H 
faliren  dem  wissenlliclieu  vorgezogen  werde,  oder,  sollte  nuin  <len  V(^^ 
zug  des  ersleien   nach  tlen  Hröricrungen  dcji  V.  und  XVK  Abschnittes 
noch  nicht   lili-  hinreichend  gesichert  halten,  dass  man  sieb   vor  Vor- 
nahme der  Unlersuehung  selbst  Gewissheit  darüber  verschalTe.    Ist  nun 
auch  Cumerer  in  seinen  Ulteren  Versuchen  schon  mit  einen»  Tlieilc 
dieser   Massregeln    übei-  die    Tübinger   Versuche    hinausgegangen, 
doch  noch  riictit  niil  allen;  intless  die  neuen  iil)erluiu|)t  nicht  so>v 
auf  die  Festslellung  der  Massscala  zwischen  verschiedenen  llantthrileiT 
als  di<^  Feststelbing  zweckniilssiger  Massnahmen,  welche  ilazii   fidirt'n 
künnen,  gingen,  und    nur   einen  Vergleich  zwischen  Handgehiuk  ui 
Stirn  zulassen. 

Mit    all'   <l<Mn    wird   man    darauf  vcTzichlen  müssen,    eine  ein- 
fache Scala   der    lüujjtlindlichkeit    llir  die    veiscbiedenen    Haiiltbeile 
aufstellen  zu   können,  naclulern  sich  gezeigt  hat,  dass  sie  von  zw 
nichts    weniger  als  parallel  gehenden,  lülementen  abhängt;    nur  d 
man  fUi'  hölieie  Distanzen  a]f|)ro\iinativ  sich  an  die  (konstante  h 
Hau[ilwertli   hallc^n   kann   (s.S.  1S5);    wohl    aber  könnte  man   es 
zur  Aufgabe  machen,  die  Constanlen  A,  k  jedes   llaultheiles  ftlr 
schiedene  biilividuen  und  verschiedene  Umstünde,  als  \vi<>  Aller, 
schlecht,  Uehungszustand  u.  s.  w.  zu  bestimmen,    um  damit  ibeils 
Ansichten  über  die  Weite  ihres  SjMelranmes,  llieils  zu  einer  erwellc 
Kenntniss  ihrer  AbhangigkeitsverhJillnisse  zu  gelangen.     Was  sieh 
ilen    bisherigen  Versuchen    darüber    folgern    liess,    ist    im    XVII. 
schnitte  liesproehen. 


f'ilc 
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\X.  Beziehung  der  Metliod*^  der  riclitiseii  und  falHcheu 
Fälle  zur  Methode  der  Aequivaleiite.     Weitere 
Austührungeu  über  letztere  Methode. 

Uusdeiliij;  in  liolu'iii  (Irtiiie  erwünsehl  wiire,  wrtin  Vfisiiche 
narli  unserer  Mclhode  d.  r.  u.  l".  ¥.  riiil  solclien  tuicli  tk-r  Molliotlc 
jfer  Aei|uivalenle,  wie  sie  in  nieincn  Hlleiii.  I.  131  IT,  ilingcslL'IlL  iiihI 
io  olwas  weiterer  Ausluliruiig  unleii  reprodiicirt  ist ,  iinler  inöglirlist 
mgleichlmren  l'iiistüntlcii  arii^estelll  wnixlen,  um  ihre  Hesullitle  sei 
fei  durcL  eioauder  zu  eonholiieii,  oder  doeh  ilir  Verliidliiiss  /ji  eiu- 
Mtler  keonen  zu  lernen.  Uislici  aber  isl  {Hess  norii  nielil  oder  nur 
IQ  einigen,  bisher  noch  nicht  vettiiretillichlen,  Veisnchen  geschehen, 
wonafli  sich  doch  schon  roli;etuli'S,  Iheils  nach  Ihoorclischer,  Iheils 
i'iupiris<'her  Seilr  dand)er  sat^iui  hissen  wird 

Nach  bei4len  Methoden  ist  ilas  Verhrdlniss  ih-r  extensiven  Eni- 
(»liiidlichkeil  zweier  llanUheile  A,  H  den  Für  sie  iit|ttivalenlen  Distanzen 
fl,  //  reciprok  zu  setzen;  d.  li.  nach  der  Methode  tli>i'  r.  n.  f.  F.  kurz 
Bi)  den  Werlhen  von  /),  welche  auf  ihnen  ein  gtefches  ir'jl  het'eni, 
nach  der  >1clhodc  der  Aeijiiivalenl«^  (kurz  Aec^)  den  Wertlien  Vfui 
D,  welche  direcl  gleich  gross  erscheinen.  Und  es  entslehl  nun  die 
Frage,  oh  das  VerhUllniss  der  äquivalenten  Distanzen  rt,  h  und  luil- 
tiin  der  (ihnen  reci[iritk  zu  setzenden)  extensiven  Ein|ilhidlic[ikeilen 
narh  heiden   Meltioden   Uliereinslinmil, 

Ein  directer  experinienlidcr  Veitjleich  hciiler  .Methoden  in  dieser 
Beziehung  ist  nun  freilich  nicht  niüghch;  weil  die  Distanzen,  in  denen 
»ich  beide  halten,  .stalt  zusainnienzuralhu),  viehuc^hr  aiiseinanderfalh^n, 
iodciD  Ri  bei  Dislanz^'u  aufhört,  aiuvendbar  zu  bleiben,  von  wel- 
chen an  die  Anwendbaikeit  von  Aeq  erst  beginnt.  Bei  jener 
n;inilich  müssen  ricijtige  und  lalsehe  Fülle  wechseln,  und  sie  hört 
t»?i  Distanzen  auf,  wo  alle  Fidte  richtig  werden,  d.  h.  die  Distanzen 
immer  als  Orstanz<;n  erscheinen;  diese  al)er  kann  blos  bei  i>i- 
»laiizen  Platz  finden,  wo  letzteres  ininicr  der  Fall  ist.  Aber  nachdem 
«ch  eine   em|>irisch   bewlihrbare  Formel    für   das  Verhültniss  tiquiva- 

leoter    Distanzen     -  nach  \\'\  hat  luulen  lassen,  welche  keine  tna liie- 
rt 

mr)li.sche  Einschränkung  füi-  die  Grösse  dieser  Distanzen    enthült,   so 
lindert  Diciits,  zu  untersuchen,  ob  sich  das,  nach  jener  Formel  be- 


1 


rechen  bare,  YoiliUltuisü  -   auch  bei  den  iirösseren  Distanzen. 

ti 

denen  Ae<|  Ibrtsx^hrcitol,  emjiirisch  wiodoilindel. 

Nun   haben    wir   auf  S.   184    uuih    Ri    (nnler   Bevorzugung    d^ 
für  dif;  Foriiiel  V  gellenden,  oberen  Vorzeichens)   als  Veihaltniss  d 
ckiuivalcnten  Dislanzen  h,  ii   fiii"  zwri   Ilaullhude  gefunden: 


liff  —  kf, 


Im  Fall  eine  Vcrgleichbarkeil  ilei'  nach  Ui  und  Aeq  /u  erhalle 
den  WeiÜic  bcsileht,  blL^iben  die  Couslanlen  für  beide  dit-helbcn,  und 
es  lindel  nur  der  Unterschied  statt,  dass  b  und  a  für  Bi  klein,  für 
Aeti  gross  sind;  das  aber  bringt  rail  sich,  dass  der  Werlh  "  — -, 
in  wciclicn  der  Wrrlh  fi  als  Divisor  eingeht,  wegen  dessen  Grösse^ 
bei  Aeq  als  verscbwindentl  oder  sich  dem  Verschwinden  dol|^| 
nilhernd  anzusehen  ist,    wonach    fUr  Acq   merklich  nur  ubrig  bleibt: 

d.  h.,    um    eine   Vergleicld>arkeil    zwischen    beiden    iMethoden 
nehmen,  muss  das  Verludtniss  der  Juiuivalenlen  Dislauzen  nacl 
sich  nalieliiii  umgekehrt  wie  das  Verhiiltniss  iler  Werthe  h  auf  dci 
selben  [lautthcilen    nach  Ri   verhalten,    und    es   hindert    nichts, 
empiriscti  zu  versichern,  ob  diess  der  Fall  ist. 

Nach  den,  bisher  zwar  erst  vorlliutigen,    doch  schon  ganz 
scheidend  scheinenden,  Versuchen  aber  ist  es  nicht  der  Fall;   indem 
die   äquivalenten  Distanzen   6,   a   für   gegebene  Ilaultheile   nach  den 
zugehörigen   h   der  Methode  Ri  beurtheilt,    in    viel    grüssereiii  V 
hUllnisse  von  einander  abweichen,  als  nach  Aeq  direcl  geprüft, 
gendes   die    thatsilchlichen    Verhältnisse,    auf  welche   sich   diese 
klürung  stützt. 

1)  Nach  Tabelle  B  des  IX.  Abschnittes  S.  167  lasst  sieb  das  h 
für  Handgelenk  —  0,0510*^),  für  Stirn  =  Ü,Ü1)77  annehmen,  wonach, 
wenn  Handgelenk  als  A,  Stirn  als  U  gilt 

hg  _  0,05t6 
h,,  ~  0,0977" 


*)   Ats  MiUcl  iijiiiilidi   von  0,0ü45  iti  no.  I    und  0,0  i8i   l"ir  tio.  i, 
aacb  T  uml  Qu  lierecliiicl. 
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Sofern  nun  ilic  iujüivalenlcn  Dlslanzen  gegebener  llaiittlicile  sieli 
gekehrt  wie  die  //  derselben  verhallen  sullen,  inüsstt^  niiclt  A(M| 
ont  der  einfachen  Diolan/  auf  Slirn  /ieniticli  ilic  doppelte  auf  Ihmil- 
gelenk  {Ujuivalent  sein.  Aber  uian  nehme  5  Mill.  Slirn  gegen  *J  oder 
Kl  Handgelenk,  uder  10  Mill.  Stirn  gegen  IS  odnr  20  Handgelenk, 
tiDil  die  Dislanz  anf  Slirn  wird  viel  kleiner  als  die  Oi-slanü  auf 
Handgelenk  ersrheinen  und  in  starkem  VerhUltniss  vergrüsscil 
werden  müssen,  niu  dei-  Distanz  auf  Handgelenk  iuiuivalent  zn  wer- 
den. Auf  Genaueres  gebe  ieh  hier  nielil  ein,  da  die  Bestimmung 
des  genauen  Aequivalenis  noeh  mehr  und  genauere  Versuche 
fordern  wurdo,  als  ich  angestellt  habe. 

t,  f)er  Hinvvand  liegt  nahe,  dass  die  hier  in  lielracht  gc/ogenen 
Versuche  nacli  lii  von  (^aln(;rer  an  seinen  Beubachlungssubjecten, 
die  Versuche  nach  Ae(j  von  tuii-  an  mir  selbsL  angestellt  seien,  meine 
Haut  aber  mil  der  Haut  von  jenen  jüngeren  Subjeelen  nictil  vei- 
glidit'ti  werden  könne.  Also  habe  ich  (lamerer  gebeten,  die  ver- 
gleichenden Versuche  zwischen  Handgelenk  und  Slirn  an  denselben 
Beobaclilungssubjeclen  zu  wiederholen,  welelie  bei  den  VersucJicn 
«ach  Ri  an  Handgelenk  und  Stirn  belheiligl  gewesen  sind,  unti  es 
hat  sich  herausgeslelll,  dass  ganz  eben  so  wie  bei  mir  die  iiquiva- 
lenlen  Distanzen  nach  Aeq  sich  weil  niiher  stehen,  als  nach  Ri. 
Auch  hier  gebe  ich  noch  keine  bestimmten  Zahlen,  indem  die 
Versuche  dazu  iKtcli  nicht  hinreichend  discuürl  sind,  und  ich  dit; 
«•hliessliche  Verüll'entlichung  derselben  am  liebsten  Camerer  selb.st 
ubcHasse. 

3.  Die  neuen  Versuche  Canjerer's  nach  Ui,  welche  in  dieser 
.^bhimdlung  besprochen  sind,  geben  Ul)erhau[>t  blos  die  Möglichkeit, 
<lie  äquivalenten  Distanzen  auf  Handgelenk  und  Stirn  zu  vergleichen. 
lialleu  wir  uns  aber  suj>[)leinenlUr  mit  an  die  alteren,  so  linden  wii- 
als  Mittel  der  vier  Bestimmungen,  welche  in  der  Tabelle  S.  2GD  für 
Vola  mauus  (Handteller),  so  wie  für  Spitze  des  linken  Mittellingcrs 
gegelien  sind,  k  :=  0,1754  auf  Vola  m.,  =  0,8352  auf  Fingei  spitze, 
also  auf  letzterer  fiinfmal  so  gross  als  auf  ersleior.  Aber  nach  Ver- 
suchen, die  ich  in  letzten  Tagen  an  niii'  selbst  anstellte,  linde  ich 
vieliJirhr,  wenn  auf  Finger  als  sog.  ^- Theil  eine  feste  Distanz 
=  10  Mill.  als  Vergleichsniassstab  für  Handteller  als  sog.  W-Theil  an- 
genommen wird,  im  Mittel  von  8,  nahe  mit  einander  stinmieuden,  Ver- 


276 


G.    Tu.    FürilNER, 


f« 


suchen  13,09  Mill.  ll;uuUell<'r  mit  jonun  U)  MilL  Vhv^ev  «(juivalcnl.  und 
wenn  uintjokeliit    I  ;i  Mill.  liaiuitcllcr  als  .'i-Wcrlli  zum  Vei gleich  milj 
KJDger  dienl,  im  Miltol  von  eben  so  viel  Versuchen   10,09  Mill.  Im^jcrJ 
iiiil  den    13   Mill.  HcUKltcller  U(]uivaleDl. 

i)    hui    Venlychl,    duss   das  Auseinanderweifheu    der   Resullal«! 
holder  Älelhoden    davon    id)li{jn|,'e,   dass  bei  den  4;rÖ.ssercn  Distanzen 
der  Melhoile  .\e(i  underu  HinillheiUi  von  an  sicli  geringerer  Enijtliiul- 
lichkeil  mil  ins  S|>ie!  gebogen  werden,  als  bei   Ui,    erledigt  sich  da- 
diifch,    da.ss    man  bei   Vergleirli   der  verschiedenen  Ablheiluuyeü  lier' 
grCtssei'en  l)islan/en    iinler  sich    nach  Aeq  keine  Unlerscliieilie  liiiilo,l,| 
ilie  auch    nur   anniihornd    IiinreichtMi,  jenes  Ausüiuandcrweichüii  iluf 
Uesullalc  beider   Methoden  zu  erkliiren. 

Diese  Versuche  und  Vergleiche  können  nalUrhrh   noch  eine  wei" 
lere  linlwicklung  linden,  welche  ihnen  in  der  Thal  zu  wünschen  is 

Ks   enlstrlil.   nun   die  Tiage,    aus  welchem  Gesichlspnnclo  die? 
Ver.s<'luedeiilieil    der  Uesullate   beider    Mellioden   zu    fassen,    und 
welclu^  von  beiden  man  sich  detiniliv  beim  Vergleich  der  extensiv^ 
Hmjjlindlichkeil  dei-  venscliiedenen  üaulstellen  m  hallen  liabo;  wors 
zuntichsl    Folgeniles    aus    allgemeinem    (lesichtspuncte    zu    bemerk^ 
sein  dürfte. 

Nach    utiherer    Ueberlegung   kann    es    von    vornherein    nicht 
sehr    aulTallen,    dass,    da    durch  beide  Methoden   die  Emplintllichkell 
der  Haut  in  sehr  verschiedener  Weise  angesprüchen   und    naeh   V( 
schiedencn  Leistungen  bourlheill  winl,  auch  das  Vergleichsmass  d< 
selben    sich   dnderl.     Es    ist   doch    etwas  Anderes,    ob  ein  llauttheU 
im  Slimde  ist,    unter  dem  Einihisse  unbestinind)ar  einwirkender 
IVdligkeilen  eine  Distanz  öfter  als  solche  zu  erkennen,  oder  ob  er 
unntiltelbar   grösser  lindet,    als  eine    andere;    und    wennschon    beide" 
Higonschafleu   zusammenhangen,    ist  damit   doch    nicht  gesagt,    dj 
die  Masswerllu'  der  einen  unmittelbar  auf  die  der  anderen  ühertrai 
werden  können;  vielmelir  wird  es  nülliig  sein,  die  Masswerthe  nj 
beiden  Methoden  für  sich  zu  untersuchen,  weil  sie  ftlr  verschiede 
Leistungen  zu  gellen  haben;    und    es   ist  zwar  wahrscheinlich,    d( 
noch    nicht    einmal    entschieden ,    dass    sie    einander    liberall   pai 
gehen. 

Kann  man  hienach  sachlich  die  Resullate  der  einen  Methc 
durch  lue  der  anderen  weder  ersetzbar  noch  verdrangbar  hallen. 


I 
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gestehe  ich  doch  ülVeri,  dass  ich  aus  foroiellen  Gcsichispuncten 
den  Uesiiltalcn  der  .Mellinde  dt'i"  Acquivalond^  das  yrossei-c  Iiilri-osse 
iiiiil  Gewicht  hcilegcn  machte,  weil  sich  diese  Methode  uul"  eine  ein- 
fachore  I>oistiing  der  Kni|>llnd1irhkeil,  ja  so  zu  saü;on  die  eiufnehst 
mögliche,  beziefil^  in  dvi  Ausfiliiriiiig  geiiiij^ercn  Schwierigkeilen 
iiiUerliegi,  und  von  manchen  Fragen,  welch*.^  die  Ui-Melhoch?  C(Uii- 
pliciren,  unabhiiugig  ist.  hi  dvv  Thal,  die  Frage,  ob  wi.ssendicli  oder 
uiiNvissenlhch,  die  Krage,  wie  es  mit  den  ZwischenlVdlen  zwischen 
riciilig  und  falsch  zu  halten,  die  Krage,  welclie  Kormel  zur  Hcimü- 
seiiliilion  der  Hesultate  vorzuziehen,   u.  s.  w.  fallen  hier  weg. 

Dennoch  ih^tc  man  l'm'echl,  die  Melhode  Hi  durch  Acsq  für 
aHli(|uiil  anznsehcu.  Denn  der  Methode  Ki  bk^ibt  dtw-h  das  eigen- 
lliiitiiliclie  luleresse,  dass  sie  die,  durch  Aeij  zu  erlaugeudeu,  Aequi- 
valüDzverhUl Inisse  vcrgrüssert  \\  icdergiebl,  wonach  sie,  wie  ein  Ver- 
griisscrungsglas,  feinere  unterschiede  der  Emplindhclikeit  erkennen 
lassen  kann,  als  Act},  und  uiistreilig  stellt  sie  eben  hiedurch  in  näherer 
B(i/Jcliuug  ztt  der  luaklischen  Verwendung  des  Tastorgans,  bei  der 
w  ja  nicht  sowohl  gilt,  grössere  auseinandeiliegemle  Distanzen  ver- 
glcichungsweise  zu  schiUzen,  als  kleinste  launiliche  Linierschiede  zu 
crkoimea.  In  dieser  llinsichl  scidiessl  sich  die  Melhode  Ui  der 
-Mi'lbode  der  Ebennierkhchkcit  an,  welche  so  zu  sagen  an  ihrer 
'jrenzQ  aiiflritt;  und,  sieht  man  die  bekannten  Kniplindhchlveilstabellen 
an,  welche  sich  auf  die  MetliO(U>  der  Ebeninerklichkeit  gründen,  so 
üicheint  die  Methode  Hi  sich  auch  in  den  MassverhliUnissen  mehr 
tlen  MassverhiUtnissen  dieser  Methuile,  als  denen  von  Ae(j  zu  niihern. 
•^n  einem  genauoi'cn  Vergleiche  freilich  fehlt  es  noch  in  dieser 
lliiKsicIit. 

Ausserdem  kann  man  als  äussere  Nachtheile  von  Aeq  gegen  Ri 
ä^Hcnd  machen,  dass  erstere,  weil  auf  grossere  Distanzen  angewiesen, 
l<-'ichler  in  Gebiete  merklich  verschieilener  Em|itindlichkcii  mit  Ver- 
suchen hineinreicht,  die  zur  strengen  Berechnung  eine  Gleichföiiiiig- 
keil  der  EmiifindlichkeiL  über  die  ganze  in  Ansjiruch  genouimenc 
Strecke  voraussetzen,  und  dass  aus  gleichem  Grunde  die  Dis(anz  auf 
"tir  Haut,  wegen  KrUmnmug  derselben,  von  der  Distanz  nach  der 
Zirkelweile  leiclder  in  einem  /u  berlicksichligenden  Grade  abweichen 
kann.  Wegen  ersteren  ümsLandos  ist  jedenfalls  für  gewisse  Zwecke 
*ine  Ergänzung   der  Aequi valenzversuche   zwischen  zwei  llautlheilen 
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Hurdi  Aeqnivcilonzversuche  zwischen  den  AI>llieilungon  d< 
spiiirh  genoiiiiiieneii  Sirecken  auf  jetleiii  HiuiUlieile  insbesüiiilere  nölliig, 
und  von  besondcrenj  Interesse  wird  es  sein,  die  Kasiliheil  der  Aende- 
nitvjL^en  dor  Ktupfindlichküil  von  vci-schicdenen  nau1.[>niit'ten  aus  nach 
dur  Metliodc  .s<'lb.st  zii  vorlblgen.  Dei"  /.weite  llmsland  diirfle  bei 
vieltMi  Haullheilcn  weniger  lühlbar  werden,  wonn  riuni  die  Zirkelweile 
viehiit'hr  narh  der  l.llngsriclilung  als  Querriehtung  des  Gliedes  niniua; 
uihI  ;iurli  hier  wini  es  wit^der  von  Inleresse  sein,  nach  der  Melhode 
selbst,  die  l{ni|iliiidliclikeit  nach  Jjoiden  aul  einander  senkrechten 
Kiehlungen  an  vei-sehiedenen  Haiitstellen  zu  vergleichen,  worüber  bis 
jel/t  noch  so  viel  wie  nichts  vorliegt.  Endlicli  kann  noch  benierkL 
werden,  dass  die  Methode  Ae([  sich  durch  die  nölhige  Eliminaliun 
constanlcr   Kehler  complicirL,  welche  bei  Ri  keine  Rolle  spielen. 

In  lel/terer  Be/iehung  aber  bedarf  es  bei  der  Melhode  Aeq  gar 
mancher  lUtcksichten  uiul  Vorsichten,  die  von  vornherein  nicht  auf 
der  iland  liegen;  und  nachdem  ich  diese,  bisher  von  anderen  Seilen 
so  gut  als  brach  liegende*),  Melhode  in  friilteren,  bisher  nicht  }^M 
otVenilichlen,  Versuchen  bis  zu  gewissen  Grenzen  verfolgt  habe,  uim 
hotle,  dass  sie  künftig  in  weiteren  AngrilT  genommen  wenlen  wird, 
will  icli  hier  noch  einigen  Benierkungen  über  tlic  Auslilhiung  der- 
selben, zur  Vervollsllindigiuig  der  schon  in  meinen  nElem.«  darüber 
geniachlen,  Platz  gehen. 

Mögen   die    zwei  Haultheile,    deren  Aequivalenz    zu    beslimt 
allgemein    mit  A',    L,   unti    eben    so    ihre  äquivalenten  Dislanzcn 

zeichnet  werden;  dann  kann  man  das  VerhilUniss  derselben  beli 

A  L 

als  Y  oder  umgekehrt  als   -r--  durstellen;  wühlen  wir  die  erste  Form, 

iL  A 

durch  deren  Uiiikehrung  sich  die  zweite  von  selbst  ergicbl.  Bei- 
spielsweise mögen  wir  uns  unter  K  Kinn,  unter  L  Lippe  (Oberlippe 
über  dem  rothen  .Mundlheil)  vorstellen,  wofür  die  zwei,  schliesslich 
beisfiielsweisc    anzuführenden,    Versuchsreihen    (von    Grabau    uoUj 

Koch)  gelten. 


U       UUUI 

J 


•)  In  <l('r  Tli.il  lii'i^(!n  ausser  den  noch  sdir  oinf.H-liPn  Vi-rsuchcn  von 
E.  II.  \V'L'!)L'r  iiarh  der  MclInKJr  der  Aetiiiiv.tieiile  über  diu  luiiplindlicliLoil  (Jb 
i;dii«'dütiür  ILitilUieilo  für  den  l)ruek  iliiirli  aiir^ulu^le  Gewichte,  uioiocs  Wisi^H 
tiislier  Jicine  anderen  fiiiuli  dia-ser  Mi^liiude  vor.  Die  bütreircndcn  Vcr*iir!ie 
Weljer's  sind  onlliidteii  in  einer  Samtidung  seiner  l'rogriininie  tinter  dem  Ti 
Fragramnialu  L'ollccta   1851.   Lipsiac,   iipud  C.  F.  Kuuhler.      p.  98  IT. 
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UtHnillcll>Lii-   erluill    niati  (hiicli  die  Versuche,   wie  sie  auch  an- 

A' 

geslelll  worden  iiiöi-eD,  das  VoilUllliiiss  y  noch  mil   constanlen  Feli- 

lera  beliaflet,  oder,  wie  wir  kurz  sagen  mögen,  als  rohes  Verbiill- 
niss;  und  es  besteht  also  hemei'klermassen  die  Aufgabe,  es  durch 
Eliininatiofl  der  conslanlen  Fehler  rein  darzu>b.'ltün.  Uiczu  sind  die- 
selben, da  sie  sich  nicht  veirneiden  lassen,  mit  entgegengesetzter 
Hicliliing  so  ine(h(uliscli  in  die  Versuche  einzurühren,  dass  sie  sich 
diin^h  Zusanniieniiebineti  der  gegensiUzlich  iladun-h  beslinunlen  Re- 
sullate  cotnpensiren.  Das  von  constanlen  Fehlern  befreite  Verhiillniss 
j  bezeichnen  wir  als  gesuchtes  mil  r.  Hienach  gestaltet  sicli  die 
einzuschlagende  Methode  so: 

I)  Man  grcn/.l,  beisjtielsweise  zuerst  auf  Kinn  als  sog.  /I-Theil, 
miltelsl  des  sog.  A-Zirkcis  eine  Distanz  tif.  als  gegeben  ab,  und 
sucht  hiezu  auf  L  als  ß-Theil  tiiillelst  eines  anderen  gleichen  Zic- 
kels, des  sog,  ß-Zii-kels,  die  cUjüivalenle  Distaaz  als  diejenige,  welclie 
auf  L  der  A-Oistanz  «^.  auf  A'  gleich  erscheint,  irideiii  man  unter 
vviodciilioller  Zwischenaufselzung  des  .4-Zirkels  auf  A'  die  Spannweite 
tlas  jfi-Zirkels  auf  L  so  lange  abändert,  bis  das  Gefühl  dci-  Gleichheit 
möjj'l  i c h s t  s i ci» c r  erreicht  ist.  Diesen  Vei'such  mit  der  gtrgebenen 
i-Diütanz  auf  A'  treibt  man  wiederholt,  sag<ni  wir  «-mal,  bis  zu 
(leniselbcn  Puncto,  zweckmässig  dabei  abwechselnd  mit  einer  zu 
grossen  und  zu  kleinen  ß-Distanz  anfangend,  und  erhült  so  zu  dem 
stets  gleich  bleibenden  ri^.  auf  A'  eine  Keihc  Üquivalenl  erscheinender 

Distanzen,    die    sich    nach    Zufctlligkeilen    etwas    unterscheiden.     Sie 

21      . 
füügcn  allgemein    mil  t,   und    ihr   arithmetisches  Mittel  -  -   mit  /  be- 

zticlmel  werden. 

Wesentlich  konunl  hiebei  in  Uückstcht,  dass,  so  wie  eine  einzige 
Üislanz  um  etwas  vergrossert  oder  verkleinert  werden  kann,  ohne 
'Iäss  man  den  Unterschied  spUi  l,  so  lange  er  die  Unterschicdsschwelle 
oiclit  erreicht,  auch  das  Verhöltniss  zwischen  zwei  Distanzen  in  ge- 
wissen Grenzen  schwanken  kann,  ohne  dass  das  GleichheilsgcfQhl 
vi'rloren  geht,  wenn  nur  nicht  eine  gewisse  Grenze,  eine  Schwelle 
'ItT  Aequivalenz,  überschritten  wird.  Als  die  wahre  Aequivalenz  ist 
'las  Mittel  aus  aHen  möglichen  Verhältnissen  innerhalb  der  Schwelle 
<Jer  Ac(iuivalenz  anzusehen ;  dieser  wahren  Aetiuivalenz  aber  nähert 
man  sich  nach  Zufälligkeiten  bald  von  dicseiv,    bald   von  jener  Seite 
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hei  den  Einstelliiugcn  uuC  Gleichheit.  Ahgosplicn  hicvon  kann  aii^ 
iun'li  (las  Geriilil  dor  Gleirldiril  /wischen  zwei  Disüin/.en  tluirli  Zu- 
IVitlii^kciten,  wi-lcho  die  wesentliche  Aequivalenz  der  lluutslellen 
nichts  cinijehcti,  Kinl>ilduni;sfeliler,  (^ünliasleinihiicke  u.  s.  w.,  wie 
solche  auch  bei  der  Ui-Methotie  vorkonunen  (8.  tS9),  niilbeslimml, 
untl  (hidiii'ch  iVm  Scliwelle  scfieinbai'  bald  nach  einer,  bald  nach  dor 
anderen  Seile  verrückt  werden,  diess  aber  im  Mittel  vieler  Versiic 
sich  aust^leicljeu. 

2)  ha    eben    sü   ti,ül   L   als  K  die  A-l>istanz    abgeben    kann, 
kehr!   man  das  Vertalneii  utn,  indem  man,   in  eben  st»  viel  Versuch 
»  als  unter  1),  zu  einer  fest  an^etioinnienen  vi-Dislanz  auf  L.  weicht 
(t,  lieisse,   die  ii(iiiivalen(en  //-Distanzen  f  auf  K  sucht,    deren  aril 
melis<'hcs  Mittel  k  ==  —   sei. 


I 

I 


Dil*    Versuche    1 )    und   2)    zur    Eilangung    von    /   und    /.    haben 
einzebi    cnlcr   in    Abiheilungen    von    mehi'eren   Versuchen    j«*iler  Seil 
mit  einander  al)zii\vechsehi. 

iNachdem    die  Wahl   der   testen   J-I)islanz   tif.    aul   A    willkürli 
gewesen  ist,  kann  diu  Wahl  des  Weitbes  Op  Ativ  als  feste  .i-Dislana 
auf  L  zu  ciient'u  luU,  in  do|t|3eUer,  als  (f,  und  G^  zu  luitcrschcid 
dei-,  Weise  geschehen.     Nach  G^  nimmt  mau  «,  dem  a,^  gleich,  ui 
braucht  dann    den   gemeinsamen    Namen   n  dafür.      Nach   G^   uiniuil 
man   a^    dem,    durch    vorgiingig    mit   iif.   augeslellle,    Versuclie    oder 
durch   die   ersten    Versuche    der   (lesammtreihc   .selbst    bestimmten, 
gleich  oder  doch  nahe  gleicli,  iiulem  man  dieses  dazu  nur  auf  eil 
ganze    Zahl    abrundet.     Frincipiell    dürften    beitle  Wege    zum   Zw 
führen;    aucli  bin   ich  verschiedentlich  nacli  ilem  einen  und  andc 
verfahren  (so  nach  (j!^  in  dem  S.  275  angefühlten  Veigleich   zwisoh 
Kinger  und  llandleller),  ohncs  aber  vergleichende  Vcrsucfio  über  cini 
etwaigen    sachlichen  Vorzug   des    einen    vor   dem    anderen  angesl 
zu  haben.     In  Ibrnieller  Hinsicht  wird  jedenfalls  iler  Weg  ß,   vo 
ziehen  sein,  da  er  gewisse  Ilfchnuiigsvortheih'  gewiihrt;  die  niieh 
folgenden  Hetrachlungtm  aber  sind  auf  G^  und  G^  gleich  anwendb 

Ich  habe  die  Melliode  hier  besclirieben,  wie  sie  von  mir  sei 
und    nach    meinen  Angaben    von   einigen    meiner  Zuhörer  ausgeführt 
Wüiden   ist.     Aus  den,  mir  von  t. amerer  gemachten,   Miltheilungen 
ersehe  ich  aber,  dass  er  sie  mit  einer  gewissen  Abweichung  da 


Ukiif.h  IHK  Massbkstimmungen  rks  Raimninnrs. 


2R1 


aiisgeführl  hat.  Ich  sell>st  küiiuue,  wie  gesagt,  im  Ausgange  von  einer 
unlH'slimiiil  zu  j^rossi'u  oder  zu  kleinen  /Jl-Dislanz  im  Alti^cnu'incn 
erst  ilunli  uu'lirr;icli  \v  icd  ci-lin  1 1  es  Hin-  und  Wiederrintleni  licr 
Ä-DJslanz  /wischen  zu  i^ross,  zu  klein  und  iinstrhcr  jiut'  die  delini- 
livii  KinstelhiHij;  »uiöi^lichsl  sielier«,  bui  der  ich  iiiit-li  l>eruhiij;(*. 
r.amiM'er  ahi'r  koitimt  von  d(>r  erst  zu  grosi»  oder  zu  klein  ü;enom- 
iiifiUMi  ß-Dislanz,  oluu!  wio«lei heiles  Hin  und  Her,  durili  suecessive 
Akintlerungeu  i  n  e  i  n  e  r  u  n  d  <1  e  r  s  e  1 1)  t;  n  Riehlung  auf  einen  Puncl, 
wo  (las  Gefühl  iler  (ileirhheil  zii«Mst  ('iiilrilt,  den  er  notirl,  und  he- 
uiürkl  ausdiUcklieh,  dass  er  dahei  nur  ausnahmsweise  über  das 
Zi(^l  nat'h  en(gegenge.selzlei-  Kichlung  hinauskoniine,  so  dass  rin  Rilek- 
iiaug  nöthig  werde.  Naiinlieh,  da>s  liei  Wiederholung  der  Versuche 
e\mx\  so  oft  mit  einer  zu  grossen  als  zu  kleinen  //-Üislanz  begonnen 
tiriil  .sehliesslieh  das  Millel  aus  den  dabei  erhaltenen  Etnslellungcin 
.ijt'iMHiinien  wird. 

Oluic  sieher  entseheiden  zu  kruini'n,    welches   von    beitlen  Ver- 
rahroD   vortlieilhaHer   ist,    vernuilhe  ieli  doch,    dass    es    das  Canie- 
rcr&chc  ist.     Alliudings  kann  man  wohl  darauf  reelmen,  dass  nach 
moinem  Verfahren   die   delinilivc    Einstelhing    nach    inehrfaeliem    Hin 
utwMJer    bei    dem    iiiöghehsl    en  I schiede nen    Gleichlieit>gefidil, 
wa.s  ich  anstrebe,  der  wahren  Ae<]ui\alenZj  als  dem  Mitte!  der  unter 
ilor  Ayquivalenzscliwelle  begrifVenen  Weilhen,  nidier  kommt,  als  naeli 
Camerer's  Verfahren    die   liinstelhing    bei    derjenigen    Distanz,    bei 
vvolclier  das  Gefühl  der  Aequivalenz  zuerst  eintritt,    wenn    man    von 
•ler  einen  oder  anderen  Seite  in  cinfachei'  Hichlung  nach    dei'  .Mitte 
vorgeht;   diese  Einstellungen    werden    sich   voraussetzücli    im  Dureli- 
sdinitt   mehr   als  jene   den   Schwellen  grenzen   nähern;    aber  man 
winl  iu    derselben  Zeil   mehr  Bestimmungen  naeli  Camerer's  Ver- 
fuhren als  nach  meinem  Verfahren  erhalten,    und   ervvai'ten   können, 
tiass  durch  Millelziehung  aus  den  Kesul Laien  beider  Seiten  eine  t^om- 
pensation  der  Einseitigkeit  einer  jeden  entstehe.     Im  Ganzen  erscheint 
das  Cameier'sche   Verfahren   doch    methodischer,    und   rechlfertigl 
sich  vollends    durch   die   gut    in    sich  stimmenden  llesultate  (h>r    inii 
von  (^amerer  mitgetlieilten  Versuchsreihe.. 

Mag   man   nun   mein    oder  Gamerer's   Verfahren    befolgen,    so 
bat    man,    wenn    man  Kinn    immer   in   den    Zahler   stellt,    durch    die 
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Versuche  1)  tlie  Aequivcilenz  '-^  ^   (iiiroh  dio  Versuche  2)  die 

Valenz  —  erhallen.  Beide  unterscheiden  sich  in»  Allgemcinefl 
iiuleni  i!er  ütnsland,  dass  erslenfalls  die  feslgegebene  il-Disl 
Kinn,  andernfalls  auf  Lij)|)e  gcnomiuen  wird,  um  die  Kinstelii 
iindereo,  so  zu  sagen  bewegliehen,  DisUniz  danach  zu  richten 
scit.s  einen  eonslanlon  Fchlei-  einfiihrl,  der  durcli  die  IVliltel 
aus  den   noch   rohen  Werlhcu    j'   ihh]   --  zu  eh'niiniren  ist.  Icl 

diesen  Fohler  den  Hauptfehler  oder  j)-Fehler  nennen,  und 

^  .  . 

hriltnissfdiier  von  .r  mit  p  odvv        bezeichnen,  ie  nachdem  k 


die   yl-Dislanz    abgiebl,    indem    er    beidesfalls    eine   enigegeni 

nnffl 


Uichtung  hat 

Hienach  kann   mil  der  Htiiiiinadon  zugleich   die  liestii 

i 

/),    worriil   ruUürltch  -     vöu  selhsl  gegeben  ist,   durch  Ans4 


der  (jleichungen  geschehen 
oder  gleichgelleud: 


l        '^  ui        p 


pl         ai 


Dinch  Verhiiilnissinillelziehnng  aus  den  beiden  Werihcn 
d.  i.  Wurzelausziehung  aus  iluern  Prüducle,  eliniinirt  sich  p  um 

man  das  retne  jr  ^V^-  — .    Anderseils  erhall  man  durch 

von   -j  uiit  —  und  Wurzelausziehung  p  =  y  ~  •  y'         ^| 

Die  vorigen  Formeln  gellen  gleicli  für  das  Verfahren  G^ 
vereinfachen  sich  aber,   wenn  wir  G^  vorziehen,    wo  f/^.  und 
gleichen  W'erthen  unter  der  gleichen  Bezeichnung  ii  auftreten 
wir  dann  haben: 


k  a 


"^•'T'      ''  =  P1 


J 


Die  vorigen  Bestimmungen  wili'den  von  Rechnungsseile  g 
wenn  wir  blos  mit  dem  vorigen  conslanlen  Fehler  zu  thun 
es  giebt  aber  ausserdem -noch  andere,  die  sich  mil  dem  vori 
unter  einander  compliciren,  wodurch  verschiedene  Combii 
constanlei'  Feliler  entstehen.     Jeder  dieser  Fehler  wird  eben 


«-m 
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der  vorige  seine  besondtMC  Bezeichnung  ciliallcn,  und  im  Ausiliijck 
der  ijanzen  Kombination  je  natli  seiner  ij;egen  sülz  liehen  liiclituüij;  die 
Slolluna;  oben  als  iMullipli<*alor  odrr  unten  als  Divisor  einnehmen;  und 
idi  nenne  hienaeii  ije  j^ensli  l/Ji  cii  je  zwei  ('ond)inalionen,  in  deii'ii 
einer  alle  conslanten  Fehler  die  enlgci^engeselzle  Uiehlung  als  in  der 
andoi'on  haben,  so  dass  in  der  einen  alle  Fehler,  die  itu  Ansdrurk 
der  einen  oben  stehen,   in  dem  der  anderen   unlen  sieben. 

So  spreche  i<-li  von  einem  Zei  He  hie  r  und  be/.eiehne   ihn   mii 
i  oder  ^,   je    nachdem    hcini  Aecjiiivalenzversuche   zuersl    K   odei* 

I.  in  th'u   Versuch    genommen    wiixh      Dicss  aiehl  mit  p   und     -   die 
vier  tlouilunationen: 

V,  p^  ■       2)    I  ;        3)   1  ;        4)  4  • 


In  der  ersten  Iritt  nach  der  Bedeutung  von  p  Kinn  als  jl-Distanz 
•tuf  tind  i^ehl  nach  der  Bedeuluni^  von  ^  die  Application  des  Zirkels 
auf  Kinn  der  Application  auf  Ijjipe  voran.  In  der  zweiten  (inde.t 
<ler  ersle  Umstand  statt,  aber  die  Apitlieation  auf  bippe  geht  voran, 
u.  s.  f.  1)  und  3)  sind  gegensülzliehe  Combinalionen,  eben  so  2) 
md  4). 

Sei  nun  ('>  UberhaupL  eine  bestirnmt(;  Conit)inalion  constanter 
rf'liler  und   ^  die  enlgegenge:»etzte,  so  wird  man  in  den  obigen  ein- 

fachen  Formeln,  wo  wir  blos  mit  p   und  —  xu  thun  halten,    (!  und 

'^ 
^  .»ifall  p  und  —  einzu.selzen  haben,   um  sowohl  zur  Eliminulion  als 

Üestinunung  der   betrcfl'enden  Combination  zu    gelangen.     Und  zwar 

wird    die    Filliruination    nach    dem,    im    Ganzen    vorzuziehenden,    G- 

Verfiihren   slalttinden,   wenn   wir  das    mit    einer   gegebenen    Feider- 

comhination     behaftete     k     durch     das     mit    der    entgegengesetzten 

Combination    behaftete    /    dividiren   und  die  Wurzel  ausziehen.     Nun 

haben  wir  im  obigen  Beispiel  zweiei-  conslanten  Felder  p  und  t  zwei 

Paar  gegensiUzlicher  Conibinalioncn,   erstens  1)  und  3),  zweitens  2) 

uod  4)  gefunden,  und  erhalten  dadurch  zwei  Bestimmungen  von  4;, 

ifie  sich    nach  Zuttilligkeiten   etwas    unterscheiden»    aber,    wenn   die 

Versuche  gut  sind,  mir  wenig  unterscheiden  dürfen,  und  aus  denen 

das  Mittel   zu   ziehen   ist.     Hlitten    wir   noch  mehr  conslante  Fehler, 

»  könnten   wir,   da   sie  noch  mehr  Paare  entgegengesetzter  Combi- 
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niilioncn    luTgebon,    auch    notli    uK^Irr  BoslirnmungeD  von  x  dadurch 
crhalli-i).  die  sich  xur  defitulivon  .Millelziehiiiii;  darbieten.  « 

Was  aiidorcrseil.s  die  liesliiiiiiiiiiig  irgend  einer  (lotidtination  col^ 
slanler  Feliler   anhinijt,   so   \>ird    man   sie  nach  denselben   Principien 
unter    Vorattsselziing    von    ^»,    erhallen,    wenn    wir    in    der    Fort 
p  =  -^   p  dnreh  C  \uu\  /.,  /  dtireli  die  mit  cnt^egenijfesetzlen 

binaliötien    behal'lelrn  Werllie   derselben    ersetzen.      Haben    wir 
<lie  Werllie  für  die  (lombitialiiMicn  gefunden,  so  lassen  sich,  allL;em( 
gesprochen,  aneli  die  einzelnen  l^llemente,   d.  h.  einzelnen  constanlcu 
Fehler,  daraus  isoliren,  so  ;*  durch  Wurzelausziehung  aus  dem  Pr 
ducl  von  1)   und  2),  ^  durch  Division  von   i)   durch  1)  und  Wura 
ausziehung. 

Diese  Regeln  werden  sich  durch  dfe  Anwendung,  welche  davj] 
in   den    /.ulel/.t  anziilüln enden  Versuchsreihen  geniaclil  werden  wii 
um    .so   besser  erliiutern.     Ks  sind  aber  dazu  noch  folgende  Bei 
kungen  zu   fügen. 

In  jeiieni  Falle  gilt  es,  in  der  rechnenden  Behandlung 
Methode  mehrfache  MiKclbestinimungen  vorzunehmen,  einmal 
.^lillelbestiniinungen    zwisclien    dvn   I   so   wie    f,    um  /  und  k  dara 

(it.  Je 

zu  irewinnen,  dann  die  Miltelbestimmung  zwischen  —  und  — , 
den  conslanten  Hauptfehler  p  wegen  der  Einseitigkeit  der  Vergleicl 
richtung  zu  eliminiren;  und,  sofern  noch  andere  constante  Fehler 
eliminiren,  die  MilleJbesliuimung  zwischen  den  Werllien,  die  lU 
Tiegensatz  derselben  zugehören;  endlich,  im  Falle  der  Zuziehung 
mehreren  Beoliachlero,  die  Mittelziehung  zwischen  deren  Resultat 
Ks  kann  aber  ein  Mittel  als  arithinelisches  oder  als  geoiuetriscl 
genommen  werden*),  welches  letztere  ich,  insofern  es  aus  Verhllllniss- 
werthen  gezogen  wird,  selbst  VerhUltnissmittel  nenne.  Und  es  fragt 
sich  nun,  von  welchem  iMiidei-  .Mittel  vorzugsweise  vor  dem  ander 
bei  den  Rechnungen,  wozu  unsere  Methode  Anlass  giebt,  Gebrai 
zu  machen. 


")   Lelzleres  bekaniillidi .    wenn   es    iiiis   n  Werthen  a,   fc,   <•  gezogen  wer 
soll,   diircli  : 


Yabc  •  ■ 
ii:ir/iisU'1li!ti  ijitil   lugiii'illtrtiiscb   uls  Z:ihl   /u  ik>r   mit   n  ilividtrlen  Summe  der  Lc 
rilhiii*-ii  der  Werllie  a,   b,   c  •  -  •  zu  erhiiilcii. 
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In   dieser  Bezioimng   !<ilt    min    im   Allgomcinon,    dass   das  goo- 

lelrische   Millel    zwar   überall    kleiner    als   das   arillimelische    Miflcl, 

r  Liiilerschied    beider   aber    um    so    kleiner   ist,  je    nUhor  sich  iVie 

erüie  stehen,  aus  denen  die  MiUelziehung  geschieht,  so  dass  er  bei 

einander  sehr  nahe  stehenden  Werlhen  vernachlässigt  werden  kann, 

insofern   er   zn    vernachlässigende  Decimalen   betrilVt.      Und  so   wird 

auch,  insofern  es  sich  bei  unserer  Methode  allgcmcingesprochen  immer 

um  Mitlelziehung  aus  einander  sehr  nahe  stehenden  Werthen  handelt, 

ineHilich    gleichgültig     lias    arilhmelische    oder    geometrische    Mittel 

iVienen  können.     Principiell  aber  ist  in  BetrclT  der  Anwenilung  beider 

Folgendes  zu  bemerken. 

Die   arithmetische  Mittelziehung   ans   den    l  so  wie  f,    uiu  zu  /- 


lind  k   und  von  hier  aus  zu 


und 


zu    gelangen,   aus   denen   x 


als  definitives  Mittel  hervorgeht,  ist  nicht  nur  die  betjuenisle,  sondern 
aiK'li  principiell  die  richtige.  Denn  um  die  wahrscheinlichsten  Wcrllie 
zu    erlangen,    niUsscn    die  wahrscheinlichsten  Werthe 


"i-        1 
\iiii  -  untl 


"i 


von  I  und  A'  gefunden  sein;  diese  aber  sind  nach  der  Methode  der 
Llpinslon  Quafirale  nui'  als  arithmelisches  Mittel  zu  erhallen,  wie  sich 
in  folgender  Einschaltung  ausführt. 

In  iler  That,  unlerscbpiden  wir  die  i'insteinen  f  so  wie  I,  aus  denen  die 
minieren  Werllie  k  und  /  zu  jieu innen ,  durch  Indicos  i,  2  .  .  .  u.  s.  w., 
iindnonnen,  um  uns  zviniit-hl  mit  /■  zu  liescfiüriii^on,  unter  ICrsfUz  von  a,  durch 

[       f 

0.  Jie  eintolnen  Verhilllnisse  — ,  —  u.  s.  w.,  woraus  der  wahrschein ImUsIp 

n  '    a 


^VrUi  des  Verhülluisse.s         /.u  erli.illeri,   respeclive  lf^,  i/^   '••  •'»•  ^^■• 
wi  H,  lind  der  walirscheinlictisle  Werth   von  —  lieisse  y.*) 


Ihre  Z,-il)l 


\un   üinri    die  Werlde  F    lK'ot)n  cti  (  el,    ilie  ii  .iher  ij;ei?el»en,    fojfilieh 
fiir  Anwendunt^  der  Mellimle  der  kleinslett  (Ju.  die  Gleirliiin{j;eti  si>  ;ui/iiselzeii: 

«1/2  ^  f^    U.  S.  W. 

waÄ  nach  hekannlen  Rej;eln,   mii  Rücksiclii,  diiss  n  eonstanl,  dass  ^f  =  MA" 
id  £a  =  na  ist,  giebt: 


a2a 


2f 


na 


*}  Nictit  roll  (T  zu  verwechseln,   welches  frei  von  dem  roiislanten  Fetiier  isl, 
^WelclieiD  y,   als  nur  ein.seili^  hie^lininil,    nücii  hpliHtlet  ii^l. 

tkdl.  d.  K.  8.  tieMlIich.  d.  WlsHcnsib.  \\U.  |9 


wonach  wir  den  vvahrscheinliolisten  Werlh  von  1/  =  —  erhallen,    wenn   wi 

sei  es  die  Summe  der  «  verilnderliehcn  t  durch  die  Sunmie  der  n  consUinl 

n  oder  das  miltlere  k  mll  dem  einfachen  a  dividircn. 

Um   andererseils   7,iir  Bestimmung    des    wahrsehoinlichslen  Werthes 
a  , 

— ,    welcher   v  beisse,    zu  {gelangen,    reicht  es  litn,    den  wahrscheinlichst« 

Werth  des  reciproken  Vcrbiiltnisses,    welcher  it  he'sse,    Ijestimmt  zu  habet 

wonach  1?=^—   sein   wird.     Hiezu    hat    man,    rhu    (,,    1]  u.  s.   w.  beobacht 

sind,  indess  a  gegeben  ist,  den  Ansatz: 

niti  =  I, 

««2  =  Ij  u.  s.  w., 

mithin  nach  ^anz  enlsprechender  Uerleilung  als  vorhin  den  wahrscheinb'ch: 

Werth: 

—  ^  —  L 

mithin : 

''=T  

Um  den  wAhrscheinticIven  Fehler  der  Bestinimune;  von  A',  heisso  er  u\, 
■IM  erhallen,  nimmt  man  die  Ahwetrhunjicn  der  einzelnen  \  von  ihrem  Mitl<'l 
/.,   mür;GU  sie  l  heissen,   und  sei  n  die  /util  der  f,  dann   hat  man: 


"'A- 


O.H7i49 


r   nin  —  i 


Entsprechend  bestimmt  man  irj  als  den  wahrscheinlichen  Fehler  von  /, 
indem   man   als   e   die   Ahweichungen    der  einzelnen   l   von   t   nimmt. 

/«•  l 

wahrscheinltchon  Fehler  von  —  und  —  erhiilt  man,   indem  man  wt,  sowie 

mit  a  dividirt. 


Was  dagegen  die  definitivft  Millelziehung  ans    f  und 


hotrn 


um  den  in  sie  einteilenden  conslanten  Fehler  zu  eliminiren  — 
Entsprechende  aber  gilt  allgemein  l'Ur  die  Elimination  aller  ronstnnU 
Fehler  auä  Verlirtltnissbcslimmungen  und  lilssl  sich  auf  die  Zusiunrnen- 
selzung  von  mehreren  ilerselben  überlragen  —  so  erscheint  es  prin- 
cipiell  überhaupt  unstatlhall,  aus  Verliültnissen,  die  sieh  beliebig  um- 
kehren lassen,  aritliiiielische  MiUel  zu  /.iehen,  weil  man  durch  diese 
Millelxiehung  zu  einem  verschiedenen  Hesultut  gi^langt,  je  nachdem 
man  sie  aus  den  direclen  VVerthen    J   und   — ,  oder  den  reciproken 

Werthen    ^  und    /    vornimmt,  indem  man  nämlich  zwcilenfalls  nicht, 
wie   es   doch   sein  sollte,   den   reciproken  Werth   des   ersten  Mittelä 


UbBBR   die   MaS.SBESTIMMU.VGRN   DBS   RALM<it?(NBS. 
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erhall,    wovon   man  sich    leiihl    an  beliebigen  selbst  gevvahllen  Bei- 

1  2 

.«pielen    von  Verhallnissen,    sagen    wir   z.  B.  —  und   -^,    überzeugen 

kann*).  Wo  freilich  die  Vcrbällnisse,  aus  denen  das  Mittel  zu  ziehen, 
wenig  von  einander  abweichen,  weicht  auch  das  aus  den  direclen 
Verhrdtnissea  erludlene  aritliinetische  Mittel  wenig  von  dem  (sog. 
harmonischen)  Mitlei  ab,  was  man  durch  Umkehr  des  aus  den  reci- 
proken  VerhäUnissen  erhaltenen  erzielt,  und  kann  der  Unterschied 
beider  von  einander  so  wie  vom  Verhöltni.ssniitlel  zu  vernachlässigen 
sein.  Letzteres  Mittel  ist  aber  überhaupt  vom  belrelFendcn  üebel- 
stande  frei,  und  da  es  nicht  viel  mehr  Mühe  kostet,  es  aus  zwei 
Verhallni.ssen  zu  ziehen  als  das  arithmetische  Mittel,  so  scheint  es 
mir  liier  überall  vorzuziehen,   wonach    man   das   deünitive  Mittel  als 


ichl  =:  — ^ — -.    sondern    =^  1/  !'  •  — 
2  ■       f     l      rii 


Varel  vom  conslanten  Fehler  ni< 
X9J  nehmen  hat. 

Haben   verschiedene  Beobachter  unter  vergleichbaren  Ümslimden 

t>eobachtel,    so    wird    man    nach  Analogie  dos  doppelten   Vert'ahiens, 

H -Verfahren,   T-Verfabreu,    welches   nach   S.  230    bei   tlrv    Metliode 

K  i  anwendbar  ist,  auch   bei  Aetj  (mti  doppeltes  Vorfahren  anwenden 

Vfinnen,    und    allgeuH'ingcsjirochen    cljen  so  wenig  einen  erheblichen 

l  nlepschied    zwi.schen    den   Kesultalen    beider  Verfahren  hier  wie  da 

finden.     rn.sofern    man   nicht   erwarten   kann,    dass   die  Aeqiiivalenz- 

wrliiiUni.^se  der  verschiedenen  Beobachter  gleich  sind,  würde  prin- 

cipiell    hier   wie    da  das  dem    T-Verfahren  analoge  Verfahren  \fu- 

?nziehen    sein,    um    reine  Miltelwerthe    zwischen    den    Aecjuivalenzen 

rfer  verschiedenen   Beobachler   zu    erluillen;    es   wird   idier  auch   hier 

wit'  tla    nicht    leicht  Aulass  s(!in,    das    [iraklisch    vortheilhaflere   Vci- 


*)  Kuch  bei  der  MitU'l/iclnitii,'  ;uis  den 


zu    pf- 


t 


ingfn,   würde  man  dimh  Uink^^-lir  dor  Verliiillnisso  in  --^,     ~  w.  s.  w.  und  Mitlcl- 

I|         X2 
^ehung    d^ir.iiis    zu    oinein    Vprliällnissi?    ^clnnj^cti ,    «las    n;icli    soiruT   Uinknlir    dtvin 

loripen  iiiclu  entsprüeli«* ;   aber  du"  Willkür  ilioser  Uiiikolir  luvslofit   liii-r  nirlil.    woil 

nach  dem  Sinn  der  V<->rsuclio  für  die  Bpssimrimns  der  zurälli{{  abwcichendi'n   t  der 

fr*!«    WVrili    ii[    als    Vurgletrhsmassslah,    nicht    nmgekehrl ,    unlorliegl ;     wogegen 

VOQ    den    definitiv    ^ewonnonen  Verhiillnissen   — ,   —   (Ins  eine  elipn  su  fjul  ;ds  diis 

andere  ;tls  Vcrgleichsmassstah   Tür  drts  imdorc  dienen  kariti. 


"ehlen 

a  a^l 

selben 


fahren,  welches  dein  H-Verfaliien  analog  isL,  gegen  das  T-Verfahre^j 
aufzugeheu.  ^H 

Hienach  fassen  wir  die,  bei  unserer  Methode  ausser  dem  Haupl— 
fehler    /)    otwa    noch    in    Beliiiclu    zu    ziehenden,    conslanleo   Fehlen 
etwas   naher  ins  Auge,    mil   deren   AiilV.lihlung  jedoch    nicht  g( 
sein  soll,  dass  alle  diese  Fehler  von  gleicher  Bedeutung  sind;  ja 
den  Beis[tielsreihen  am  Schluss  wird  sich  durch  die  Rechnung  s£ 
ergel)en,    dass  sie  es  nicht  sind,    und   nianclier  jedenfalls  unter  Ini- 
slilnden    vernactdüssigt    werilen  künno,    aber  oh  id>crall,    bedarf  er^ 
noch  weiterei'  Versuche.     Auch   kommen  manche  der  folgends  re 
slrirten  Fehler  nur  hei  gewissen  Versuchseinrichlungen  in  Rücksicht 

Zeitfeh ier  oder  |- Fehler  entslehl  benierklennassen , 
nachdem  man  den  Zirkel  bei  Gewinnung  des  Acquivalents  zuerst 
A',  zuzweii  Mif  L  aufsetzt,  oder  umgekehrt   verl^lhrl.     Bezeichnung 


LIH- 

I 


er*slenralls  mit   ^, 


1 


zweilentalls    mit  ^-     Dabei    ist  Folgendes    zu 


merken:   Wenn  man,  wie  es  am  natürlichsten  erscheint,  den  .l-Zirkel, 

der   die    feste  Distanz  auf  dem   yt-Tlieil  giebl,    sei  dieser   A   oder 

immer   zuerst  a|>[)licirt,    <li'ti    //-Zirkel   auf  dem    ß-Theil    inimor   zi 

zweit,   um    hienach  die   iff-FJislanz  mit  der  il-Dislanz  zu  vergleichen, 

so  ehniinirl  sich  mit  dem  llauplfehlei'  /*  der  Zeilfehler  zugleich,  weil 

mit  dem  Wechsel   von  K  und  L  als  yl-Theil,  also  Wechsel  von  ;»  und 
1  { 

,  immer  zugleich  der  Wechsel  von  |  und  ^  zusammenlritlt,  und  so 
P  $ 

kann  man  sich  dieses  Verfahrens,    was   ich    das  «-Verfahren   nennen 

will,   re<hL  wohl  zu  gleichzeitiger  Eliminalion   beider  bedienen,   wi|^| 

dann   aber   auch    den  Hauptfehler   und   Zeilfehler   nur  in   Verbimlung    ' 

als  ps.   besliminen   kfiniteu.     Will  man   beide  gesondert  bestimmen,  ^^ 

ist  es  nülliig,   eben  so  oft  als  tlas  «-\'erfahren  das  omgekehrle  V^^^ 

fahren,  was  ich  das  i' -Verfahren  nennen  will,  zu   befolgen,  wo  m^^y 

niimlich  die  Applicatitm  des  //-Zirkels  auf  //  der  Application  des  J^M 

Zirkels  auf  A  vorausgehen  lllsst,  was  in  der  That  wie  folgt  geschehen 

kann.     Man   ap[»licirt   zuerst    die    veränderliche  ß-Dislanz  mil  irgej 

einem  Werthe  auf  ß,  nachher  die  feste  .4-Distanz  auf-  A,    und  si( 

zu,  ob  diese  mit  jener  stimmt,  vergröss(!rt  odei"  verkleineit  dann 

//-Distan'/:  je   nach   tier  liichtung    der  Abweichung,    die   man    findet, 

sieht    wieder    zu,    ob   die    nachher    applicirte    yl- Distanz    mit    jei 

stimmt,  und   fahrt  so  bis  zum  erreichten  Ziele  fort. 


hen 


M] 
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Hand  fehler  oder  A- Fe  hl  er.  Dieser  entsteht,  je  nuelidein 
man  den  Zirkel,  sei  es  als  il-Zirkcl  oder  /i-Zirkei,  iiuf  K  inil  der 
Linken,   auf  L   inii   der  Rechten   aufsetzt,   oder  niim:ekehrl    verliihrl. 


Jlezeichnung  ersten  falls  mit  ).,   /Avoilenfall.s  mit 


Diesen  Fehler  zu  berücksichtigen,  kann  man  durch  die  Besorg- 
ni:«^>  Ncraidassl  werden,  djiss  je  nach  Anvvendunt;  der  Linken  oder 
Rechten  die  Ap[)licationsvveiso  d(>s  Zirkels  unuillkiirJich  eine  etwas 
ervchiedene  wertlen  kann;  und,  wenn  man  die  Verbuche  an  sich 
selbst  anstellt,  kann  htezu  noch  die  Besorgniss  treten,  dfiss  man  je 
OSich  Anwendung  der  Litiken  oder  Rrclilen  durch  eine  Ar!  Associa- 
iioQ  geneigt  sein  kann,  die  Distanz  veischieden  aufzufassen.  i]aben 
-wir  doch  bei  den  Versucfien  nach  Ri  gesehen,  das«  die  Einbildung 
bei  der  Distanzschtltzung  eine  Rolle  mitspielt. 

;f- Fehl  er,    kommt    bei    den    spiiler    anzuführenden    Versurhs- 
n?iheu  fOraha  u  ,  Koch)  in  folgetuler  Weise  in  Hilckstcht.     An  jedem 
Versiichstage   sind    zwei   gcgensiitziiche    (Kombinationen    als   wie    p$?. 
«nd  -ZT.-,  oder  ',-   und    -^.   u.  s.  w.,    cnit  einer  gleichen  Anzald  von 
Versuchen  unmittelbar  \\\\\U'.v  einander  geprüft.     Aber  es    fiagt  sich, 
<)b  es  gleichgültig   ist,    die   eine   odrr   andere   beider  tlombinationen 
wausgehen  zu  lassen,  da  die  spiltere  einen  lüinHuss  durch  die  vor- 
ausgehende erfahren,  dieser  aber  je  nach  RcschaiVenhcil  der  voraus- 
gi'lienden  (loinbinalion  verselijeden  sein  konnte;    und    es  ist  also  zur 
Erniöglichung  drr  Elimination  gleich  oll  damit  zu    wechseln.     Wenn 
man  nun  in  dem   Falle,   wo  die  (londjination   mit  Kinn  als  yl-Distanz 
vomusgeht,    mithin  p   oben   steht,    dem    betrcHenden  Fehler  x   auch 
die  Stellung  oben  giebl,  so  wird  man  ihm  im  entgegengesetzten  P'alle, 
wo  die  (Kombination   mit   Lippe   als   /l-Dislanz    vorausgeht,    mithin   /j 
iiDlf'O  steht,  auch  die  Slelhing  unten  geben  müssen;   und  es  wird  also 
/)  und  X  immer  in  Zusammenhang   oben    und    unten   auftreten,    also 
aiicli  px  sit^h    in  Zusammenhang    elitniniren    und    nur  in  Zusammen- 
bang bestimmen  lassen. 

Der  «-Fehler.  Dieser  kommt  blos  in  Betracht,  wenn  in  der- 
a'lhcu  Versuchsreihe  zwei  verschiedene  /t-Distanzen  auf  K  so  wie 
au/  L  angewendet  werden,  um  zu  ermitteln,  ob  das  Aequivalenz- 
Terfaallniss  bei  kleinen  und  grossen  A-Dislanzen  gleich  bleibt.  Seien 
2.  ß.  die  beiden  A-Distanzen  sowohl  auf  K  als  L  gleich  \  0  Lin.  und 


M 


20  Lin.,  unil  weclisoln  die  YltsucIic  mi(  10  Lin.  und  20  Lin.  so,  das 
ein  inöj^licher  Einfluss  doi'  t;iiioii  auf  die  anüi-Ten  slaltflndel;  bf 
zeichnen  wir  ferner  das  Verfahren,  wo  die  VensucJie  mit  der  kloin« 
Distanz  vorausgehen,  mit  ß),  das  gcgenlheihge  mil  b),  so  wird  ds= 
a-Verfahien  sowohl  angewendet  werden  können,  wenn  k  als  u 
linderliehe  ß-l>istanz,  auf  die  ein  Einlliiss  von  den  vorhergehend« 
Verbuchen  slatHinden  kanu,  diesen  naclifolgl.  als  wenn  /  als  vä  «^ 
Underlidie  ß-l)islanz  fulgl.  Dieser  liinlluss  wird,  insofern  er  voi: 
derselhen  Arl  Folgewirkung  auf  /r  und  /  ahliilngt,  auch  auf  h  und  d 
dieselbe,  hieniil  auf  tia.s  VerhiUtniss  x  die  enlgegongeselzle  Richlun^ 
habüQ.  Geben  wir  nun  deni  Felder  in  dein  Falle,  dass  die  Versuch«? 
iriit  L  =  l,  also  rail  K  ^  (tj.  folgen,  die  Bezeiehnung  «,  so  we^H 
den  wir  itnn  in  dem  Falle,  dass  die  Vursuche  mil  K  als  k,  millil^^ 
L  als  ft^  vorausgclicn,  die  entgegengesetzte  Ucxeichniing  —  ge 
niiisstni.  Gehen  aber  nach  dem  1/ -Verfahren  die  Versuelie  mil  d 
gi-ös.sereu  Üistanzen  voran,  so  werden  sicli  tlic  VerliOllnisse  wied 
umkehren  und  man  also  Uheiliaupt   hüben: 

a  t)fli  u)   wenn  I,   niiltiiii  ti/.  ful|il 


döfW 


«     -     b) 

-      f, 

- 

"1 

i-    a)       . 

-     k 

- 

"t 

i  -  '■') 


<'k 


Die  vorigen  conslantcn  Fehler  kommen  in  ghncher  Weis 
Riieksiclil  bei  dem  Verfahiien,  wie  ich  es  seüjsl  eingehallen  halw, 
und  wie  esCamerer  etngehallen  hyl.  lliezu  Irclen  aber  noch  bei 
dem  Camerer'sehen  Verfahren  zwei  constanle  Fehler,  die  ieh  als 
/^-Fehler  und  j'-Fehler  bezeichne,  der  erste  bezüglich  darauf,  ob  der 
Ausgang  bei  Bestinunung  der  ß-l)istanz  von  einer  zu  grossen  üisU 
nach  /\  oder  zu  kloinen  Distanz  nach  \/  genonunen  wird;  (ier  zw( 
darauf,  ob  Versuche  nach  /\  denen  nach  \/  odei-  umgekehrl  v^ 
ausgehen. 

(i-  Fehler.     Ca  \n c r e  r    bezeichnet  die   Versuche,   wo  l»ei   Be- 
stimmung des  Aeqnivalenls   von   einer  zu  grossen  //-Distanz,   sei  ^^ 
k  oder  /,  ausgegangen  wird,  mit  /\,  die,  wo  von  einer  zu  klein^M 
Distanz  ausgegangen  wird,  mil  \/.     Bezeichnet  man  nun  den  Fehler, 
der  begangen  wird,  wenn  bei  \/  die  veründerliche  Distanz  auf  Kii 


mi 
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mitlün  H  :=  k^    L  ^  <i,    ist,    wobei   zugleich  dür  Haii|j(rcltk'r 
nil  ßy  so  hat  num  üherhaupl: 

1)  /i  bei  \/>   wenn  A' =  /.,   riiiLhin  /.  =  ti{  tl.  i.  hp\  — 


i.sL 


3)4 


A 
A 

V 


i 


"k 


]q  der  That  hobfu  \/  iitmI  /\  einen  cntü;t*gengesetzten  Kinnutsis 
auf  die  ß-Distanz,  welche  zur  lietreUbnden  A-l>islaiiz  yfliöil,  hiemil 
auf  X,  wonaelu  wenn  man  von  ß  bei  I)  ausgehl,  bei  3)  daraus 
von  selbäl  folgt.  ÄDderciscits  sind  1)  und  4)  so  wie  2)  und  3)  bei 
gk'irhem  \/  oder  /\  enlgegengeselzt  in  Bezug  auf  die  W-DisUinz 
UD(I  kehren  sich  dalior  in  1)  und  4)  so  wie  2)  und  3)  die  VerhüU- 
ikisse  bezüglicli  ^r  um. 

Auch  bei  meinem  Verfahren  kann  es  nülzlich  sein,  diesen  Fehler 
VI  berücksichligen;  doch  gehl  wenigstens  voraussetzlich  bei  dein 
wiederholten  Hin  unti  Wieder  vor  der  dcfiniliven  Einstellung  die 
B<aiehung  auf  den  ersten  Ausgang  merklich  veiloren,  und  gestehe 
ich,  daher  auf  diesen  Fehler  keine  besondere  Hiicksichl  genommen 
v\  baben. 

Der  ^'-Fehler.  Je  naclidem  /\  oder  \/  folgt  oder  umgekehrt, 
kaon  der  Fehler,  den  der  voi-tgc  Einftuss  äussert,  sich  vermehren 
f)der  vermindern,  und  man  hiiltc  daher  in  Versuchen,  welche  so  zu- 
sammenhängen,   dass   die  Folgerichlung  zwischen    /\   und  \/  einen 

l  .  i 

tmfluss  äussern  kann,  sowohl  /?  als  -r  noch  mit  /  oder  —  zu  mulli- 

piicireo,  je  nachdem  /\  oder  \/  voi-angehl.  Um  aber  niclil  Dar- 
Mellung  und  Rechnung  zu  sehr  zu  com|dic)ren,  kann  man  auch  wohl 
die  Umkehr  der  Folge  von  Veisuch  zu  Versuch  oder  nach  je  zwei 
uder  drei  Versuchen  vornehnien,  und  dann  in  Zusammennähme  der 
g»v<arnnUen  Versuche  die  Elimination  dieses  Fehlers  als  von  selbst 
vollzogen  voraussetzen. 

üienach  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen. 

Ein  System  von  Versuchen,  in  welchem  nicht  nur  alle  in  Be- 
tracht kommenden  Fehler  cliininirt,  sondern  auch  diese  besonders 
bfötifflml  werden  sollen,  nimmt  durch  die  Menge  von  Combinationen, 
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diu  dazu  zuzuziehen  sind,  nothwendie;  einen  grossen  Umfang  an, 
sclion,  um  das  Haulorgaii  nicht  zu  sehr  durch  viele  hinler  einandf 
angeslolUc  Versuche  zu  reizen,    wird  es  dann   nOlhig,    die  Versucbe 
auf  eine  Reihe  von  Tagen  systcnialiscli  zu   verlheilen,    so    dass   alle 
Tage  und  alle  gcgenslilzlichen  Couibinalionen  niil  einer  gleichen  An- 
zahl von  Versuchen  betlachl  werden ;  und  liiezu  isl  es  zweckraüss 
vor  IJeginn   der  Versuche    einen  IMlIii    aulzuzeichncn,    um   sieb   nicht 
späler  zu  verwirren.  ^H 

Da  iudess  für  den  nau|ilz\veck  der  iMelhode,  d.  i.  die  Reindai^ 
slelUing  i\e<.  X,  nur  die  Khiuinalion,  nichl  die  Besliininung  der  con- 
slanlen  Fehler  weseullich  ist,  so  isl  die  lienieikung  wichtig,  dass 
man  schon  mit  zwei  gegensUlzlichen  l^ombinalionen  auskommen  kann, 
da  sie  zur  Ehujination  nach  gegebenen  Princifiien  hinreichen,  svol 
luaii  nur  elirn  thnaiif  vciziclUet,  die  constanlen  Fehler  selbst 
diesen  tlonihinationcn  isoliren  zu  können,  indem  sich  solchergestalt 
die  nngeircnnten  tJombinationen  selbst  bestimmen  lassen.  InzwischeT 
wird  CS  immer  niilzbch  sein,  iii(>hiere  Paare  gegi'nslitzliclier  Tonibi- 
nalionen  zu  einer  mehrrachen  Uestimmung  von  x  zuzuzii-^ben,  um  zu 
sehen,  wiel'ein  die  verschiedenen  Besliuiniungen  desselben  mit  einander 
stimmen,    und    dadurch  eine  grössere  Sicherheit  dafür  zu  gewinnen. 

In  jcnlem  Falle  aber  müssen  alle  constanten  Fehler,  die  sachhch 
bei  den  Versuchen  ins  Spiel  komuien,  auch   iu  den  Versuchen  dui 
gegcnsiit/lichos  Vorkonmien  so  bcrUcksichligl  werden,  dass  sie,  ai 
ohne  besondere  Rechnung  desshalb,  sich   von  selbst  oliminiren,   wenl 
njan    die    gesammlen  Versuche    der   ganzen    Reihe    eirortlerllch    daüj^ 
zusannnennimmt.  ^^ 

Da  duKth  eine  lungere  Forlsetzung  der  Versuche  das  Aequiva- 
Icnzverhyltniss  deiselben  sich  iindern  kann,  so  wirti  man  Versuche 
mit  entgegengesetzten  Comhinalionen,  die  zui'  Elimination  conslan|^| 
Fehler  zusammenzunehmen  sind,  nichl  aus  entlegenen  Theilen  der  ' 
Versuchsreihe  zusammenzunehmen  zu  haben,  sofern  das  dabei 
constanl  vorauszusetzende  x  sich  gelindert  haben  könnte,  und  \vi 
überhaupt  auf  die  Veriinderlichkcil  dieses  Verhältnisses  durch  eil 
sog.  Ucbungseinfluss  Rücksicht  zu  netimen  haben.  Doch  lassen 
nachher  anziiführen<len  Beispielsreihen  schliesscn,  dass  dieser  anfangs 
sehr  spürbare  Einlluss  im  Fortschritt  der  Versuche  einer  Grenze  ent- 
gegengeht. 


dich 

I 


«»5^ 
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Allgemein  wird  man  sich  nach  jeder  Reihe  von  Versuchen  mil 
derselben  A-Dislanz  auf  einem  ijei^ebenen  Theile,  um  (h<'  wechscln- 
\\tu  ß-Dislanzen  dazu  zu  gewinnen,  zu  überzeugen  hiiben,  dass  die 
i-Diülanz  wirklich  im  Laufe  der  Versuche  dieselbe  verblieben  ist, 
110(1  nicht  durch  die  Manipulalion  mil  dem  A-Zirkoi  eine  Veränderung 
»irliUen  habe. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  es,   dass   man,   sei    es   bei   den 

Versuchen  selbst  oder  in  der  Bezeichnung  derselben,   nicht  i'int^  (lom- 

hinalion  mit  der  anderen  verwcch^iele,  was  ein  ganzes  grosses  Ver- 

ijuchssyslcm    in  Unordnung   bringen  oder  unbrauchbar  machen  kann. 

Wonach  es  auch  zwecknillssig  sein  kann,    sich    bei  Bezeichnung  dir 

Vffrsüchsumstünde  nicht  blos  der  obigen  abslraclen  Zeichen  zu  bc- 

«lienen,    die   sich   doch    für    die  Berechnung   nicht   entbehren  lassen, 

sondern    für  jede  Abtheilung  der   Versuche,    in   welchen   besondere 

Umstände  eingehalten   werden,    diese  auch  besonders  mit  Worten  zu 

bezeichnen. 

Noch   will    ich  bemerken,   dass  zu  meinen  Versuchen  nach  der 
Methode   der  Aetjuivalente    besonders    dazu    bestimmte   gesliflle  und 
l>ei  den  Veisuchen  am  Stiel  gefasste  Zirkel  mit  sehr  langen  Schenkeln 
itedient    haben,   um   deren    verschiedene  Schiere  gegen  die  Haut  bei 
den    kleineren    und    grosseren   Distanzen    liiöglichsl    unschlidlich    zu 
warben.     Die  Stiele  aber  waren   in  der  Besorgniss  angebracht,  dass 
Aas  Fassen    der   Zirkel    an    den    mehr    oder    weniger    divergirenden 
Schenkeln  bei  Versuchen,  die  man  an  sich  selbst  anstellt,  einen  Kin- 
flnsÄ  auf  das  LIrtheil  idjer  ilie  Distanz  haben  kcjnnte,  was  doch  wahr- 
scheinlich   eine    überllUssige   Voi'sichl    ist,    worübei-   sich    durch    ver- 
dpichende  Versuche  entscheiden  la.ssen  würde. 

Ausser  der  Hauptaufgabe,  der  Bestimmung  des  reinen  .r,  wird 
man  sich  noch  verschiedene  Nebenaulgaben,  wie  namentlich  folgende 
stellen  können: 

<)  Die  Verhlltlnisse  der  conslanlen  Fehler  werden  noch  nJlher 
lii  iiotcrsuchcn  sein,  und  namentlich  bei  verschiedenen  Personen 
und  unter  verschiedenen  Umstünden  zu  ermitteln  sein,  inwiefern 
*on  den  oben  aufgezählten  constanten  rdilern  die  einen  oder 
Mderen  als   merklich   verschwindend   ausser   Acht  gelassen    werden 

köODCD. 

2]  Da    in  den  einzelnen  Versuchen  das  gefundene  .^equivalenz- 
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verliUllniss  iluich  Zul\illigkoite»  variirl,  so  werdon  die  Abweichung« 
der  einzelnen  UcsUinnjungen  von  tlcn  niiltloren  Bestimmungen  genom- 
men werden  kiHiiicn,  um  uiich  der  Summe  oder  dem  Mille!  dieser  Ab- 
weichungen (noch  Iicyser  ilu'cr  Quadrate)  die  grössere  oder  geringen^ 
Sicherheit  der  Acquivalcnzbeslimmung  selbst  beurthetten  zu  künne^| 

3)  Es  hat  sich  gezeigt,   dass  bei  länger  hinter  einander  forlge- 
setzlen    VersuchcD   an    denselben    Haulthcilen   nicht   nur  das   Ae<iui- 
valenzverhiiltniss    selbst,    sontlern    auch   der   nach    2)  zu   erhallende 
miniere  Aet]uivalen/relkler  sich   durch  einen,  folgends  als  Uebungj^H 
eiuriuss   zu    biv.eichnenden,    b!-inHuss    der  Wiederhfilung  mehr  od^^ 


weniger  iindern  kann.     Die  Verhallnisse  dieser  Aenilerungen  werdi 
bei   verschiedenen  Peisonen    und  unter  verschiedeneu  Umsttinden 
veilbigen  sein. 

Ausser   diesen  Puucten  von  mehr  secundärem  Interesse  dürften 
aber  noch  /.wei,  bisher  nicht  rijedigte,  I'uncte  von  Cundduientalei^^^l 
Interesse   lür   die  Beiirtheihini'  dei-  iranzen   Methode  durch  Versucn^ 


Icm 


folgender  Art  in  Angritl'  zu  nclmien  sein. 

4)   Es  wird  der  Versuch  zwischen  zwei  Hauttiieiien,   wie  Ä  ui 
L,  nicht  blos  mit  einer  A-Distunz  auf  A  und  einer  gleichen  auf 
sonthirn    ujindeslens    mit   zweitin,    die    in    einfachem    VerhUltniss, 
tilwa   1  :  ä^  stehen,  durchzufüliren  sein,  um  zu  sehen,  ob  die  zuge- 
hörigen //-Distanzen  auf  denselben  Hautlheilen  bei  der  doppeUen  A- 
Dislanz  dasselbe  Verhüll niss  einhüllen.     Wo  nicht,  so  würde  man  ^H 
wenig   als   bei   der  Methode  der  i-.  u.  f.  V.  das  Empfind tichkeitisvf^^ 
liiiltniss  zweier  Haultheile  allgemein    nach  dem  Verhältnisse,   Wj 
für  gewisse  Distanzen  auf  ihut-n  besteht,   beurtheilen  können. 

Freilich  compliciren  sich  die  hierauf  zu  richtenden  Versw 
durch  folgenden  Umstand.  Sei  a  die  einfache  Distanz,  so  ist 
Vcrdoppching  derselben  auf  einem  gegebenen  Haultheile  zum  ersf 
a  ein  zweites,  der  Grösse  nach,  aber  fraglich  ob  auch  der  Empüi 
lichkcit  na<;h  gleiches,  a  in  den  Versuch  getreten,  da  neue  Uaul- 
stellen  daduich  in  Ansfiruch  genonunen  werden;  und  sollen  die  Ver- 
suche in  obiger  Hinsicht  entscheidend  sein,  so  bedarf  es  no^yi 
besonderer  Zusalzvej-suche,  um  sich  von  einer  mei"klichen  Glei<^^ 
fbrmigkeit  der  Entplindlichkeit  im  Bereich  der  Distanzen,  die  man  in 
Anspruch  nehmen  will,  zu  überzeugen  oder  eine  etwa  vorhandene 
Üngleichförniigkcit  in  Rechnung  nehmen  zu  können. 


\s. 
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5)  Geseilt,  man  lial.  ftir  zwei  llauUheile^  wie  K  und  L,  die 
Aecjuivalenz  y  gefunden.  Man  stelle  dazu  Versuche  niil  einem  tlrittcn 
llaullheile,  hcisse  er  M,  an;  so  wird  man  diesen  sowohl  luil  K  als 
L   ver^leichen   können,    und    dadurch   die   Ac(|uivalenzen   —  und   -r-. 

MM 

K  L 

erhallen.     Ilienaclk  eihlill  man  dutcli  Division  von    ,,  mit   .;   ein   Ver- 

M  M 

f.- 

ballmss,  welches  dem  direct  gefundenen  --  gleich  sein  sollte;   ja  es 

erscheint  diess  mtithemalisch  nothwcntlig,  und  würde  es  wirklich 
sein,  wenn  wir  blos  mit  ahslraclen  Zahlen  auf  dem  Papier  /.u  thun 
hatten.  Aber  jeder  Vergleich  zwischen  neuen  Hautlheilen  fühlt  neue 
psyrhophysische  VerliUltnisse  ein,  und  es  scheint  mir  nicht  sell)sl- 
vfirsliindiich,  dass  die  hieraus  hervorgehenden  Llleichungen  sich  jenem 
abstraft  mathemali.schcn  Znsammenhange  fugen;  vielmehr  wird  es 
gellen,  ausdrücklich  Veisuchc  darauf  zu  richlcn,  und  nur,  sofern  es 
/ulrilh,  würde  man  eine  allgemeine  Empdudlichkeitsscala  nach  tlcr 
Methode  der  Ae(|uivalonto  in  der  Art  gewinnen  können,  dass  die 
ttiijiiiudlichkeit  jedes  heliehigen  Ihmttheiles  als  Kinheit  zum  VergUHch 
niil  der  Ktujilindlichkeit  aller  uhrigen  genommen  werden  könne.  Wo 
tiichl,  so  würden  sich  die  Resultate  der  Methode  eben  so  zwischen 
allen  mögliclicn  Combinalionen  «h^r  llauttheile,  als  bei  Nichierlulhmg 
der  Pro(Kirlionaht;HsJ>edingung  unter  i)  zwischen  allen  mughchen 
Distanzen  zer.splitteiti.  Jedenfalls  sieht  man,  wie  wichtig  es  sein 
muss,  ehe  man  sich  auf  ausgedehnte  Versuche  zum  üewinn  einer 
Kniplindlichkeitsscala  der  vcrschicilenen  llauttheile  nach  der  Methode 
•If-T  .Vequivalente  einlilsst,  sich  zu  überzeugen,  ob  eine  solche  ülier- 
liaujH  in  der  erwünschten  HinfachheiL  danach  zu  gewinnen  ist.  Sollt(> 
sich  aber  die  Unmöglichkcil  hievon  herausstellen,  so  würde  man  zu- 
"J^chsil  die  Krkenntniss  des  SachverhUltnisses  in  dieser  ILinsichl  selbst 
iJl!*  Gewinn  zu  betrachten  haben,  hienach  aber  sich  veranlasst  linden 
'^'>nnen,  Abhülfe  gegen  eine  solche  Zcis[)litterung  zu  suchen.  Und 
iwar  dürfte  eine  solche  in  BetrelT  des  ersten  ümstandes  vielleicht 
"1  {ihulichor  Weise  zu  linden  sein,  als  sie  hetrelfs  der  Methode  lli 
•'»'(^li  finden  liess,  dass  wir  nämlich  die  Emplindlichkeil  der  vcrscltie- 
uonen  Hauitheile  nach  Acq  eben  so  wie  nach  Ri  von  zwei,  für  jeden 
niiullheil  charakteristischen,  Constanten  abhcingig  machen,  deren  eine 
'tili  der  Grösse  der  Distanzen  multiplicirt  auldill,    indess  die  andere 
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iiiKil>luiiif;ii;  davon  ifil,  uiul  die  wir  nur  für  die  M^iscliicdenen  Huiilllicile 
diiicli  Vi'isiiclic  zu  beistimmen  haben,  um  danach  von  den  Acquiva- 
len/,011  dei-sL'lljt'n  bei  irü;end  welchen  Distanzen  auf  .solche  bei  behebii^en 
tinjieien  Distan/en  sclibesisen  /,u  kiinnen.  Kieiheh  wiiide  die  Behtiii^y 
nning  dieser  <'.onslanlen,  wie  sich  zum  Voraus  über^elien  lUssl,  bei  A^^ 
grösserer  UmstUndliclikeil  und  Schwierii5'keil  unlcrbegen,  als  bei  Ki; 
nUnilit-h  da  für  je  zwei  llautlheile  vier  Conslanlen  A,,  A,,  Ä^,  k^  zu  bf- 
slimmen  wliren,  inlissle  die  Acquivalenz  niindeäUrns  bei  vier  DitiUinü 
besliinnil  werden,  und  eine  t;leiehrörniiu;c  I^mulindlichkeil  innerhal 
dei'selben  conslalirl  sein.  Weitere  Ijnterauehungen  iiiUssen  über  diese 
nocli  sch\vebeud(Mi  Fragen  (mts<*h(!iden,  und  ich  kann  nur  wünschen, 
dass  sie  einem  ao  vorzüglichen   Heol)achter   wie  Camer  er   /.nf'alict 


he- 
ha™ 


Ve  rsu  r  h  sie  i  he   von   Grab  au   an  K  i  n  n  /i  und  (tberlippe 

Vom   i!  I.Jan,  bis  i.  Mihz    f8(>0.      Heobachler  Heimann   Gr| 
bau,  damals  Sludenl,  jel/j  Oberlehrer  an  der  beij>/jg('r  Realschule 
K  Kinn,    />  ()ber]t|»pe    über   dem    rolhen   Miindtheiie.      /i-Dislnuz  9^M 
wohl    auf  Kinn    als    ]j|>|>e    =^-  20    paiisei    Decimallinien ' ),    in    quer^^ 
Richtunij  gegen  die  LUngsaxe  des  Korpers.      Im  Ganzen  480  Aeipii- 
valenzversuche,    vertheilt.    auf    !5J4    Tage.      Nach    den    verschied eneo, 
Umsttinden  acht  Combiualionen,  res[jeclive  von  /  und  k   mit   fi,  A, 
X  jede   mit    60  Versuchen.     /*   und   x   ^^^^^^  '"'    i^usanunenhange 
px  wirksam  und  beslinnnbar  (s.  S.  289). 

Im  Ganzen  sechs,  lolgends  nach  tier  Zeitfolge  mit  römiscl 
Zitlern  unlei'.schiedcne,  Versurhsabtheilungen,  jede  zu  vici'  auf  einand^ 
l'ülgenden  Vei'suelislagen.  Zwischen  tliesen  Abllu^iluiigen  tier  Aecpii- 
valenzversuehe  tagen  aber  eben  so  viel  damit  vergleichbar  ausgeführte 
Versuchsabtheihmgen  zu  vier  Tagen  nach  der  Methode  der  minieren 
Fehler  für  K  \md  L,  auf  die  hier  zuntichsl  nichl  Kücksichl  zu  nehmen. 

An  jedem  Vcrsuehstage  20  Versuche,  wovon  it>  für  eine  der 
8  tlondiinattonen,  die  folgenden  10  für  die  cnigcgengeselzte  Combi- 
nalion.  Die  Zeitfolge  beider  Gombinalionen  wechselte  nach  Tagen, 
so  dass  eben  so  oft,  die  eine  als  tlie  andere   vorausging. 


Die  folgentle  Tabelle  nun  giebt  die  wesentlichen   Hesultale. 


I 


)  Eine   Decitnaltinie  =  —   de.s  iu   I  o  Zolt  gelheilten  Fusses.    ==  0,11  Duo- 
\  0 

decimallinie,   =1,624  Mitt. 


iR<n 
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die  es  zur  Deslimniung  von  x  als  reinem  y ,  so  wie  zur  Ueslimmiing 
der  cunstanlen  Fehler,  ankomml,  für  alle  sechs  Ahlheilungen  I,  II 
u.  s.  \v.  besonders»  in  den  Scidussmitleln  aber  für  die  Gesamtnlheil 
der  ganzen  Reihe.  Jede  Zahl  /,  k  über  den  SchlussmiUcln  ii>t  tlas 
Mittel  aus  10,  das  Schlussniitlel  aus  C(^  Aequiv.ilenzhesliniinun!^cn, 
respeclive  von  /  und  fr,  zugehörig  zu  a^  oder  «^  =;  20. 

Üa  in  jeder  Ahlheilung  4  Bcstiiutnungen  von  /  und  eben  so  viel 
gegeoslllzliche  von  k  durch  je  10  Aei}uividenzversuche  erluilten  wur- 
<len,  so  ist  die  Folge  dieser  Ufsliirmningeu  tluich  kleine  deutsche 
Ziffern  über  den  Werlhen  von  /  und  k  bezeichnet,  Sie  wechselt, 
wie  man  .sielü.,  von  Ablheilutig  zu  Abtheilung.  Die  /  und  k  sind, 
narh  den  eiugelialtenen  liüisllinden,  mit  den  Couibinationen  ronstanter 
Fi'hlfir  behaflel,  welclw  ihnen  in  der  Tabelle  id)ergeslelll  sintI,  wobei 
zu  bemerken,    dass    die    W'erthe    ///;f,  allen   darunler  stehenden 

txiijibinalionen  gemein  sind,  dass  also  z.  B.  Ipx  sich  mit  A^  zu  Ipx^^-' 
mit  ^  zu   lpx-=  zusanunensetzl. 

Wie  der  Werlh  Milll.  Al)vv,  unltrr  der  l'abolle  zu  verstehen,  wird 
spitler  angegeben  werden. 


il 


M 


Ik 


18, äS 


I 


iä,66 


2«,K7 
;( 


93,33 


Ab«. 


iH.ysr, 

l.fJSlU 
0,7437 


18,99K  1»,a05 

<,a7«71        1,S7«a7 
0.6U0     1     0.5H93 


18,398 
1,afi477 
U,ri767 


24,958 
4,3415U 
0.6947 


4.34404 
0,&74U 


2j.4r.i!< 

0, 15557 


:»4.980 
1,34404 
0.6&37 


Ui«    nun   vorerst   aus  voiiger  Tabelle  eine  einzelne  Bestimmung 
[^es  reinen  x  zu  gewinnen,  eondnniren  wir  beispielsweise  in  Abth.  1 


298 


G.  Tu.  Kechner, 


div  iiir  /  geltende  Combinalion  Ipx^^  ^=  18,9i  mil  der  gegenstU; 
fiir  k   bestinmiten    — ^rr  =  20,59,    indem   wir   niich  der  S.  283 
gebeneii  Regel  die  Zweite  durch  die  erste  dividiren.  und  die  Wui 
ausziehen.     Diess  i<iebt  x  =  l/^M^  _  ^  0427. 

Da  aber  nicht  nur  die  Abiheilung  1,  sondern  jede  fln<lere  de 
sechs  Abtheilutigen  vier  Paar  gegcnsaiziicher  Combinationen  bexUglii 
ü  und  k  enlhlilt,  so  giebt  die  vorhegende  Versuchsreilie  im  Ganzi 
24  Ucstimmungen  von  x  her,  aus  denen  sich  ein  definitives  Mil 
ziehen  llisst;  aber  wir  werden  die  Rechnung  abkürzen,  indem 
nns  an  die  untenstehenden  Mittel  hallen,  wodurch  sieh  nach  d 
Fe>lge  der  IJeobachlnngen  in  jeder  einzelnen  Abtheihing  folgeode 
llestiiiinumgen  von  log  x  und  hieraus  von  :r  ergeben: 


loga; 

X 

3.  i. 
5.  6. 
7.  8. 

0,03U8 
03267 
03563 
03RU 

4,0702 

0784 
0855 
0948 

Mitti-I 
Zahl 

o,(i:{44H0 
^, 085260 

1,08465 

Der  mittlere  Werlh   von   x   bestimmt   sich  hienach   in  doppelte 
Weise,    als  Verhiillnisstuittel    =  1,()8'ärjO,    indem    wir   die  Zahl   zi 
arithmetischen  iVlitlel  dei'  Logarilhmen  von  x  nehmen,  und   als  ari^ 
iiielisches  Millol  :=  1,08265,  indem  wir  das  arithmetische  iMittel 
Zahlen  nehmen,  welche  zu  den  einzelnen  log  x  gehören.      Das  ^ 
hallnissmillel  ist  nur  um  eine  Spur  kleiner  als  das  arithmetische  Mil 
(vergl.  S.  285). 

Die  vorigen  vier  Werthe  von  .r  imlerscheiden  sich  mehr, 
auf  Rechnung  unausgeghchener  Zufillligkeiten  zu  schreiben, 
befolgen  eine  gewisse  Ordnung  in  ihrem  Gange^  was  sich  dari 
erklUrl,  dass  sie  aufeinandei-  folgenden  Uebungszeilen  entspreche 
durch  welche  x  allmtllig  gewachsen  ist,  wie  sich  um  so  bestimmt 
•herausstellen  wird,  wenn  wir  uns  entschliessen,  alle  24  Werthe  J 
Hiuli  der  Tagesfolge  in  jeder  Abiheilung,  wie  nach  der  Folge  der 
sechs   Abtheilungen    von  je    vier   Tagen   gesondert  aufzuführen.      So 
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lalten  wir,  wemi  dio  Tagesfoige  in  jeder  Abtheilung  »hirch  1,2,  3, 
die  Abiheil uogsfolge  tliiirli  I,  11  n.  s.  \v.  Iiezeichnel  wirtl,  fdlgemle 
slimmiiDgen : 

Wert  he  von  .r  nach  zcillichem   ForlschrilJ. 


1 

11 

111 

IV 

V 

VI 

iMiltvl'j 

i 

«.043 

4,07fi 

i,049 

1,091 

1,089 

1,091 

1,0739 

p 

056 

072 

07(3 

100 

068 

086 

076i 

3. 

056 

079 

098 

086 

076 

123 

0863 

l. 

085 

002 

092 

11ß 

077 

0R9 

091 R 

illel 

1,060 

1,080 

1,079 

1,098 

1,078 

1.097 

1,082 

Man  sieht,  dass  sowohl  nach  der  Zeilfolge  der  Tage  in  jeder 
ciüMlnen  Abiheilung,  als  nach  der  Zeillblgc  dar  ganzen  vierlügigen 
i(!ilimgen  .r  njit  der  Zeit  ziiiiiiuml;  zugleich  aber,  da.ss  tier  Fort- 
scliritl  eine  Grenze  hat.  So  sehen  wir  in  der  Folge  der  Reihen 
iBiKliilen  unten  slelrenden  iMiUeln  den  Fortschrilt  von  der  erslen  zur 
xwilen  Reihe  sehr  entschieden,  von  da  an  aber  die  Zahlen  sehr 
[W>re|?elmJtssig  wechselnd:  und  nehmt  ii  wir  zur  bessern  Ausgleichung 
l^ser  Unregejinüssigkeit  die  Mitlel  zwisclKui  I  und  II,  11  und  111 
|i8.f.,  so  erhallen  wir  folgende  Zahlenreihe: 

1,070   ,  1,080   ,  1,089  ,  1,088   ,         1,088, 

'Wnn  der  anP.ingliehe  Fortschritt  eben  so  enlschieden,  als  (von  der 
lUeoZalil  an)  der  spiilere  Stillstand  desselben  sichtbar  wird.  Hie- 
liapgl  dann  auch  zusamnu^n,  dass  der  Fortschrilt  durch  die  vier 
jeder  Abtheilung  nur  in  den  ersten  drei  Abiheilungen,  am 
lUfrentschiedenslen  in  der  erslen  sichtbar  ist,  in  den  folgenden  aber 
jönemganz  unregeIuUis.sigen  Wechsel  Platz  macht. 

Mau  hat   bei  vorstehenden  Ergebnissen  in  Rücksicht  zu  ziehen, 
«lie  sechs  vierlügigen  Abtheihingen  der  Aequivalenzversuche  be- 
Hch  Kinn  und   Lipfie  durch  Versuche  von  gleich  viel  Tagen  nach 
«r  Mtihnile    ih^r    mittleren    Fehler    auf    denselben    llaiitthcilen    i,niit 

*)  l'iese   vier   Mittt»l    suiUcri    liiyiMillicfj    mit   don  S.   898    gfißi-bonen    slimnioii, 
JiL-n  alicr  jn  (Jon  lel/.len  ItecimaliMi  ot\v;is  davon  ab,   wpil  sie  aus  KinxehviTllten 
^en  and,  in  denen  nur  drei  UcchiwItMi  berücksichlijj;!  sind,   imless  jenen  Werilic 
iTJer  Decimalen  unlerliegeu. 
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20  Mill.  NormaUlisUmx)  unterbrochen  waren;  und  wahrscheinlich  wl 
der  UebungseinfliiSÄ  noch  ehei"  zur  Grenze  gekommen,  wenn  die 
Aequivalenzvcrsuche  conlinuiriich  durch  die  Versuchstage  lortge^angen 
wliien;  wogegen  nach  der  hier  getrolTenen  Rtnrichtung  in  den 
Zwischenperiudeu  ein  Iheilweiser  Rückgang  des  Uebungseinflusses 
slallfmden  konnte.  Doch  ist  auch  niclit  unwahrschcinUch,  dass  die 
eingeschobenen  Versuche  nach  der  Methode  der  mittleren  Fehler 
seihtet  im  Sinne  des  Uebungseinflusses  betreffs  der  Aequivalenz  f( 
wirkten. 


^sffln 


Wie  dem  auch  sei,  so  sieht  man,  indem  man  che  erste  Zi 
1,043  der  vorigen  Tabelle  mit  der  letzten  1,089  vergleicht,  dass  der 
Uebungseinlluss  nicht  unbeliUdithch  gewesen  ist,  und  da.ss  sich  Kinn 
und  Lippe  durch  denselben  allmlilig  von  einander  enlTernt  haben,  sofern 
sich  r  von  1  weiter  entfernt  hat.  Ks  kann  aber,  nach  meinen 
fahrungen  an  anderen  Hautlheilen,  durch  den  Üebungseinfluss  s 
einer  Entfernung  unvU  eine  Ntiherung  i\i'r  Ihuittheile  au  einander 
ein Ire  Ion. 


»fern  , 

I 


Was  die  Constanten  Verhalt ni.ssFehler  anlangt,   so  übersieht 
von    vornherein,    dass   sie    nur  gering  sein,    d.  h.  wenig  von   1 
weichen  können.     In  der  Thal,  nach  der  Hegel  S.  284  ist  ein    coifP 
stantei-  Kehler  otier  eine  Goiidünation  c()nslantei-  Fehler  C  allgemei 


Vkl 

Alle   mit   constanlen   Fehlern    behafteten    k    und  /  aber,    wcl 
in   der   obigen  Tabelle  S.  297  vorkonmien,    weichen    wenig    von 
und   hiemil  f^   wenig  von    1   al>;    was   hienach    auch   von  allen 
menten  der  tloudiinalion  gelten  niuss,   weil  sonst  wenigstens  gewi 
Gotnbinationen  stark  von   1   abweichen  mUssten.     Halten  wir  uns 
in  Betreir  dei-  Hestinunung  der  conslanten  Fehler  gleich  an  die  unterT^ 
stehenden   Mittel,    so    haben    wir  zur  Bestimmung  beispielsweise  V( 
px^-i  das  Prodncl  aus  dem,  mit  dieser  Gomhination  behafteten,  / 
(las,    mit  der   enlg^'gengesetzlen   ('omhination    behatlete    k    zu 
men,   und  a  mit  der  Wurzel  aus  diesem  l'ioduct  zu  dividiren. 
giebl: 

20 


i 


(8, 995.  81, 958 


1931 
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hievon  isl   lUn-  Logarithmus    ^  0,1)9773  —  1,    uml   tUv    htUteireniU' 
Conibinaliüii  die  Zahl  dazu,  d.  i.: 

Und  so  erhallen  wir  überhaupt  nach  enlsprechendor  Bivstimmung: 

(0  W  (3)  (*) 


0.99773  —  i 


'08  PX-E 
0,99965  —  i 


^O'aPXj 
0,99i12  —  I 


loft 


PX 


0,003^5 


Sollen  nuH  hieraus  die  einzüluea  Eleiueiile  isolirl  werden,  so 
coiiibinire  man  zum  Gewinn  von  px,  was  sicli  nur  ungcl rennt  er- 
hallen lässt,  (t)  und  (4),  so  wie  {t)  und  (3),  was  zwei  UeisLinimungcu 
von  log />x  =  Ö-OOOi  und  0,99538—1,  im  Mittel  0,99üS:J  —  I 
giebl,  wozu  als  Zahl  gehört  px  =  0,9942. 

EuLspreehend  ijewinnen  wir  zwei  Bestimmungen  von  log  f 
-(K!H)904—  I  ans  (I)  und  {^),  und  =0,99399—1  aus  (3) 
unil  (i),  dessgleichon  zwei  lieslimiuuni^en  von  log  P.,  aus  (1)  und  (3), 
uml  (2)  und  (4),  bezielienlltch  :^  0,00331  und  0,99825  —  1;  wozu 
ualurlich  Zahlen  lii^horen,  die  auch  nur  sehr  wenig  von   1  abweichen. 

Fassen  wir  nun  iiu<'li  die  Abweichungen  der  i^in/.elnen  bestiut- 
iiKiiigeri  von  f  und  1  von  ihren  Mittulwei'lhen  k  und  /  ins  Auge. 
Viii  ist  in  jeder  dei"  seclis  Ab(ht;ilungen  das  k  und  /  jeder  (loinbi- 
Datiüii  aus  je  zehn  Versuchen  bestinunl,  unil  aus  den  zehn  Ab- 
weichungen der  liiuzelbeslinmiungen  von  ihrem  Mittel,  respeetive  A- 
«<ier  i,  das  Mittel  gezogen,  endlich  aus  den  sechs  Mitteln,  die  sich  Cur 
flie  Gesanimlheil  der  sechs  Abiheilungen  ergehen,  ein  delinitives  Mille! 
gezojjen,  welches  als  >imittL  Ahw.»  unU;i'  der  Tabelle  S.  297  sltdil. 
Iiu  üurehsclmitt  der  <i<jmbinatioaen  jeder  Seite  ist  es  bezüglich  / 
«lwa.s  grösser  als  bezüglich  fc,  dort  niimlich  —  0,6331,  hier  —  O.lilHS. 
^"  iKMuerkeu  ist,  dass,  um  bei  verschiedenen  Versuchsreihen  die 
fitUlere  Abweichung  veigleiclibai-  zu  erhalten,  die  urspriinglirlic 
MideJlHvslininiuug  von  k  und  /  ininusr  aus  derselben  Zahl  von  lilinzel- 
'«'■'>ltriiimingen  geschehen  muss,  da  nach  bekannten  Priiiri[Tien  die 
tüiUlt'io  Abvveirhung  mit  der  Zahl  der  Werthe,  aus  welcher  die  ni- 
"prüüyliche   Miltelbestinnmmg  gesrhie!it,  etwas  wUchsl. 

Fasst  man  die  drei  iMsten  und  drei  lolgcuden  Abtheilungt'u  als 
2vvei  Hauplablheihmgen  der  ganzen  Reihe  besonders  zusammen,  si» 
^fiigl  sieh   in  allen  acht  Combinalionen  derselben,  ausser  zweien,  ein 

Atihimll    <l.   K.  S.  li<-KollM  kl.  •!.  WiHHKiimli.  XX)I.  20 
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sehr  slaikfir  llelHiiigsr«>rlstliriU   von  der  erslon  zur  zvvoiten  UaiiiiUl)- 
iheilunsj    iliircli   Verkli-iiicriing   der  minieren   Almeiclumi^en»   nur 
- — z.    (indet    iirnirekehrt    eine    slnrko   Veririiisseriint;    slall,    und  hei  A 
hetriii^l    die   W'rklf'ineriini;    mir    wenii;.      Ich    hid)G    diese    Verhüllnis 
;iit<rh    ins   Kiiizelne    verl'oliil,    Oberi^ehe    aber    die   Sperialresiill^te,  al 
von  keinem  jdigemeineren   Interesse. 

Um  endlich  noch  elvvas  idier  die  eingescludlelen  Versiiclii' nacH 
iler  Methode  der  millloren  Fehler  zu  swgen,  so  wurden  sie  s«i  ntK 
geslelll,  dass  tnil"  Kinn  wie  LipiM'  mil  den)  soj^.  Normal/irkel  (welch« 
den  j4-Zirkel  Itei  Aer]  vertriltj  eine  Dislan/.  =  iO  abgegren/i  \v»r(l 
und  mil.  dem  Feldzirket  ;ud'  d  em  sei  he  n  ItanUheit  (stall  auf  cinfiffl 
anderen,  wie  es  bei  Aeij  der  Kall  ist)  nach  dem  liet'tihl  die  j^leidw 
Distanz  her/.nslellen  versucht  ward,  wobei  die  Abweiehnngen  zwiscliö 
Nffrnialdislanz  ntid  Fehldistanz  znniiehsl  die  soi;.  r alten  lehler  i?et)el! 
indess  die  Abweichunü;eu  der  «'inzelnen  Fehldislanzen  von  ihr« 
Mittel  die  reinen  Fehlei"  geben.  !tie  mit  der  Zahl  der  Abweichung* 
dividirle  Dilli-renz  zwischen  der  Summe  4Jer  (»osiliven  und  nach  ahf 
luleni  \Verlh<'  yereclinelen  nei^alivrn  rohen  Fehler  aber  »ersU 
luituis  letzlei»')  giebt  den  eonstaiiten  l'ehler.  Diese  Versuche  wnril«-'" 
in  ganz  vi'igleield)arer  Weise  mit  den  Ae(|nivalenzvei*snehen  angesleJ  :, 
»ind  beide,  wie  angegeben,  in  Abtheihmgen  von  je  vi«T  zu  vier  Tai 
zwischen  einandiM'  eingeschaltet,  wobei  die  Abtheihing  kWv  uiilllei 
Fehler  drn  Anfang  machte.  Daln'i  wurde  zui'  Klimiualion  der,  aui 
hier  voikonmienden,  constanteii  Felder  eben  so  oft  das  «-Veilahif- "^ 
(Vorausgehen  der  Normaldislanz)  als  j'-Verrahren  (Voransgehen  d<^ 
Fehldislanz)  angewandt,  eben  so  ofl  der  Normalzirkel  mil  der  Linkt 
als  Hechten  applicirt,  und  eine  gleiche  .Vnzahl  Ver.^uehe  =  240 
K  als  /.  angestellt.  Die  mitdereii  Abweichungen  aber  sind  a» 
hier  znniiclist  aus  Fractinnen  \\  m  — :  10  beslimml,  und  aus  ilie 
Mitleln  zuletzt  da.s  delinitive  Millel  gezogen,  wie  es  sich  (olgenr 
angegeben  lindel.  Ibenacli  wurden  ilberhan|>t  folgemh^  Kesullal^ 
erhalten. 

Definitive    mittlere   Werthe    der    reinen    Fehler    ans 
24(1   Bos  Lim  m  ungen  für  A'  und   fy. 

für  Ä'=  0,rt223  I  für  />  =  0,4r,82  , 

also   eluas   grosser    für    h   als    L,    beide    etwas    kleiner    als    tlie   ei 


)9K^ 
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t»fire<'licutlen    üjilHeren  Abwoicluiiigun    0,G3i{l    laid   0,6188  hezüjjjlich 
der  Methudo  der  Aüiiuivalenlc*. 

Nacli    der    hilgc    «Icr    soclis    Alillu^ilunijon    lipsondor.s    liesliiiiml 
faoiicn  SH'h  die  rciiiei)  iiiiUlerini  Alnvi.'icliiiiigün  ^o: 

I  II  III  IV  V  VI 

für  A'       0,6715         0,532;j         0,1)810         0,i61J>         0,5710         0,ö1(t5 
fnr  A       0,0280         0,5570         0,:ir,10   "     0,51ün         o,.'V4i(i         (i.ioiO 

Hn'  KeÜK'  (lir.sfi  Wr.ilhi'  ist  sclif  iinrojjioliiWkinsig,  und  ciiu!  ho- 
>li(miik^  Al)Iiiingigkt'il  von  der  Zeil  der  VcrsiirliC!  i,'rlil  diUiuis  iii<'lil, 
liervür. 

Als  definitivf!  niilllorc  constanl«  Fehler  ertridien  sich : 
für  K  +  0,?00   ;  für   /.  +  0,^83  . 

VtTxiic  li  s  I  (■  i  lic   von   K  (»(■  h   ii  ik   Kinn    H   u  inl   (Hx'il  i  j)  [ic   L. 

Vom  2i.  A|iri1  l>is  !.  Miii  185'.K  Unthaeliier  R.  O.  (1.  Koch, 
Sliid.  malli.  Wosenllich  dieselben  Verhminisse  als  hei  der  (iraliau- 
.sclicti  Kcilie,  so  nanienlüeh,  dass  sowohl  c;^  rds  <(,  =  20  pariser 
l^ccinialliiitiTi  belriiü;,  dass  an  jedem  Versin'hsUigc  20  Aei|uivalonü- 
verüuclie  hinter  einander,  je  10  inil  i^egcnslUzlichcr  CombinaTion  eon- 
»lank'r  Fehler,  angc^slelll  wurden,  imd  dass  zwisclien  die  Aequivtilenz- 
vfüsitclie  Vorsiiehe  nach  der  Methode  der  miUleren  Fehler  an  Kinn 
|""I  Lijipc  cingesehallel  wurden;  det-li  fbljuende  Punete  andt'ts:  hios 
«•-Versuche  im  Sinne  von  S.  288,  wonach  die  (ioiiibinaliüii  px^  nur 
luijLjcjrcnnt  beslinnuhtii'  war.  liezcichnen  wir  sie  also  einfachlieils- 
litillicr  inil  \^.  l>er  Wechsel  zwischen  Ae(|nival(»nzversueheti  und 
Versuchen  nach  der  Melhode  der  mittleren  Kehh^'  nicht  nach  je  vier 
Tai^'ti,  sondern  nach  je  zwei  Ta^i'n.  Von  eiiiciu  V'ersuchsla}j;e  zum 
aiuh'ren  wechselte  die  Folge,  in  <h^r  die  £,'cgensHlzliehen  Coiiibtnalionen 


angewandt  wurden,  so,  dass,  wenn   am  ersten  Tage  sich  \^?.  und 
'"lil  je    10   Versuelien)    lbl|j;len,    am  zweiten  sich   uiuijekehrt 


p;. 

und 


r  rolt;len;    nach    Zwiseheiieinsehiebuni;    von    je    zwei  *  Versu('lislaii;en 

'luUlerer  Fehler  alier  die  Kolge  wie  bei  (Im  lösten  zwei  Tagen  wie- 
d<n-keln'te.  In  Suninia  800  Versuclie,  verlheilt  aiil"  ill  Tage.  Nur 
^i'*i' Combinationcn  iiberhautJl,  "oX,  — , ,  -^  und  —.  jede  mit  SOtt  Ve 
suchen. 

20» 


r- 


2,170    \M 
4,7TS     1* 


lUv.v   wie    hoi    (iral*aii    starker    Forlsclirilt    (liinh    »lic    Ueihf 
dvr   tMst    bei    der  VIII.  Uuilic  seine  Grenze    lial,    iiiii    von    da  eil 
Uli  rege  [rulissiijeiii    Wethsel    IMalz    zu    machen,    indoss  ein    Fortsei 
nach  den  Tagen  nur  l)ei  der  Reihe  1  :iichU)ar  ist. 

Was  die  conslanten  Fehler  ardatit»!,  so  haben  wir  auf  (inind  d«!r 


nach  (1)   umi  (:i)     lo^  pA  —  0,ÜGI>3G  ~  1 
nach  (2)   und  ii)     log  |-  =  ü,ia580  —  1 
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Hienach : 

log  p  =  0.93353  —  I  1         log  ;.  =  0,00973 

p  =  0,90äC7  k  =  t,0366 

also  die  constaiilen  Fehler  erheblicher  als  bei  Grabau. 

Auch   die  Abweichungen   tler   einzelnen   f  und    I   von   h   und    / 

fanden  sich,  so  weil  ich  sie  untersucht  habe,   erheblich  grösser  bei 

Koch   als  Grabau;    doch    habe   ich  ihre  Berechnung  nicht  durch- 

gefuhrt.  und  die  Berechnung  der  mittleren  Fehler,  da  sie  schon  nach 

Grabau  zu  keinem  besonders  inleressirenden  Resultate  führte,  über- 

bupl  nicht  vorgenoniitn'n. 

XXI.   Resume. 

I)  Es  handelt  sich  in  dieser  Abliandluug  um  .Massbestiujniungen 
über  die  Feinheit  des  Raunisinnes  oder  der  sog.  extensiven  Eniplind- 
ichkeit  der  Haut  nach  iler  sog.  Methode  der  ricliligen  um!  falschen 
•"alle,  worüber  einleitend  im  L  Abschnitte  gesprochen  ist. 

i)  Schon  früher  sind  zahlreiche  Versuche  in  dieser  Beziehung 
on  Vierordt  in  Tubinsen,  Volk  manu  in  Halle  und  Camerer 
to  Riedlingen  Iheils  veranstaltet,  theils  selbst  angestellt  \vor{len,  deren 
»istorische  Verhllltnisse  in  allgemeinerer  Weise  im  III.  Abschnitte, 
Specieller  bezüglich  der  C  a  me  re  r'schen  und  Vol  kmann'schen 
^" ersuche  in  den  Abschnitten  Ylll  und  X  besprochen  sind. 
I  3)   Es   Hessen   aber  die.se   früheren   Versuche    iheils   hinsichtlich 

Icr   .Anstellun^sweise   Manche»    zu    wtlnschen    ubris.    theil.s   blieben 
lanach  manche  theoretisch  und  praktisch  wichtige  Fragen   bezüglicli 
ier  Methode  noch  ungelöst,   welche   im  IL  Abschnitt  S.   1  1 4   aufge- 
führt sind;  daher  Camerer  eine  neue  Versuchsreihe  zur  Erledigung 
derselben  angestellt  hat  (VUli,  mit  deren  Bearbeitune  sich  diese  Ab- 
liandlung  hauptsächlich  beschäftigt  hat,  und  w'oraus  unter  ihunlicher 
Milriicksichl  auf  die  früheren   Versuche  folgende  Hesultate  fliessen. 
V)    Gemeinhin    hat    man    geglaubt,    die   Versuche    unwissentlich 
Iresp.  halbwissentlich)  mit  Einschaltung  von  Vexirversuchen,  zur  Ver- 
meidung i'ines  Einflusses  der  Kenntniss  dei-  Verhaltnisse  auf  das  Ur- 
teil der  Emptindung  anstellen  zu  müssen;  sowohl  nach  allgemeineren 
finJnden  als  dem  Ausfall  der  neuen  vergleichenden  Versuche  Came- 
rer's   ist  jedoch  das  wissentliche  Verfahren  im  Ganzen  vorzuziehen, 
onJ  die  Einsciialtung  von  Vexirversuchen  als  von  nachweislich  stören- 
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dem  Eionusse  zu  verwerfen,  wenn  man  nicbl  die  Versuche  s 
langsam  folgen  lässt,    dass   ein  Contrasteinlluss  der  früheren  auf  di 
späteren  ausgeschlossen  ist  (V  und  XVI). 

5")   Der   Conlrast    zwischen    grösseren    und    kleineren    Distanz« 
spielt    üherliaiipl    bei    unserer  Methode    eine   sehr   beachtungswerth^ 
Rolle,  und  die  Verhitltnisse  der  Vexirfehler  und  Unterschiede  z\visch< 
den  Resultaten,  je  nach  Aufsteigen  und  Absteigen  mit  den  Distanzen, 
hängen  wesenthch  davon  ab  (VJ).  ^M 

6)  Die  Entstehung   der  Vexirfehler   an   sich  selbst   aber  scheint" 
in  der  Hauptsache  eine  Sache  der  liiinbildung  zu  sein,    wenn  schon 
die  Mitwirkung  anderer  Momente  dabei  nicht  ausgeschlossen  ist  ,^V1 

7)  Insofern  zwischen   streng   richtigen  Folien,    wo   eine  Dista 
zwischen   zwei   getrennten  Spitzen   entschieilen   als  solche    erscheint, 
und  streng  falschen  Füllen,  wo  die  Berührung  durch  zwei  getrennte 
Spitzen  entschieden  einfach  erscheint,  noch  Debergangs-  oder  Zwischen- 
fälle   vorkoutmen,    sind   doch   fUr    die    praktische   Verwerthung   u^H 
Rechnung  (he  Falle  stets  auf  zweierlei  zu  reduciren,  indem  man  di^" 
Zwischenfölle  entweder  (nach  Reduclionsweise  «)  ganz  zu  den  falsch( 
oder   (nach    />'!  ganz    zu   den    richtigen    zilhll,   oder    mach    ;')    gleit 
zwischen  beide  theilt  (Vll).     Hievon  hat  sich  die  dritte  Methode 
im  Ganzen  als  die  beste  erwiesen  (XVI). 

8)  Nach  dem  allgemeinen  Massbegrilfe  der  Empfindlichkeit  Iflsst 
sich  die  Feinheit  des  Raumsinnes  oder  die  extensive  Enipfmdlichkc 
der  Haut  reciprok  setzen  den  Distanzen  D  auf  derselben,  die   (na^ 
einem    kurzen  Ausdruck)   für   die  Empfindung   äquivalent  erscheinen, 
d.  i.  die   bei  vergleichbar  gehaltener  Ausführung  des  Verfahrens  eiü 
gleiches   (reducirtes)  —  oder,  procenlal  gesprochen,   ein  gleiches 
geben.     Müller  theilt  zwar  diese  Auffassung  des  Empfindlichkeit 
masses   durch   unsere  Methode   nicht,    doch   kann   ich  nach  der,   i|^ 
XVI.  Abschnitt  geführten,  Discussion  nicht  anders  als  darauf  bestehe^^ 

9;    In    jedem   Falle    kann    man    nach    einer   Regel   oder    Formel 
fragen,  welche  gestattet,  nach  Beobachtungen  bei  einer  beschrankten 
Zahl   von  D   auf  zwei  Hauttheilen  A,   ß  das  VerhüUniss  der  für 
geltenden  äquivalenten  Distanzen  «,  &,  hiemit  das,  nach  unserer  Ai 
Fassung  damit  reciproke,  Verhaltniss  ihrer  Empfindlichkeiten  allgeraenT 
zu  bestimmen. 


Issl   , 

I 

ein 


teuj 
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10)  Vierordt  hat  diess  auf  Grund  sehr  zahlreicher,  in  seinem 
Instilule  angestellter,  Versuche,  welche  sich  Über  alle  Theile  der 
flaiitoberflache  erstrecken,  durch  eine  danach  conslruirte  Tabelle 
S.  177),  welche  den  Rückgang  auf  eine  Formel  erspart,  zu  leisten 
versucht;  so  sinnreich  aber  seine  Alelhoile  ist.  und  so  geeignet,  für 
niclil  zu  kleine  Distanzen  angenühert  zulrellende  Resultate  zu  geben, 
genilgl  sie  doch   (nach  S.  179  f.)  der  Aufgabe  nicht  erschöfifeud. 

W)  Hienach  haben  sowohl  G.  E.  Müller  als  ich  selbst  Formeln 
(respective  M  und  F)  aufgestellt,  welche  der  Aufgabe  dadurch  zu 
eul-sprechen  suchen,  dass  sie  gewisse,  für  die  Eni[ilindliclikeit  jedes 
Haiiltheils  charakteristische,  Werthe  Ä,  h  enthalten,  die,  aus  den  Be- 
obachtungen bei  einer  beschrUnklen  Zahl  von  ö's  auf  einem  gegebe- 
ueo  Haiitlheile  abgeleitet,  hienach  ftlr  alle  andere  jD's  auf  demselben 
llaiiltlieile  gültig  bleiben,  so  lange  dessen  allgemeiner  Enipfmdlich- 
keitszusland  sich  nicht  ändert;  und  wennschon  Müller's  Formel 
weseotlich  auf  einen  anderen  Zweck  geht,  als  üquivalenLe  Distanzen 
zu  bestimmen,    tbeilt   sie  doch  mit  meiner  Formel  das  Princip  dazu. 

12)  Des  Näheren  enthalten  beide  Formeln  eine  Beziehung 
zwischen  rj  einerseits,  und  D,  h,  k  andererseits,  welche  durch  das 
Gauss'sche  Integra!  der  Fehleiwahischeinlichkeil  vermittelt  wird 
(S.  196  unil  197:,  Da  aber  dieses  Integral  keiner  allgemeinen  Dar- 
stellung in  endlicher  Form  filhig  ist,  so  lössl  sich  von  der  Grund- 
forruel  selbst  keine  praktische  Anwendung  machen,  wohl  aber  durch 
öebersetzung  derselben  in  eine  sog.  Fundamenlallafel,  wie  sie  für 
beide  Formeln  ^fUr  die  IM  Uli  er 'sehe  nur  auszugsweise)  S.  206  IT. 
gegeljen  ist.  Danach  findet  man  zu  jedem  irgendwie  reducirten  rf, 
WäM  auf  einem  gegebenen  Haultheil  gefunden  wird,  in  der  Tabelle 
t'riien  Werth  t  {nach  Müller  r).     Diesen  setzt  man: 

t  =  hD±k  , 

wo  das  obere  Voizeichen  für  die  Anwendung  von  meiner,  das  untere 
ßlr  die  Anwendung  von  MtlHer's  Formel  gilt;  und  von  dieser  sog. 
ndttren  Formel  ist  für  die  Bestimmung  der  Emptindlichkeilsver- 
hällnisse  verschiedener  Haiittheile  in  folgender  Weise  Gebrauch  zu 
machen. 

13)  Nachdem    man   die   f's    für  eine   Anzahl    i mindestens  zwei) 
/>'s  auf  einer  gegebenen  llautslelle  nach  den  dajauf  gefundenen  r-^'s 
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G,  Tii.  1- 


ECIINER, 


u\,  kurz  gesagt,   fUr  dif 


millelst  der  Fiindainenlallafel  bestfniriit,  ui 

r-J-'s  eiogesetzt  lial,  leitet  man  daraus  die  Constanten 

dären   Formel   sei    es   nach   einer  einfachen,    aber    minder   scharfen 

Methode,   Summationsmethude  (Siinini,),   sei   es   nach   der    schärfsten 

Methode,  d.  i.  der  kleinsten  Quadrate  (Qu.)  ab,  wozu  die  Regeln  im 

XIV.  Al)schnitt  gegeben  sind. 

14)  Werden  nun  auf  zAvei  Haullheilen  .4,  D  äquivalente  Distan: 
a,  b  gesucht,   so  substituire  man  die  nach  13)  für  .1  und  B  gefun- 


im  i 


denen  Conslanlen  h^ 


K  ""tl  ''{.'   '^;- 


in  die  secundären  Formeln  für 


diese  Haullheilc,  woduix'ti  man  hat: 

k  =h  ■  ^  —  h  ' 
Da   nun   im  Fall   der  Aequis'alenz  die  Werlhe  rf   und  mithin  ( 
auf  beiden  llaultheilen  gleich  sind,  so  ist  t^  =  tg,  zu  setzen,  mit 


h„-  a±  ka  =  hf^-b±  k^  , 


4 

lin  ( 

I 

ize» 


woraus  sich   (nach  S.  181)  als  Yerhältniss  der  äquivalenten  Distanz 
ff,  6  ableitet: 


f*a  "~/l 


4 


1ö)  Eine  HaupLfolgerung  Jetzteier   Formel   ist,   dass  das  Ver; 
hallniss  der  äquivalenten  Distanzen  —  sich  mit  ihrer  absolu 


für 


grössere   «'s   aber   nahe   auf  j^   zurückkoi 


Grösse    ändert, 

(S.  184  f.). 

16)  Wenn  aus  den  Versuchen  einer  Mehrheit  von  Beobachtern 
Miltelbestimmungcu  für  die,  einem  gegebenen  Hautthcde  zukommen- 
den, //,  k  zu  ziehen  sind,  so  kann  diess  nach  zweierlei  Methoden 
geschehen,  die  ich  als  Methode  der  mittleren  /  und  mitllcren  r 
kurz  als  T  und  R  untei'schcide,  worüber  Abschnitt  XV  Nah 
eulhitll. 

1 7)  Wtihrend   nach    ticn   von    no.    1 1    bis    l  G    entwickelten 
Ziehungen  die  Formeln  M  und  F  gleichen  Gesichlspuncten  unterlieg 
gleich   zu   behandeln   sind   und   gleiclien  Anspruch  machen,   zur 
Stimmung   von  Distanzen,   die   in   Uetred"  des  r^-Werthes  liquiva 
sind,   dienen    zu   k«')nnen,   unterscheiden   sie  sich    an  sich   und  n 
ihren    llesultatcn    Iheils    durch    die    verschiedene    Weise,     wie 
Gauss'sche  Inleeral   in  die  Grundformcln  einsieht,    und    die   deiui 


m] 
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müsse  VcrsclntMlotilieit  der  zii^eliörigtm  KtindanientHlüifeU  llieils  das 
onl{,Tgengesetzle  Vor/oiclieo  von  k  in  den  seciindiiren  Formeln,  iheiLs 
die  verscbiodcno  Dculiing.  welrlie  den  Couslanlen  h  und  k  ücIIjsI 
beizulegen  isL 

18)  Lelztt.'res  unlangeud,  so  worden  von  mir  die  0;nslanli'ii  //, 
k  blos  nach  ihrer  l.eistung  für  Berechnung  iUiuivalenter  Dislitnzen 
iimi  tuK'li  ilirrn  AbliiiiigigkeitsverhclIUilssen  charaklerisirt ;  MUllcr 
abn  k'i;l  deu.si'll)en  ht^sUnimlere  Hedeulungen  l)ei.  Seint;  secuiidjlre 
Formel  laulel  nämlich   iirs|H'ijnglieh  so: 

l  =  h{D  —  S)=  hD  —  hS  =  fiD  —  k  , 

NViHiacli  seiti.  nur  im  Kechnnngsinleressse  von  ihm  :üs  einrach  ein- 
iji^fuiirles  U  im  Grunde  eine  ZuscimmenseUiing  zweiei  (ioiistaulen  // 
iinil  N  ist.  Darin  iKMlettlel  S  die  von  Müller  als  znPctIlig  vaiialiel 
.iniii-tiüinniene  uiilllere  UaumselrwrlU",  //  this  IMleisionsinass  ihrer 
\iiiiatiunen  naeh  (1  a  u  ss'schem  üesclze.  Indem  nun  Milllci'  nach 
ilt'iii  bescliriiakleu  MassbegrilVe,  ilen  er  von  der  l{m[)llndltcl)keil  idM'i- 
IwtJpl  hegt  (S,  190^,  dieselbe  blos  der  Si-liwelh^  reriprok  selzl,  \er- 
HiTl  A,  Irolzdeiii  dass  /  J}  inil  h  wiichsl,  fui'  ihn  eine  Bedciilnng  für 
•lis  durehschnitlliehe  Grösse  der  Eni|tündli(likeil  nUhrend  der  \t'r- 
siicliszeil  und  bchiilt  solelie  btos  Cur  die  Varialionsweile  der  Schwelle, 
liiwiiil  (\iv  Durchsehnillsgrösso  tier  Ve  r  ii  ntle  r  u  ngen  ,  weiche  die 
tfiipiindiichkt'it  wiiiu'end  i\rv  Versueliswit  erleidel. 

ISi  Nun  ist  im  XII.  Aiisciinilt  S.  187 IT.  anst'inander  geselzl,  wie 
griisseii  Sclvuii'rigk(^i(en  diese  Aurrassiing  der  (IftusUmlen  in  iMUller's 
l'ornifl  unleriiegl,  was  jedoeli  an  sieh  nii'hl  hindern  würde,  dass  sie 
3ls  empirische  Foiinel  mil  irgend  welciier  andt^ren  Deulung  der  C.on- 
sUin(eti  [»esUlnde,  so  dass  die  dt^iinilive  Kniseheiditng  darauf  zu 
Hissen  ha(.  welelu?  von  beiden  l'fujiicln  besser  zu  den  Krfahrmigen 
stimmt. 

20)  Untersuch l  man  nun  diese  Frage  nach  den  Tübinger  oder 
cldcruri  Ca  ni  erer'schen  Versuchsreihen,  so  bleibt  die  Frage  unerit- 
'»«'liieden,  oder  kann  sell)sl  die  M  tl  1 1  e  r 'sehe  Formel  als  die  zulJing- 
fichere  erscheinen  (S.  119,  249,  27t);  eine  nlihere  ünlersueluing  aber 
führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  sie  nur  einer  gewissen  ünvollkonimenheil 
dieser  alleren  Versuche  besser  enls|irichl  als  die  meinige,  wogegen  die 
von  dieser  ünvorikommenlieil  freien  neuen  Ca  m  erer'schen  Versuche 
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den  empirischen  Vorthcil   enlschieden   auf  die  Seile   meiner  Formel 
fallen  lassen  (XVI). 

21)  Aus  der  Gesammthcit  der  vorstehenden  Untersuchung  gehen 
für  eine  etwaige  Wiederaufnahme  von  Versuchen  in  unserem  Felde 
gewisse  Bedingungen  hervor,  nach  denen  das  bisher  gemeinhin  ein- 
geschlagene Verfahren  abzuändern,  welche  S.  272  kurz  rcsumirl  sind. 

22)  Die  Resultate  der  Methode  der  r.  u.  f.  F.  sind  mit  denen 
der  Methode  der  Acquivalente  nicht  schlechthin  vergleichbar,  da  nach 
beiden  die  extensive  Empfindlichkeit  der  Haut  in  verschiedener  Weise 
in  Anspruch  genommen  wird.  Die  äquivalenten  Distanzen  nach  der 
ersten  Melhode  stehen,  so  weit  sich  nach  den  bisher  vorliegenden 
Versuchen  schliesson  iJissl,  auf  denselben  Ilaultheilen  in  viel  weiterem 
Verhültnisse  auseinander,  als  nach  der  letzten  (XX).  Es  isl  aher 
noch  eine  weitere  Ausdehnung  der  darüber  geführten  UntcrsuchuDg 
zu  wünschen. 

23)  Der  XX.  Abschnitt  enthalt  in  Anschluss  an  die  Besprechui\^ 
des  vorigen  VerhJillnisses  eine  weitere  Auseinandersetzung  der  Meth(3i\c 
der  Aequivalenle  nach  ihren  Ilauplpuncten. 
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Nachträgliche  Berichtigungen  zu  der  Abhandlung  »Ucber  die 
Frage  des  Weber'schen  Gesetzes  u.  s.  w.« 


S.  12  Z.  7  V.  u.  statt  ]/^  lies  |/^ 

S.  85  Z.  6  V.  u.  statt  Verhältuissschwt: 

S.  86  Z.  2   V.  o.  sUitt  [Vv^^^i]'^  lies  {Vv„Vu  —  O'''- 


S.  85  Z.  6  V.  u.  statt  Verhältuissschwellen  lies  Unterschiedsschwellen. 


DIE  BEI  DER 


RSUCHÜNG  VON  GELENKBEWEGUNGEN 
ANZUWENDENDE  METHODE, 


ERLÄUTERT  AM 


ELENKMECHANI8MU8  DES  VORDERARMS 
BEIM  MENSCHEN. 


VON 


WILHELM  BRAUNE  und  OTTO  FISCHER. 


^*'-  d.  K.  8.  Uesellsub.  d.  Wissensch.  XXU.  21 


Die  Bewegung   der  Vorderarmknoclien   des   Menschen    bei    der 
Pronation    und    Supination ,    die    man   nach    einer   langen  Reilie  ein- 
gehender  und    uiederholler    Untersuchungen    vollsLündig    zu    kennen 
meinlD,    ist  durch  eine  Arbeit  Lecouile's'),    der  die  allgemein  ange- 
nominenG  Lehre  hierüber  wieder  in  Frage  slellle,  neuerdings  Gegen- 
sland  einer  lebhaften  Discussion  geworden.     Sie  führte  dazu,  diesen 
Gegenstand  bei  dem  medizinischen  internationalen  Congi'css  zu  Kopen- 
hagen im  vergangenen  Herbst  auf  die  Tagesordnung  zu  setzen.     Die 
Verhandlungen,    welche    an    die    Arbeiten    von    Welcker,    Lecomte, 
Braune  und  Flügel,    Kusler,    Einlhoven,    Ueiberg,   iMorris  u.  A.  an- 
knüpften, führten  zu  keinem  abschh"esscnden  Resultate,   und  konnten 
auch  nicht  zu  einem  solchen  fuhren,  weil  die  Autoren  verschiedene 
Unleisuchungsmothoden  angewendet  hatten  und  keine  derselben  An- 
spruch auf  Exacthcil  erheben  konnte. 

Es  erscheint  daher  geboten,  den  Gegenstand  neu  aufzunehmen, 
und  zwar  mit  mathemalischem  Apparat,  um  die  kinomalischen  Grund- 
^'ölze,  die  allein  bei  derartigen  Untersuchungen  sichere  Resultate  ver- 
sprechen, anwenden  zu  können. 

Das  liedürfniss  exacter  Untersuchung  auf  dem  Gebiete  der 
'^''lonklehre  hat  auch  Einthoven  schon  empfunden  und  ausdrücklich 
äu.s,i;('jjjH'ochon  (Archives  Neerlandaiscs  dos  sciences  etc.  Hnriein, 
^-  XVIl.  ',i.  liv.  p.  3112.  Anuierkung).  Bei  dieser  unserer  Arbeit,  welche 
''urch  Vorversuchc  mit  Herrn  stud.  math.  Fiedler  aus  Zürich  vor- 
»ereiiei  wurde,  soll  au.sdriicklich  von  einer  eingehenden  Bertick- 
*'*^hligung  der  Literatur  abgesehen  weiden,  sowohl  deshalb,  weil  sich 
^hr  schwer   namentlich    aus    den  Citaten    der  Lehrbücher  das  Ver- 


')  I,f  r*»(tile  <'t  la  rolalion  de  h  iiiain.     Arrliivns  generales  de  niedecine  aoül 
*^U  et  mai  et  juin   1817.  .  ._ 
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dienst  dos  einzelnen  Autars  fcätstcllcn  lässl,  als  auch  aus  dem  Gruim 

weil    Heiberg   fast   das   ganze    liierarische   Material    in    seinem    ßu<7A^ 

über  die  Drehungen  der  Hand    (Wien  und  Leipzig,   \HHi)   niedergel^:^ 

lial.     Auch    könnten    sehr    leicht    neuere   Publica! innen    in    frenu/*^'* 

Sprachen    überstellen  wt-rden.     Auf  chis  in   K(>j)enliagen   Vorgelrager-::^^^ 

und  auf  die  früher  mit  Herrn  l'lügel  angeslelllen  Versuche  wird  liic^^ 

nicht  zurUckgegrill'en   noch   Hezug  genommen  werden,  um  die  Arbci 

möglichsl    frei   von    allen    historischen  Riiekbhcken    unil    persönlifhei 

Beziehungen    zu    halten.     Es    wird    dadurch    wohl   am   besten  jcde^  ^ 

Priorillitsslreit  ausgeschlossen.     Ms  geschah  nur  aus  L'nkenntniss,  dasa^ 

bei    der   frUlieren  Arbeit   die   Kostei'sclte    Arbeit    (Weekblad   van  he  «^ 

I 
Nederhuidsch  Tijdsehrift  voor  Geneeskunde   IH8tK   p.  213]   nicht    an-i 

geführt  wurde. 

Ferner  soll  gleich  anfangs  erklUrl  werden,  dass  die  Arbeit  wie 
der    aufgenonunen    werden    wird.     Das  Folgende    hat   tlte  Bodeuluof  ^ 
einer    juincipiellen   Feststellung    der    Melhode,    wie    juan    bei    eint 
exac(en  ünlersuchung  der  htei'  einschlilgigcn  Fragen  zu  verfahren  ha 

Die  Beobachtungen,  die  hier  zu  Grunde  gelegt  sind,  haben  de^M 
Zweck,  die  Metliode  und  deren  Anwendbarkeit  übei-liaupt  zu  zeigei 
ohne  den  Anspruch  zu  machen,  endgültige  Uesultale  zu  liefern.  Dei 
es  ist  selbstverslUndlich,  da.ss  eine  exactc  Untersuchung  auch  d: 
individuelliMi  Erscheinungen  zu  Page  füiderl,  die  nur  durch  eil 
grosse  Zahl  von  Beobachtungen  eliminirl  werden  können.  —  D* 
Arbeiten  von  Keeornte  und  lleiberg  gingen  darauf  hinaus,  die  B»' 
wegungen  der  Vordeiariuknochen  am  lebenden  Körper  zu  unlos 
suchen.  Nauieutlich  betonte  becoiute,  dass  die  Versuche  am  Cadav' 
nicht  der  Wirklichkeit  enlsprüchen.  Durauf  hin  soll  nochmals  ai 
drücklich  hervorgehoben  werden,  dass  die  Messungen  tecomte's  ui 
Heibcrg's,  die  am  Lebenden  gemacht  wuiden,  keine  brauchbar» 
Resultate  lieferten.  Und  zwar  liegt  dies  nicht  nur  in  den  von  b^tfBli 
den  Untei Suchern  angewendeten  Methoden,  die  jeder  Genauigk  "^e»' 
entbehrten  (siehe  Heiberg's  Pinselkurven  a.  a.  0.  p.  ü4,  05,  72,  "^^^i 
76) ,  sondern  überhaupt  in  der  Unmüglichkcit ,  am  Lebenden  e 
zelnc  Knochenpunkto  genügend  zu  fixireu. 

Eine  genaue  Untersuchung  am  freigelegten  Gelenk  des  Cadav"^*^ 
muss  die  Grundlage  bilden,  damit  man  zunächst  die  Gonslrucl  i<^'' 
des  Skeletmechanisnius   an   sich   erfasst.     Erst  dann  können  die    t>^' 
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.-Mvegeuilen  Muskeln  und  überhaupt  die  Art  der  Functiüniriiiit!;  des 
lebenden  Organismus  ins  Auge  gefasst  werden,  um  die  Iilrschcinung 
in   ihrer  Total itlU  zu  erkennen. 

Schon  Carlesius  hiil  in  seinem  Disiconrs  de  la  methode  es  aus- 
gesprochen, dass  man  jede  coni[)heirte  Erscheinung  /um  Zwecke  der 
Uolersuchung  in  ihre  einzelnen    Theiie  zerlegen  müsse. 

Zur  genauen  Kenntniss  der  Bewegungen  des  Knochensystems 
ist  vorerst  nüthig,  dass  man  die  relative  Bewegung  eines  jeden 
Knochens  /u  dem  nächsten  Skelellheil  untersucht,  der  mit  ihm  durch 
ein  Gelenk  bevveglicli   verbunden  ist. 

Wenn  es  sich  um  die  Bewegung  des  Knochens  als  Ganzes  han- 
delt, so  ist  derselbe  als  starres  iMassensystem  aufzufassen.  Und  da- 
bei ist  vornelunlich  zu  fragen,  wie  viel  Bedingungen  voihanden  sind, 
die  das  starre  Ma.«jsensysten]  an  der  freien  Bewegung  im  Baume 
hindern.  Durch  6  »Bedingungen«  wird  das  Sy.stem  festgelegt. 
Je  nachdem  nun  1,  2,  3,  4,  5,  G  Bedingungen  iler  Bewegung  auf- 
erlegt werden,  unterscheidet  inan  in  der  Kinematik  l,  2,  3,  i,  5, 
6  Grade  des  Zwanges,  rcsp.  5,  4,  3,  2.  I,  0  Grade  der  Freiheil 
der  Bewegung.  In  diesem  Sinne  besitzt  z.  B.  ein  mit  Nussgelenk 
ötn  Nebenknochen  befestigter  Knochen  gegen  jenen  3  Grade  der 
Freiheit,  wühreud  ein  im  Cliarniergelcnk  dieldtarei'  Knoclien  im  All- 
fSeoieinen  nur  I  Grad  der  Freiheit  in  seiner  lelativen  Bewegung  zu 
*>einem  Nachbarkiiochen  hat. 

Für  eine  ideale  Gestaltung  der  Gelenke  der  oberen  Exlreniitüt 
beim  Menschen  d.  h.  für  den  Fall,  dass  je  2  zu  einander  gehörende 
Cirlenklllk-hi-n  ganz  genaii  in  einander  pnssten  un<l  kein  Schlotlern 
der  Knoclien  im  Gelenke  gestalteten,  wüiilen  sich  folgende  Verhült- 
nisso  herausstellen.  Der  llumerus  hat  in  Folge  des  Nussgelenkes 
•*daliv  zur  Scapula  eine  Beweglichkeit  von  3  Graden  der  Freiheit. 
Jeder  Punkt  desselben  ist  auf  eine  bosliumilo  Flüche,  welche  in  die- 
sem Falle  annilhernd  eine  KugeHliiche  ist,  gezwungen.  Auf  dieser 
Wann  derselbe  dann  innerhalb  gewisser  Grenzen  jeden  beliebigen  Ort 
•einnehmen.  Das  würde  nun  an  sich  2  Gra«le.  der  Freiheit  bt^ 
*^inj^cn,  wenn  eine  Festlegung  des  Knochens  dadurch  njOij;lich  wälre, 
*lass  mau  einen  beliebigen  seiner  Funkle  an  einer  bestimmten 
Stelle  seiner  Fläiche  festhilll.  Da  man  jedoch  dann  immer  noch  um 
^ioe  durch  diesen  Punkt  und  den  Ilumeruskopf  hindurchgehentle  Axe 
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den  Knochen   roliren    kanu,    so    komnil    noch    I   Grad    der  Freit 
hioKu. 

Die  Ulna  hal  in  ihrer  Bewegung  geg^'n  <len  Humerus  1 
der  Fri'ihoit,  wenn  ninn  vom  Schbllern  im  (jolenk  absieht,  was  io 
gewissem  Sinne  2  Grude  der  Ficiheil  hervorruft.  Unter  «Sehlolleru* 
soll  eine  IJewegliehkoit  verstünden  weiden,  etwa  iihnlich  dem  Wackelfl 
eines  durch  Ansnuti^ung  tiielil  mehr  genuu  Cuuctioniründen  Maschinen^ 
(heils.     Es  wird  spüloi    darauf  zuriickgekoiniuen  werden.  ^H 

Der  Radius  hal  in  seiner  Bewegung  gegen  die  l  Ina  nm   1  (Jrati 
der  Fieiheit.     Ein   Punkt  {\vr  Uhiu,    oder   was    kinematisch  dassdln 
isl,  ein  «larr  mit   dei-  Ulna  verbundener  Punkt  besiUl  gegenüber  de 
Scapula   i  Grade,    ein   Punkt   des  Uadius   somit   gegenüber   i\vi  Scj 
|iula  5  Grade  der  Fi'eiheit. 

Wahrend  man  jeden  Punkt  des  Humerus  bei  leslslehender  Sca- 
pula nur  an  eine  beliebige  Stelle  einer  bestimmten  Flüche  hringw» 
kann,  isl  es  möghch,  jeden  Punkt  der  Ulna  an  eine  beliebige  Stelle 
des  Raumes  bei  feststehender  Scapula  zu  versetzen.  Dies  ist  se\b*^ 
versltindhch  auch  nur  innei  halb  gewisser  durch  die  Dimensionen  ö^ 
Knochen  gesetzter  Grenzen  niöghch.  Was  für  die  Ulna  gilt-«  Ö 
natürlich  um  so  mehr  \om  Radius  und  den  llandkuoehen. 

Bei   der  exaelen  Untersuchung  der  Bewegung  eines   im  .^ 
gelcnk  s|)iolenden  Knochens  erstreckt  sich  das  Hauptinteresse  ai^f 
Fluchen,    innerhall>   deren   die    einzelnen  Punkte    lies  Knochens      *''• 
bewegen  können.     Bei  der  Bewegung  mit   I   Giade  der  Freihei  t-  A< 
man    für  Jeden    einzelnen  Punkt  des  Knochens    nur   eine  beslinjw/* 
im  Allgemeinen  doi>pell  gekrümmte  Cuive,  auf  die  er  gezwungen  ist, 

Deshalb  wird  z.  B.  die  Untersuchung  der  Bewegung  des  Radiu 
gegen  die  Ulna  und,  wenn  man  von  den  Schlotlerbewegungen  a 
sieht,  der  Bewegung  der  Ulna  gegen  den  Humerus  sich  zunftclis 
damit  zu  beschilfligon  haben,  auf  welche  Gurve»  die  verschiedenste! 
Punkte  des  betrcirenden  Knochens  bei  der  Bewegung  gezwunge 
sind.  Da  ein  Körper  festgelegt  ist,  wenn  man  3  nicijt  in  gcrad 
Linie  liegende  Punkte  von  ihm  festhält,  so  müssen  sich  die  sämmU 
liehen  Gurven  aus  denen  zu  ',\  niclil  in  gerader  Linie  belindlicheD^ 
sonst  aber  beliebigen  Punkten  gehörenden  ableiten  lassen.  Ma 
braucht    zu    diesem   Zwecke    nur    die    3    Abstünde   des   betreffende; 
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Knochcnpunktes,    dessen  Curve   miiii    conslruiien    will,    von   den   3 
PunktCD.,  deren  Curve  man  schon  eonstruirl  hal,  zu  messen. 

Bezeiclinen    wir   die   reclitwiiikligen    (lonidintilen    der   letzten  3 

Puaklc  in  irgend  einer  Lai^e  des  Knochens  mit  d-,,  //,,  z, ;  jr^,  t/^,  z^; 

UDd  x^,  j/j,  Cj,   und   die  Abstünde   des   erslcrcn  Punktes  von   diesen 

3  tuil  <i,,  </,,  Jj,  dann  lliufl  die  Aufgabe,  die  zugehörigen  Coordinalen 

dieses  I'unkles  zu  ünden,  auf  die  elenienlaie  aber  etwas  unbequetiic 

Aulgabo  hinaus,   die  Koordinaten    eines   der    beiden  in  diesem  Falle 

reellen  Schnitl[»unkle  der  3  Kugeln: 

lu  beslimuien.     Es  ergeben  sich  dann  3  Ausdrücke  der  Form: 

x'  —  ip  (j,,  y,,  z,,  X,,  j/„  J,,  0-;,,  //,,  s,,  <i,,  t/,,  </,) 
.'/'  -  V  (-^,1  !/..  2p  ^,1  Vv  h^  ^.'  ^5'  -.'  '^r  '^t'  '^J 

='  =  z  (•i',v  y,'  ^.'  ^t'  y»»  S'  ^,'  y.P  ^a--  ''i'  ^4'  '^J» 

was  nur  bezeichnen  soll,  dass  die  3  Coordinaten  Functionen  der  in 
lilüiiiiiier  stellenden  Grüssen  sind.  Die  wahren  Fnnclionswerlbe  sind 
^i'geii  ihrer  ausgedehnten  Form  nicht  ex|>licit  hergeschriebeu.  Es 
kam  ül>erdies  nur  darauf  au,  zu  zeigen,  nach  welchem  Priiicip  ujan 
k'i  der  Aufstellung  der  Bahucurven  der  einzelnen  Punkte  zu  ver- 
fahrcD  hat. 

Die  wichtigste  Frage  aber  bei  der  Bewegung  eines  starren 
Masseosystems  ist  die  Analyse  der  Bewegung  des  ganzen  Systems 
_  überhaupt.  Ein  starres  Massensystem  kann,  wie  in  der  Kinematik 
m  bewiesen  wird  ,  aus  einer  Lage  in  eine  von  ihr  verschiedene  durch 
il  eine  Sehraubenbewegung  versetzt  werden.  Untersucht  man  daher 
liei  der  Bewegung  eines  Knochens  die  jedesmalige  Lage  desselben 
Meli  successiven  endlichen  Verrllckungen,  so  kann  man  für  jede 
dieser  Verrückungen  eine  Axe  construiren,  um  welche  der  Knochen 
aui  der  ersten  Lage  in  die  folgende  geschraubt  werden  kann.  Dem- 
nach kann  man  die  ganze  Bewegung  mit  gewisser  Annäherung  ilurch 
eine  Folge  von  Schraubenbewegungen  ersetzen.  Hat  man  bei  dieser 
Couälruction  die  verschiedenen  Lagen  in  grossen  Entfernungen  von 
einander  genommen ,  so  wird  die  Folge  der  Schraubenaxenbcvve- 
^oogen   mit  der   wirklichen  Bewegung  des  Knochens  nur   die   mar- 
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killen  Lagen  geaieinsam  haben,  sonst  aber  im  Allgemeinen  von 
abweichen.  Schallet  man  aber  zwischen  je  2  auf  einander  folgern 
dieser  Lagen  andere  Lagen  des  Knochens  ein,  und  conshuirl  da 
die  zu  jeder  Verrückung  aus  der  einen  Lage  in  die  folgende 
hörende  Schraubenaxe,  so  wird  man  mit  der  jetzt  resultirenden 
Scbrauhenaxenbewegung  <ler  wirklichen  Bewegung  schon  viel  näher 
kommen.  Setzt  man  den  Prozess  der  Einschaltung  neuer  Ivagcn  und 
der  llonstruclion  der  zugehörigen  Schraubenaxen  fort,  so  wer 
die  auf  einander  folgenden  Schraubenaxen  immer  näher  aneinan 
rücken,  und  die  Folge  von  Schrauhenbewegungen  wird  in  imi 
grösserer  AnnJÜierung  die  wirkliciie  Bewegung  des  Knochens  re 
siren,  bis  man  zuletzt  bei  Forlgang  durch  unendlich  kleine  V^ 
riickungen  des  slarren  Massensystems  nicht  mehr  iliscrete  Schrauben- 
axen, sondern  eine  stetige  durch  die  Schiaubenaxen  gebildete,  |H 
Allgemeinen  windscbiefc  FUSche  erhlilt.  Mit  der  conlinuirlichen  Folge 
verschwindend  kleiner  Schraubenbewegungen  um  ilie  Erzeugungslinien 
dieser  Flüche  ist  dann  die  wiikliche  Bewegung  geradezu  liquivalent. 

Nach  dem  Vorausgegangenen  wird  man  bei  der  Analyse  der 
gegelienen  Bewegung  eines  Knochens  daher  sein  Augenmerk  auf  die 
zu  discreten  Lagen  gehörenden  Schraubenaxen  zu  lichten  haben 
und  sich  i'iagen,  wie  gross  die  Abweichung  der  wirklichen  Bewe- 
gung des  Knochens  von  dieser  consLruirlen  F\>lge  von  Schrauben- 
bewegungen ist.  Es  ist  dabei  vorausgeselzl,  dass  die  wirkliche 
Bewegung  des  Knochens  bekannt  ist.  Dies  ist  nalilrlicli  der  F'all, 
sobald  man  die  Bewegung  von  3  nicht  in  gerader  Linie  liegenden 
Punkten,  die  sicli  entweder  dirccL  auf  dem  Knochen  selbst  bcfindeu, 
(Hier  starr  mit   ilim   verbunden  sind,  construiil   hat. 

Sobald    man    einmal    sorgfältig    die    Bewegung   drei 
solcher  Punkte    experimentell    fcsigeslelll    hal,    kann    nii 
ohne    jeden     weiteren    Versuch    am    Knochen    selbst 
ganze  Bewegung   in    ihren  «ilnzelnslcn  Tlicilen,    also  z. 
die  Bahneurven  der  verschiedenen  Punkte  des  Knocliei 
die  Schraubenaxen,    die    zu    aufeinander    folgenden    Laj 
gehören,  u.  s.  w.  auf  dem   Wege  der  (>onslrucl  ion  ode 
Rechnung  finden. 

bn   Inleies.se    einer   genauen    Besliuutning   <ler   Bahncui"ven 
3  nicht   in    gerader  Linie    befindlichen    niil    dem   Knochen    fest 
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bumk'tK'ii    l'uiikUün    liegt    es,    dk^se    Puiikle    indgliflisl   fern    von    der 
oraussichllichen  ungetühren  Lage  dor  Axen  anzubriogen. 

US  diesem  Gnindp  haben  wir  bei  allen  unseren  Versuchen  3 
ile  aber  fest  in  ticn  Knochen  eingesetzte  oben  fein  zugesjnlzle 
Uolznadelo  von  25 — 50  cm  LUnge  zu  tien  Messungen  benutzt.  Die 
feioe  Spitze  der  Nadeln  gestaltete  dann  eine  sehr  genaue  Messung. 
ie  äusserstc  Spilzo  an  jeder  der  Nadeln  gab  einen  starr  mit  dem 
Knochen  verbundenen  Punkt  ab,  dessen  Curvc  im  Kaume  liei  der 
Bewegung  des  Knochens  experiracntell  bestimmt  wurde.  Die  Pinscl- 
verswche,  die  eine  sorgfälligeie  Ausführung  wohl  zuliessen  als  es 
bei  lleiberg  der  Fall  ist,  sind  deshalb  Uberhau|>l  unzulässig,  weil  die 
hier  in  Betracht  kommenden  Curven  im  Allgemeinen  doppelt  ge- 
kriinmil  .sinil,  al.so  nicht  in  einer  Kliene  liegen.     Zur  Messung  einer 

IKaumcurve    brauclü   man    bekanntlich   .3    Coordinaten.     Es    ist   dabei 
pnz  gleichgültig,    wie   das  einmal   für  Messungen   festgelegte  Coor- 
lÜnatensy.stem   im  Räume   liegt.     Aus   praktischen  Rücksichten  haben 
»ir  die  eine  (loordinalenebene   horizontal   gelegt,    und   zwar   durch 
eine  genau  durch   VVasserwage   horizontal   oiientirte  starke  Glasplatte 
gt'bildet.     Darüber   wurde   Millimeterpapier    gespannt,    welches    eine 
k'iiueme  und  doch  liinnjichenti  genaue  Ablesung  zweier  Coordinaten 
stattete.    Die  Haumcurve  wurde  auf  diese  Ebene  durch  ein  Senkel 
ujit  fein  auslaufender  Spitze  projicirt   und  die  dritte  Coordinalc  direct 
gemessen    durch    Bestimmung  des   VerLicalabstandes   der   Nadels|)itze 
on  ihrer  Pn)jection    auf  die  llorizonlalebene,    mittels  eines  genauen 
albe  Millimeter  anzeigenden   Muassslabes. 

Auf   diese  Weise   wurde   mehrere   Male   die    relative    Bewegung 

Ks  Ha<lius  zur  LUna  und  die  tier  UIna  zum  lltuuerus  gemessen.     Irn 

ereten   Kalte    wurde   sowohl   der   Hamerus   als   auch    die  UIna    durch 

slaike  Scliraub(^n    unverrückbar    fest  fixirl;    im  letzten  Falle  nuj'  der 

llumerus.     Die  Gelenke  waren  frisch  und  soweit  frei  priiparirt,  dass 

die  Gelenkbeweguug    ungehindert    von    Stallen    gehen    konnte,    aber 

tlie   Geleukka|)sel    völlig    inlact    und     stellenweise    noch    von    einer 

^(iünnen   Muskclscliiclit   bedeckt  gelassen.     Durch  Anfeuchten  mit  Gly- 

^Berin  und  ,\lkoliol   wurde  das  Austiocknen   verhindert. 

^P      Die    Bewegung   der    Knociien    wurde    durch    Faden,    an    denen 

Gewichte  Jiingen,   hervorgebracht,  in  der  Hichtung  der  Resultante  der 

Faserzüge  der  bewegenden  Muskeln,   und  ihrer  Antagonisten,  so  dass 
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jede  Ruhelage  des  Knochens  während  der  Messung  durch  zwei 
gcgen{j;eselzl  ziehende  Fiulen  t;esiilierl  wurde.    Die  Gewichte  vvui 
ntöghchst    schwach    yeiiouiiuen,    um    jede    Beleidiijung    des   tielei 
appai'iiles  auszuschliessen. 

Es   wurden    mehrere  Versuchsreihen    durchij'efulirl   und    die 
gehörigen  Curven  conslruirL     Und  zwnr  wurden  die  ersten  VersucI 
reihen  nur  als  vor})ereilcnde  Messunijen  behandelt,    bis  der  Apparat 
so   weil   vervollkoniriinel   wurde,    dass    er    leicht   und  sicher  spiel 
Nur  die  letzte  Versuchsreihe  soll  hier  in  extenso  raitgetheill  wert 
da    nur  diese    einer  etwas   eini^ehenderen   Interpretation    unterzog 
wurde, 

Wie  schon  oben  crwHhnl,  sinil  noch  weitere  Versuche,  die  v< 
behalten    bleiben,    uuth wendig,    uu    die   individuellen  Erscheinung,« 
zu  elirainiren. 

Die  erste  Aufzeichnung  der  Curven ,  welche  3  mit  dem  Hadi 
fest  verbundene  Punkte  inj  Haunie  beschreiben,  Hess  schon  erkenne 
dass  jede  dieser  3  t^urven  nahezu  in  einer  Ebene  lag.  Als  Pr 
jeclion  dieser  3  Curven  in  diese  Ebene  ergab  sich  eine  vom  Kn 
nur  sehr  wenig  abweichende  Cuive,  so  dass  man  schon  hier! 
schliessen  kann,  was  spütcr  noch  genauer  untersuclil  wurde,  d4 
die  Bewegung  des  Radius  sich  nahezu  aus  Rolutiüuen  zusaniraensel 
deren  Axen  nur  wenig  in  ihrer  Lage  und  Richtung  von  einanc 
verschieden  sind,     (ienaucres  darüber  folgt  weiter  unten. 

Naclidein  so  die  Bewegung  des  Radius  bei  rester  üina  in  erslj 
Linie    uniersucht    war,    wurde  die  Ulna  losgeschraultl  und  jetzt 
Neuem   der   Radius  schrittweise   aus  der  Supinationsslelluog   in 

Pi'onationsslellung  Übergeführt, 

Hierbei  wurden  nicht  nur  mit  Hilfe  dreier  Nadeln  die  Cur^ 
am  Radius  eonstruirt,  sondern  auch  ilurcli  drei  in  der  IJIna  an{ 
brachte  Nadeln  die  Bewegung  der  ülna  registiirt.  Dabei  stellte  sij 
heraus,  dass  die  Projeclion  der  drei  Llnacurven  nahezu  auf  eil 
Punkt  tieU  d.  h.  dass  die  ülna  bei  dem  successiven  FortrUcl 
des  Radius  nahezu  ihre  Stellung  unverrilckt  beibehalten  halle. 

Diese  geringe  Ausdehnung  der  Ulnacurven  braucht  nicht  unl 
dingt  als  Beweis  fUr  die  absolute  Ruhe  der  Ulna  angesehen  zu  w< 
den,   sondern   es   war  ja  immerhin  niüglich,    dass  die  Ulna  bei 
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Bewegunt;  des  Radius  gewisse  Curveri  hescliriel)  und  nur  während 
des  Feslhallens  der  einzelnen  Stellungen  dos  Hadius  wieder  in  ihre 
Lage  zurückfederte.  Es  war  deslialb  nütltig,  auf  eine  Methode  zu 
sinnen,  um  dies  sichtbar  zu  machen.  Die  Pinsel  versuche  Hessen  sich 
auch  hier  nicht  verweilhen,  weil  die  geringen  VerrUckungen  des 
Radius  Ijei  der  gelingen  Diinensiun  und  der  Undeutlichkeit  der  Pinsel- 
curven  kein  deulliclios  Resullat  würden  erkennen  lassen. 

üin  die  Ulnabewegungen  recht  deutlich  zu  machen,  wurde  in 
das  Capiluluni  Ulnae  ein  kleiner  S|>iegel  eingeschraubt  und  dadurch 
da«  Bild  eines  hellen  leuchtenden  Punktes  in  dem  sonst  dunklen 
Zimmer  an  eine  Wand  geworfen,  die  ziemlich  weit  entfernt  war, 
um  die  Ausschläge  möglichst  zu  vergrössern. 

Mit  Hilfe  dieses  Versuches  zeigte  es  sich  in  der  Thal,  wie  wir 
TPrmiilheleu ,  dass  die  UIna  gewisse  Curven  bei  der  Supinalion  und 
ProDalion  beschrieb  und  dann  wieder  zurückfederte,  diese  tlurven 
aber  durchaus  kein  constantes  Element  enthielten.  Hierbei  wurden 
die  Bewegungen  des  Radius  durch  die  Hand  des  ünlersuchcrs  er- 
aeugt,  ohne  Hilfe  von  Ktldcn  und  (iewichten.  Die  an  der  Wand  sich 
n-igendon  Curven  änderten  fortwährend  ihre  Gestalt,  je  nachdem  man 
»efsciiiedencii  Druck  zur  Erzeugung  der  Pronation  und  Stipinatiun 
anwandte,  und  sich  bemühte,  verschiedene  Ä\en  festzuhalten. 

Aus  diesem  Allen  geht  hervor,  dass  raan  unmöglich 
*0Q  einer  beslimmlen  Bewegung  der  Ulna  reden  kann, 
ond  es  zwecktos  ist,  für  einzelne  Theile  der  Ulna  bo- 
sliuimte  Curven  construiren  zu  wollen;  vergl.  Einthoven, 
a.  a.  0.  p.  292,  Zeile  5  u.  (V.  von  oben. 

Der  L'Ina  steht  innerhalb  gewisser,  spcilei'  noch  niUicr  zu  be- 
stimmender Grenzen  jede  beliebige  Bewegung  frei,  was  wir  in  der 
Tbat  dadurch  sichtbar  gemacht  haben,  dass  wir  auf  die  Knochen 
einen  solchen  Druck  ausübten,  dass  das  Spiegelbild  an  der  Wand 
eine  vorher  behebig  vorgezeichnete  Curve  beschrieb.  Es  hängt  immer 
davon  ab,  welchen  Bedingungen  die  betreuende  Bewegung  der  Ulna 
uolerliegl. 

Wenn  lleibcrg  a.  a.  ü.  p.  74  nach  Fixirung  des  Humer us 
und  des  Radius  noch  im  Stande  ist,  eine  L'lnabewegung  auszuführen, 
was  er  selbst  als  Scblussstein  seiner  Arbeit  bezeictmet,  so  zeigt  dies 
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eben,  dass  die  Ulna  im  Cubilalgelenke  in  gewissen  Grenzen  alle  inög 
liehen  Bewegungen  machen  kann.  ^ 

Ein  weiterer  Beweis  dafür  ist  der  Versuch  niil  dem  eng  wi 
schliessenden  Lecomte'schen  Ringe.  Wenn  man  das  Handgelenk  ii 
einen  Lecomte'schen  Ring  einspannt,  so  niuss  natürlich  das  Capilulun 
Ulnae  einen  Kreis  beschreiben;  denn  wenn  man  in  dem  Ringe  dei 
Radius  bewegen  will,  so  ist  dies  nur  dadurch  möghch ,  dass  er  da 
Capituhnn  Ulnae  am  Innenrande  des  festgehaltenen  Ringes  forlschiebl 
Bei  festgehaltener  Utna  wtirile  sich  der  Radius  Uberhau[)l  nicht  ii 
dem  lest  umsj)annenden  Ringe  liewegen  lassen.  Niinml  man  einei 
nicht  genau  kreisförmigen  Ring,  sondern  einen  dem  Handgelenk  an 
gepassten  Ifinglichen  (Heiberg,  I.  c.  p.  63  Zeile  6  v.  o.) ,  so  mus 
natürlich  aucli  die  Curve  des  Capitulum  Ulnae  Jt^nglich  werdet 
(ebenda  p.  63  Zeile  24  v.  o,).  ^ 


Es  folgt  jetzt  die  Beschreibung  unserer  letzten  Beobachtung  dei 
Radius-  und  Ulnacurven  an  einem  und  demselben  Prii|)arale,  das  von 
einem  normalen  kräftigen  Manne  (Selbstmörder)  stammte.  Es  \va* 
der  linke  Arm. 

Zuerst  sollen  die  Resultate  niitgclheilt  werden  der  Beobachlur^ 
von  der  relativen  Bewegung  der  Ulna  /iini  Htimerus.  Es  zeigt  si^ 
zwar,  dass  jeder  Punkt  der  Ulna  innerhalb  eines  gewissen  Flüche^ 
Streifens  sich  bewegen  kann,  aber  die  Utna  macht  von  dies« 
Beweglichkeit  nur  dann  Gebrauch,  wenn  man  einen  seitlichen  DrucI 
auf  sie  auhübl.  Wenn  man  die  Ulna  ohne  jeglichen  seillichen  ürucl 
gegen  den  Humerus  bewegt,  so  wird  jeder  Punkt  von  ihr  ioiniei 
eine  bestimmte  der  Art  der  Geleiiklliichen  entsprechende  Curve  be 
schreiben.     Um  diese  Uurve  wird  es  sich  jetzt  han<leln. 


Tabelle  I. 


Die  Uoordinalen  der  Punkte  der  Curve,  welche  die  Spitze  tief 
Nade!  1  beschrieb,  sind  mit  j;,,  //^,  s,,  die  Coordinaten  für  die  Nadel  ? 
sind  mit  a;,,  y^,  z^,  die  fUr  die  Natlel  3  mit  j",,  //^,  :,  bezeichnet, 

Um  die  Lage  dieser  Nadeln,  die  in  die  Ulna  fest  und  unver 
rilckbar  eingebohrt  waren,  zur  Ulna  zu  bestimmen,    wurden  auf  de 
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>a  drei  iiiöglichst  weil  von  einander  cnlfernle  Punkte  markirl.  Deir 
Ae  derselben,  der  Punkt  «,  lag  auf  der  unteren  Seite  der  UIna, 
;m  oberhalf)  (proximal)  des  procossus  stiloideiis.  Der  zwcilc  Punkt, 
lag  in  der  Mille  der  crista  inlerossea,  etwas  mehr  als  ein  Drittel 
ir  ülnalÜDge  vom  unteren  Ende  entfeinl,  der  drille  Punkt,  /,  auf 
uu  Processus  cubitalis,  nahe  am  Ende  der  linca  obliqua   idnae. 

IDie   Entfernung   der  Nadel   1    vom    Punkte  «   ist   niil  a,   be- 
zeich nel, 
vom   Punkte  (V  mit  ß^, 
von  Y  mit  ;',  . 
Die  Entfernung  der  Nadel   2  von  «   ist  »<^, 
von  ß  ist  ß^, 
von  Y  isl  Yt- 
Die  Entfernung  diT  Nadel   3  von  a  ist  «^, 
von  ß  isl  ß^^ 
von  Y  'sl  y.i- 
Diese  Grössen  hallon  folgende  Werlhe : 

a,  =  371  mm,      ß^  ==  354  mm,      Yx  =  3^**  ^^^ 
«^  =  236,5  mm,  ß^  =  262  mm,      y^  —  298,5  nun 
rtj  —  4iG,ö  mm,  ß^  =  386  mm,      ;'^  =  339  mm. 

Es  wurden  im  Ganzen  31  Stellungen  des  Knochens  beobachtet. 
Oie  in  folgender  Tabelle  in  einer  Reihe  stehenden  Zahlen  drücken 
•Q  Millimetern  die  (]oorilinaten  für  ein  «tnd  dieselbe  Slellung  aus. 
l^ie  Siellungen  beginnen  von  der  iiussersten  gezwungenen  Extensions- 
*lel!img  der  L'liia  utui  g(*hen  bis  zur  weitesten  Beugung.  Sie  (ragen 
Uuffnde  Niunmern  von    I    an. 
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Tabelle  F. 

^ 

- 

Nadel  I. 

Nadel  IL 

Nadel  III 

Oh 

acj 

«s 

Vi 

y% 

!/3 

«1 

»2 

4 

227 

289 

38 

573 

172   !— 3 

787 

520 

2 

228 

282,5 

41,5 

574 

160    10 

791 

540 

3 

227 

5  277 

47 

576 

138    29 

795 

494,5 

4 

228 

270 

53 

572 

131     49 

797 

478 

& 

226 

265 

60 

566 

121,5 

1  '^^ 

800 

462 

6 

226 

260 

67 

563 

<12,5 

'  89 

t 

802,5 

448 

7 

225 

255 

74 

559 

404 

440,5 

805 

434,5 

8 

225 

251,5 

79,5 

556 

98,5 

425 

806 

424,5 

9 

222 

248,5 

86,5 

552 

95 

143 

808 

407 

10 

221 

244 

94,5 

548 

89 

163,5 

809 

396 

H 

220 

242 

102 

545 

86 

184 

814 

382,5 

12 

220 

240 

110,5 

538 

85 

206 

810 

369,5 

13 

219 

!  236 

419 

536 

84 

228 

841 

357  ' 

U 

247 

235,5 

127 

534 

85 

249 

811 

345 

15 

245 

234 

135,5 

525 

88 

270 

812,5 

333,5 

16 

242 

,5  234 

145 

520 

92 

292,5 

812 

324,5. 

47 

210 

233,5 

455,5 

542 

98 

317,5 

811 

308 

18 

206 

235 

165,5 

506 

106 

341 

810   ;  296 

19 

204 

236 

174 

504 

444,5 

:i60 

807    286,51 

20 

202 

239,6 

183 

494 

424,5 

381 

808   1  277,5 1 

24 

199 

243 

192,5 

485 

137 

401 

804   1  267 

22 

196 

247,5 

201,5 

477 

151,5 

421,5 

801,5  1  259  ^ 

23 

193 

251 

208 

470 

164 

435,5 

800    255 

24 

190 

,5  258 

217 

462 

182 

455 

796   247,5 

25 

186 

268 

226 

452 

208 

475 

791    239,5 

26 

181 

277,5 

233 

443 

227,5 

489 

788    236 

27 

477 

|285 

239 

436 

248 

502 

782   234,5 1 

28 

475 

1292 

242 

431 

262 

509 

778   230 

29 

474 

,5  298 

245,5 

426 

278 

545 

774   230 

30 

174 

309 

250 

417 

305 

525 

767   229 

31 

166 

348 

252 

412 

326 

529,5 

762,5  :  229,6 

•  *  ^^^ 

b 

- 

J 

i5] 
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Hierzu  Tafel  I  und  Tafel  11.   (Die  ausgezogenen  Cuiven.) 
Die  Zahlen  geben  Cenlinieter  an. 

Tafel  I  Ist  *Ue  Projection  der  Curven  auf  die  xy-Ehone;  Tafel  II 
die  Projection  der  Curven  auf  die  a;z-Ebene.  Diese  beiden  Projec- 
lionen  reichen  aus,  um  alles  Uebrige  daraus  ableiten  zu  können.  Aus 
den  drei  Curven  gewinnt  man  die  Coordinaten  a;^,,  y„,  z^;  ar«,  y^,  z«; 
X  ,  y  ,  z  für  die  Curven  der  drei  Punkte  «,  /5f,  ;'  mit  Hilfe  obiger 
Formeln,  die  sich  hier  in  folgender  Weise  schemalisch  schreiben 
lassen : 

^«  =  9  i^i>  y.'  ^i'  ^t'  y*. «.'  ^,.  y,'  «.^  «^  «.» «,) 

Va  =  '/'   (^,.  .'/,.  ^V  ^i'  y*i  **•  ^.'  y,'  f-O  «»'  «1'  «3) 

*o  =  X  (^1'  .'/i'  *!'  ^»'  y..'  *t'  ^s'  y»'  ^j'  «1»  «f  "3) 

^/j  =  <?>  (a;,,  y,,  z,,  a;,,  1/,,  z^,  ar,,  tj^,  z^,  /?,,  /?,,  /?J 
Vli  —  ^  (ar„  1/,,  c,,  a;,,  j/,,  z,,  a;,,  y,,  z,,  /^,,  /!f,,  /-;,) 

V  =  ^  (^.'  y.'  ^.'  ^*'  y*' '.'  ^.'  y»'  ^»^  /^i'  /^.'  ä) 

*y  =  «ip  (^p  y.» «,» ^,'  y,'  ^i»  ^3'  y,'  h^  Yo  rv  r,) 
yy  =  V  i^o  y.»  -.'  ^.'  y,'  ^..  ^,'  y,*  ^,'  ^p  rv  r») 

^y  =  X    (^r  y,'  2.»  a:,,  y,,  2,,  ar,,  y,,  z,,  ;',,  ;',,  /,). 

Will  man  die  Coordinaten  x  ,  y  ,  z    der  Curve  irgend  eines  an- 

^'*en  Punktes  /)  der  ülna  bestimmen,  so  wird  man  jetzt,    nachdem 

^^n  die  Goordinaleii  der  Punkte  «,  (i,  y  berechnet  hat,  diese  Coor- 

"öalen   und   die   Abslciindo  p„,  ]),^,  ;j     des  Punktes  p   von  den  drei 

'Jnklen  a,  /J,  y  benutzen.     Es  stellen  sich  dann,  wie  ohne  Weiteres 

^''sichtlich,  folgende  Formeln  heraus: 

^p  =  V  (^«.  y«'  ^«'  >  y/?>  ^,0'  ^r  ^/'  ^/'  ^^'  Pß'  ^Y^ 

yp  =  '^  i^uy  y«'  ^«'  ^(?'  y/?'  V»  ^r  h'  ^r  ^«'  P/»'  ^/^ 
^p  =  X  (j^«.  ,y„,  s„,  iCß,  Vß.  2^.  ^;.,  yy.  2y,  Ptt*  jp/3,  ;>;,)  • 

^mil  ist  die  Möglichkeit  gezeigt,  aus  den  experimentell  gefundenen 
*~^ 
-^Urven   die   Curven   irgend   eines   Punktes   auf  der  IJlna   abzuleiten. 

^Qmint   es    von   vornherein   darauf  an,    die  Curve   nur  eines  ganz 

*^stimmlen    Punktes    des    Knochens    zu    finden »    so    kann    man    sich 

^Btürlich   die  complicirle  Rechnung  dadurch  ersparen,  dass  man  die 

^»»deln    in   geeigneter  Weise   anbringt.     Z.  B.  würde   diese  Aufgabe 

^'^h  sehr   einlach    lösen   la.ssen,    wenn    man   zwei    Nadeln    mit   ihren 

spitzen  so  stellt,  da.ss  die  Spitzen  mit  dem  betreffendeu  Punkte  auf 

*^^in  Knochen    in    geiader   Linie    liegen    und    der  Knochenpunkl    von 
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der  nSihcren  Natlolüpilzo  dieselbe  Knlfcrniinü;  hat,  wie  diese  v 
entferfiterrn    SjhIzh    iAiiij;ul)G   des   Horrn    Kiiuller).      \m    Allgrineiiu 
w'\\\\    iiuiii    ;d>ur    i\i.-.n  Vei'siu'li  niefU  n«K'h  einer  liesliiiiiiilen   Hicliltii 
hin  L^eituK'lit.  tuilu'ii,    1)11(1  tlann  imiss   iniui  ahige  l'\)riiieln  an\> 

Wenn  man  uan  an  die  Constructiun  der  Schraubenaxen   heral 
gehl,  so  driinij;en  .sich  a  priori  zwei  Gesichtspunkte  auf,   welche 
im   Allgemeinen    etwas    complicirlc    Construction   der   Schraubenaxen 
für  diese  Bewegimg  wesenllicli  veieinlachen. 


ilor   1 
leo^ 

i 


Erstens   kann    man   annehmen.,    ihiss   die  Bewegung  aiifdi 
einzeln    her  a  usgegr  i  fl'enen    Strecken    nur   sehr    wenig   v( 
einer  reinen   Uotation  abvveiehl,    dass  also  die   Höhe  des  Schraube^ 
ganges    für  jede   einzelne  der   discrclen  Sclnaid>enbewegungen    vc 
sehwindend    klein    0{lev   doch   wenigstens  so  klein   ist,   dass  man  h 
den    unverrneidlielien    Fehlem    der    Beitbachlnng    einerseits    und    der 
lionslruclron    anilererseils    ihre    wahre   Grosse   nicht    errtiiUcIn    kani 
Dies  hat  sich  auch  in  der    Ihat  bei  einem  Versuche,  die  Höhen 
Schraubengilnge    /u  cunstruiren,    herausgesleill,    indem  dieselbe  ei( 
Grösse    von   0,3  Millimeter   nicht   überstieg.      Obgleich    wir   mit 
peinlichsten  Genauigkeit  die  Versuche  angestellt   haben,  so  sind  d( 
für    die    so   kleine  Grosse   die  Fehlerquellen  betrjiclulich  genug,    uj 
dieselbe  als  Resultat  illusorisch  zu  machon. 

Zweitens  werden  die  einzelnen  auteinander  folgenden  Schraa- 
benaxen  so  nahe  an  einander  zu  liegen  kommen,  dass  man  auch 
von  der  genaiien  Ermittelung  der  Luge  der  aufeinander  folgenden 
Schiaubenaxen  zu  einander  absehen  fuuss  und  sich  darauf  zu  be- 
schränken hat,  die  genaue  Lage  einer  in  gewissem  Sinne  nnlilercn 
Schraubcnaxe  zu  eonstruiren.  In  deren  unnu'ttelbaren  Nähe  werden 
sich  dann  alle  antlorcn  Schraubenaxen  voiünden,  Ueberdies  sind 
die  individuellen  Verscliiedenheitcn  der  Gelenke  so  gross,  dass  auoHH 
wenn  man  in  der  Lage  wätre,  bei  beiden  erwähnten  Punkten  ga!^^ 
exacte  Bestimmungen  zu  trelVen,  doch  das  Besultat  sich  bei  jedem 
einzelnen  Gelenke  ganz  verschieden  stellen  wüide.  Damit  soll  jedocj 
nicht  gesagt  sein,  dass  es  überhaupt  am  racnschliclien  Körper  ker 
Gelenkbewegungen  von  1  Grade  der  Freiheil  giebt,  für  die  sich  die 
wahre  Lage  der  Schraubenaxen  eonstruiren  lüsst.  Es  gilt  dies  m 
für  die  hier  betrachteten  Gelenke. 


m 
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Dagegen    Uissl   sich  mit  ziemlicher  Gcnaiii|y;keil   ausser  dei    F^iiijjc 

md  Kichtung  der  mittleren  Axe  die  Richtung  der  anckMen  Schrau- 

tenaxen  eitniltein,  und  somit  auch  djp  Rirhlung  clor  Elieno,  in  (h^r 

las  kleine  SUick    der  Bewegung,    welches   gerade    unlersuchl    wiid, 

zn  liegt.     Um  die  Richtung  der  zu  einer  Verschiebung  des  Kno- 

s  gehürendeu  Schraubenaxe  zu  coastruireo,  hat  man  nur  uölhig, 

drei  Strecken,  um  welche  die  (h*ei  Nadelspitzen  fortbewegt  sind, 

parallel   mil   sich  selhsl   mit  ihrem  Anfangspunkte   nach  einem  belie- 

Ingen  Punkte   des  Raumes   zu  verlegen.     Dann  wird  durch  die  drei 

Lnilpimkle  dieser  Strecken  eine  Ebene  beslimml  sein.    Eine  Norniale 

ni  dieser  Ebene    hat   dann    die  gesuchte   Richtung.     Dass  die  Uii'li- 

|inEg  der    aufeinander  folgen(]en   Bewegnng.sebenen   in  dei    Tlial  ver- 

lÄlüwien   und    für   die  Bewegung    im  Gelenke    ausser    der  Lage    der 

Billlereo  Axe  das  t^iiarakteristischste  ist,    sieht    mau    sclmin    auf  den 

[Wsten  Blick  der  Bewegung  der  Lina  gegen  i]cn   lliinierus  an.     Vor- 

\Mi^  ist  nur  für  die  Bewegung  der  Ulna  die  Richtung  von   10  dts- 

eten  Sohraubenaxen   beslinmit    worden.     Bevor   man  weiter  in    der 

Snscliallung    neuer    Lagen    [jet    der    Cnnstruction    der   Axen    gehen 

l*nllle,   um    die    noch    naher    an    einander    heißenden    Axen    aiifzu- 

[ladion,   muss   man    erst    einmal    genauer    untersmiieu,    ob  auch  bei 

[iinteren  Präparaten  die  Verhiillnisse  nahe/n  »beselben  sinil,   tulcr  ob 

cht  etwa    schon  an  ilieser  Stelle  eine  genauere  UnLersu(^hung  sich 

zwecklos   hcrau.sstellen   würde.     Von  einer  ('onslruction  i\vv  zur 

pBewf^gimg    gehörigen    Schrauhenaxenllllche    kann    natürlich    liiei'   gar 

lieinc  Rede  sein. 

Zur  CoDSlruction    dei-    1(>  discreten  Axen  wurden   die   in  obiger 
Tabelle  mit  1,  3,  (V,    U),   1  i,    17,  20,  23,  2Ö.  2n,  Hl    bezeichneten 
lUgeD  henulzt,    und    somit    die    Verriickungen    (1,3),    (3,6),    (6,10), 
[{10,14),  (14,17),  (17,20),  (20,23),  (23,26),  (26,20),  (29,31)  unlersuchl. 
üni  die  gewonnenen  Resultate  in  inögliclisr  iibersiclitlichei-  Form 
zustellen,   wurden  die   10  Scliraubenaxen   und   die    mittlere  Axe, 
durch    die    Lilngsaxe    der    Trochlea    des    Ilunierus    gegeben    ist, 
sh   einem    bestimmten    Punkte   P  parallel    mit    sich    selbst   verlegt. 
der  Entfernung  von  20  cm  medianwarts  wurde  dann  die  zur  mill- 
?D  Axe    normale    Ebene    construirt    imd    die    Durchschnillspunkle 
fO   Axen    mit  dieser   Ebene   gesucht,      hie    DurtMi.schniKspnnkte 
)irten  sich  dann  in  folgender  Weise: 
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W.    BraINE  l  Nil  0.    FltiCHBR. 
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17 
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Legi  man  durch  die  initiiere  Axe  und  eine  im  Dnrchscbnills- 
punkt  P'  der  niilUeren  Axe  veiitcal  nach  oben  verlaufende,  in  der 
Ebene  gelegene  Gerade  g  (siehe  Fig.)  eine  Ebene,  so  bilden  die  durch 
die  miniere  Axe  und  die  einzelnem  Schraubenaxen  geleglen  Ebenen 
niil  jener  folgende  Winkel  in  der  in  der  Figur  angezeigten  Hichtung: 


M,3) 


68"  52' 


(3,6) 


219'M7' 


(6,<0) 


srMö' 


(<o,U) 


288«  25' 


(ii,\i)i\i,wim,n) 


75<M0' 


32"  r  ua*»  9' 


(23,26)  (2(», 29)    (99,31) 


56" 3' j« 78**  22' 333«' 


Die  einzelnen  Axen  bilden  mit  der  niitlleren  Axe  die  Winkel; 


(<.3) 


^rur 


(3,0) 


t"0' 


(6,40) 


3°  i3' 


(<0,V4)  {U,I7)M7.20J 


2"  43'        5°     13"  4r>' 


(30,S3) 


6"  47' 


23,26) 


9"  r>6' 


(26,29)    (29,3lJ 


9"  31'    rirj 
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Beweglichkeit  der  Ulna. 

Wie  oben  erwähnt  wurde,  sieht  jedem  Punkte  der  Ulna  inner- 
halb eines  gewissen  Fliiclienstreifcüs  jede  Bewegung  zu,  woraus  sich 
die  zwei  Grade  der  Freiheit  erkJUren ;  denn  wenn  man  einen  Punkt 
an    einer  bestimmten  Stolle    seiner  Fllifhe   feslhcitt,    so  ist  der  ganze 
Knochen  dadurch   festgelegt.     Der  zu  eiueui  besttnimtcn  Punkte  der 
L"lna   gehörige    Flüeliensli'eifen    lilsst   sich    natürlich    wieder   aus   den 
zu   di'ei  Punkten   gehörenden  Flüchcnslreifen   ableiten,    auf  die  oben 
angegebene  Weise.     Um  sichtbar  zu  machen,  wie  die  schon  gezeich- 
neten Curven  der  drei  .Nadelspitzen  auf  ihrer  Fläche  verlaufen,  con- 
slruirlen  wir  v\ieder  zu  den  schun  fiüher  benutzten  Natielspilzen  die 
FliicIieMi.     Und  zwar  wurden  die  setilichen  Verschiebungen  der  Ulna 
durch   einen    seitlichen    Zug    mittels  je    eines    Gewichts    von    1    Kilo 
hervorgebracht.      Diese    FUkhenstieireii    wurden    vorlUufig    einer   gc- 
Oüueren  Untersuchung  nicht  unlurzogen. 

Es  wurden  dabei  folgende  Werthe  gewonnen: 

Tabelle  U. 

a)  MedumwJirts. 


■ 


Nade!  I. 

Nadel  11. 

Nadel  lU. 

►_ 

d?, 

!/! 

^1 

sc^ 

ya 

'2 

^ 

ya 

»a 

t 

224 

999 

36 

565 

164 

9,5 

795 

500 

55,5 

« 

223 

991 

44 

561 

141 

31 

801 

473 

54 

3 

220,5 

284 

54,5 

549 

12ü 

67 

803 

441 

55 

4 

21S 

276 

64 

543 

101 

100 

808 

417 

58 

5 

215 

268 

80 

532 

91 

149 

810 

387 

66 

6 

213 

260 

90 

1  527 

84 

177,5 

812,5 

365 

78 

l 

210 

256 

103 

517 

82 

219,5 

813,5 

340 

93,5 

8 

208 

252,5 

115,5 

^  505 

85 

260,5 

814 

317,5 

113 

9 

2Ü7 

249 

128 

499 

92 

295 

813 

301,5 

129 

<0 
41 

204 

248 

140 

488 

101 

328,5 

811 

288 

148,5 

202 

247 

151 

482 

112 

354,5 

810 

278 

164 

«2 
13 
U 
15 

197 

252 

168 

465 

136,5 

398,5 

806 

259 

1  95 

192 

257 

185 

452 

166 

435 

798 

248 

226 

185 

267 

198,5 

438 

198 

464,5 

799 

240 

253 

180 

280 

214 

425 

233 

491 

783 

234 

280,5 

1(5 
17 

173 

299 

224,5 

408 

280 

512 

771 

232 

315,5 

164 

325 

236 

3«S 

340 

529 

756 

233 

354,5 

22' 


^^^^B          332                                     B 

RAl'NE  UND  0.    ImsCHEB,                       ^^^H 

b)  Lateral  würls.                                          ] 

Nadel  l. 

Nadel  11. 

1 

Nadel  lll] 

a:i 

y\ 

S| 

05, 

yi 

32 

aca 

ys    1 

^^^^^^^H               ( 

^^^^H 

233,5 

280 

35 

586 

473,5  ^      0 

786 

527 

^^^^H 

236 

268 

41 

586 

454          24 

793 

509 

^^^^H               3       S35 

?53 

56 

583,5 

130          62 

798 

481 

^^^^H 

834 

843 

69,5 

578 

414      :    96 

802 

457 

^^^^H 

232 

234          87,5 

573 

100      ! 137 

808 

488 

^^^^H 
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226,5    102,6 

569 

92        173,5 

810 

406 

^^^^H 

226 

222        122 

558 

87        216,6 

813 

378,5 

^^^^H 

223 

219        140 

550 

81t        258,5 

814 

356 

^^^^1 

219 

219,5 

458 

541 

94        294,5 

814 

335 

^^^^1 

214 

282 

174,5 

530 

103      ,329 

814 

315 

^^^^H 

8(1 

285 

187 

519 

Uli 

359,5 

812 

299 

^^^^H 

204 

234,5 

203,5 

503 

136 

:iitu 

808 

278 

^^^^H 

495 

250 

234 

490 

168 

443 

801 

257 

^^^^H 

489 

265 

844 

474 

SOI 

474 

795 

243 

^^^^H 

ISO 

284 

252 

454 

24(1 

501 

786 

233 

^^^^V 

173 

309 

260,5 

43  () 

287,!) 

522 

774 

226 

^^^HT 

463 

339 

264,5 

41  f] 

:Jöü 

539 

759 

229 

^^^^K                Siehe    hierbei  T^ilVl  1    itiul 

Tafel  II.     Die   slark   und   schwach 

^^^Hf                            Cui'Vi<n, 

J 

^^^H                             tU'Uitive  ßow 

Pljiiiig  des  Radios  zur  ühia. 

^^^^H                          Zur  üesliniiiiuüi;  ilcr 

Bewegung  des  Radius  zur  UIna  bei 

^^^^B                 wir  ilrd  Naileiii,  Nu.  1,  11, 

lil,  welche  Ijezüglich  von  drei,  gleic 

^^^^H                 nHher  ^u    bc^teictineiulen    1 

'unklen    ff,  /;,  r    auf  ileni   Hadius   di 

^^^^F                  slUiuiu  hallen: 

^^^^fc                                     (i^  =  .'il  i  UHU, 

h^  =  iin,flnmi,    c,  =  478  mm 

^^^^H 

h^  =  ;iül  mui,       c,  =  i34  mni         ' 

^^^^P                                      ^,  =  ^170  mm. 

h^  z=  232  mm,       c^  —  22ö  mm.        ' 

^^^^1                              l)ri-  Puiikl  ((   lai^'  cUi  { 

ci  .Viissenseite  des  Hadius  t  cm   übe 

^^^H^                 |»roc.  sl^loideus,  der  Punk 

l  h  auC  der  ri'isla  interossca  direct  \ 

^^^^H                  iihpr   (lern    i\mk(e  (i   der 

lUna,    der  Punkt  r   auf   dem    eoliuiB 

^^^^H                 i\[\i'  diM'  linieren  Seile  hei 

extremer  Supinalionsstelluiig. 

^^^^H                           Die  ih-ei  Punkte  «, 

•^  auf  der  jelzl  feslgesch rauhten  L'Il 
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schon  üben  pag.  325  benulzt  wurden,  besassen  dabei  bcnüjjlicli  ilic 


recJituinkligon  Cooidinalon : 


j?j^  =  538  mm,    y^^  =:  200  mm,    z^^  =  207  lum 
jjo  =z  531  mm.    w^  =  291  mm,    :>»  ^  212  mm 


'ß 


'Jfi 


ß 


X    =  512  mm,    y    =  38(>  miiK    z    =  192  mm. 

Es  situi  iju  Ganzen  22  Stellungen,  von  der  iUisscrsten  Supina- 
lion  ausijehend,  bis  zur  Uusserslen  Pronaliou  beobachlet  wordon,  deren 
Coordimilen  in  folj^jender,  nach  den  obige»  Tabellen  uumillclbar  ver- 


slöndlichcn    Tabelle  niedergelegt  sind. 


Tabelle   IM. 


i>adel  1. 

Nadel  U 

Nadel  111. 

Xi 

Vi 

Si 

Xi 

yt 

" 

aJi 

y» 

»a 

4 

734 

474 

635,5 

869 

122 

240,5 

599 

352 

3 

2 

704 

473 

649 

864 

120 

262,5 

614 

352 

9 

3 

629 

464   1 

671,5 

854,8 

117 

309,5 

644 

35t 

24 

4 

584 

46i 

681,3 

842 

115 

338 

661 

357 

36,5 

5 

554 

i58 

683 

833 

114 

357,5 

674 

357 

46 

6 

517 

455 

685 

822 

111,5 

378,5 

685 

356 

57 

7 

467 

45  < 

683 

798 

108 

409 

703 

357 

76 

8 

420 

448,5 

674 

776 

104 

434 

717 

356 

95 

9 

360 

444 

655,5 

739 

99 

464,5 

732 

356 

123,5 

10 

285 

439 

621 

694 

94 

494 

745 

355 

159,5 

H 

238 

436 

590 

659 

90 

508,5 

751 

355 

185,5 

12 

168 

431 

521 

593 

84 

525 

753 

353 

232,5 

13 

134 

430 

479 

586 

79,5 

528 

748 

352 

259 

U 

HO 

429 

442,5 

526 

77,5 

527 

743 

351 

280 

15 

85 

428 

392 

487 

74 

522 

734 

349 

306 

16 

64 

429 

320 

436 

70 

507,5 

717 

346 

340 

«7 

55 

430 

272 

407 

68 

494,5 

705 

344 

356,5 

«8 

53 

432 

233 

383 

66 

480,5 

692 

342 

371,5 

19 

55 

434,5 

183 

353 

64 

460,5 

675 

339 

388,5 

80 

66 

438 

105,5 

316 

61,5 

425 

644 

336 

411 

t\ 

"7 

440 

72,5 

297 

61 

403 

027 

334 

420,5 

«« 

1  '' 

442 

25 

276 

61 

375,5 

606 
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429 

Hi(Mzu  Tale!  lil  und  Talel  IV. 

Tafel  Hl   i*>l  wieder  die  Projeclion  der  Curven  aul'  die  .n/-Ebenei 
Tafel  IV  die  IVojeclion  auf  die  a'z-Ebene. 
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VV.    BltA[I>-E   IINIV  ().    FlS(:HEB. 


Uiu   die  Curve  eines    Punkles   auf  dem   Knochen  aus  den 
conslruirten  Curven  abzuleiten,  braucht  man  nur  die  oben  über 
ülna    vorgeführten    Betrachtungen   zu    übertragen.      In    den    Forme 
hat  man  dann  die  drei  Ihichstaben  «,  /!?,  y  mit  den   jetzt  beim  Ra- 
dius verwandten  Buchstaben  ü,  fr,  c  zu  verlauschen,  um  dann  die  Foij^ 
mein,  die  ja  ohnedies  nur  symbohsch  angegeben  waren,  zu  crhallel^^ 

Ferner  gilt  das,  was  oben  über  die  Construction  der  Schrauben- 
axen  gesagt  wurde,    in   noch    viel   stärkerem   Masse   hier;    denn 
stellte   sich    heraus,    dass  die  Curve  eines  Punktes  des  Radius  n 
viel   geringere   Ausweichungen   vom   Kreise   zeigte,    als   irgend    eil 
Curve    bei   der   Lina.      Aus  dem    Grunde    kann    man   sich    hier 
recht   auf  die   Construction    einer    mitllereu    Axe    und    die    Construc- 
tion   der   Richtungen    einiger    discrcter  Schraubenaxen    beschränkeD. 
Wenn  man  bei  der  Bewegung  der  UIna  zum  Humerus  über  die 
nähernde   Lage    der    mittleren    Axe    nicht    im    Zweifel    sein    konnte, 
so   ist  die    Lage   der   luiltleren   Axe    für    die    Bewegung   des   Radius 
zur   Lina    nicht   genau    von    vornherein    einzusehen.      Wenn    man    in 
den    drei    Punkten  «,  p',  y   ih^r  jetzt   feslgeschraublen    Lina    auf   der 
Lttngsrichlung  der  Ülna   nuiniale  libenen  legt,  so  zeigt  sich,  da&s  d 


1 

t" 

•A 

• 

t 

/ 

T 

/ 

LiAge  der  mittleren  Axe  zu  den  \i  I'ucikti-n  n,  ^,  y  der  Ulim  iji  durcti  sie  gchoadrn 
Nornialebi.'ni-n  zur  Lüagsrivbluog  tlvr  ülaa. 

mittlere   Axe    für  die    Bewegung   des    Radius    diese   drei    Ebenen 
drei  Punkten  p,,  j\,  p^  durchschneidet,  welche  die  in  der  Figur  ai 


«31 
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gegebene  Lage  zu  den  drei  Piinklen  «,  p',  y  besitzen.  Der  EinHicIi- 
boit  der  OarsleHung  halber  sind  diese  drei  in  drei  verschiedenen 
parallelen  Ebenen  belindliclion  Punkte  so  gezeiclinel,  als  ob  sie  in 
einer  Ebene  lagen.  Die  miUlere  Axe  ist  aueb  auf  Taicl  III  und 
rV  aufgezeichnet. 

Da    wie   schon   bemerkt,    und    wie    sich   durch    Projeclion    der 
perimentell   gofundtinen    l^urven    auf  die    zur    initiieren    Axe    nor- 
male Ebene    erwies,    die  luirve    eines  Punktes    des  Radius  nur  sehr 
wenig  vom  Kreise  abweicht,  so  kann  man  sich  in  diesem  Falle  auf 
die   (!on.struction    einer    sehr    geringen    Anzahl    von    Schi'aubenaxen 
beschränken.     Damit    wird    man    mit    liinreichender    Genauigkeit    für 
un.seren  Zweck  die  Bewegung  des  [Uidius  analysirl   haben.    Zur  Con- 
slruction   der  Schraubenaxen   wurden    die   in   der  Tabelle   mit  1,  5, 
9,  12,  15,  18,  22   bezeichneten    Lagen    benutzt.      Dadurch    wurden 
Rcchs  Schraubenaxen  gewonnen,  die  wir  analog  der  früheren  Bezeich- 
nungsweise mit  (1,5),  (5,9),  (9,12),  (12,15),  (15,18),  (18,22)  bezeich- 
nen. Zur  übersichtlichen  Darstellung  der  verschiedenen  Riclilungen  der 
Schraubenaxen   wurden    diesell>en    wiedei'   nach   einem  Punkte  P  im 
Kauine  verlegt,  und  ihrr  Durcbscbnilte  mit  der  Ebene  gesucht,  welche 
otü  20  cm  nach  dem  Humerus  zu   von  dem  Punkte  entfernt  lag  und 
senkrecht    auf    der    Richtung    der    mittleren    Axe    stand.      Es    ergab 
sidi  dann    folgende    Figur,    in    der    der    Durclischnitt    der    mittleren 
'\^f  mit  P'  bezeichnet  ist. 


^  t^ 


tilU 


Legt  man  wieder  durch  die  mittlere  Axe  eine  verticale  Ebene, 
so  bilden  mit  dem  oberen  Theile  derselben  die  Ebenen,  welche  durcli 
•Jie  midiere  Axe  einerseits  und  die  einzelnen  Schraubenaxen  anderer- 
seits hindurchlaufen,  folgende  Winkel  in  der  in  der  Figur  angezeigten 

'^'clitung : 


Ober  die 
ELLIPTISCHEN  NORMALCURVEN  DER  i\^"°  ORDNUNG 

UND 

ZUGEHÖRIGE  MOÜÜLFÜNCTIONEN  DER  JV*"  STUFE 


VON 


F.  KLEIN. 


Abhsndl.  d.  K.  S.  QeselUch.  d.  Wissensch.  XXII  23 


Unler  elliptischen  Nornialciii'ven  der  n^''"  Ordnuni;  sollen  im 
intlen  diejenigen  Ciirven  u'^*'''  Ordnung;  vorn  GeschleclUe  Kins 
verslanden  sein,  die  im  Riuinie  von  [n — 1)  Dimensionen  gelegen 
sind,  die  idso,  unter  ;r^,  x^,  ...x„_^  homogene  ('oordinaten  ver- 
standen, mit  Henulzimg  ?<-gliedriger,  linear  unabliHngiger  fi-Prodnele 
folgondermassen  deliniil   werden  kt'mnen: 


1 
I 

4  ■    f 

u 


WO  2,'a.  =  1,'b.  =  ...  =  ^'«.  zu  nehmen  ist').  Ich  werde  ziiniiehst 
unlersiichen,  wie  sich  diese  Curven  im(er  Zugnindelegimg  verschie- 
dener ausgezeichneter  Coordinalensysteme  algebraisch  darstellen,  so- 
dann den  Übergang  erforsclien,  der  von  i\er  einen  Daislelinngsweise 
zur  anderen  hinid>erflllirt  und  endlich  die  solcliergeslall  gewonnenen 
Resultate  für  die  Theorie  der  Moduln  n'*'''  Stufe  verwcrthen.  llahci 
beschranke  ich  mich,  wie  gleich  hier  bemerkt  sei,  durchweg  auf 
<len  Fall  eines  ungeraden  w,  was  aber  keineswegs  durch  die  Me- 
thode der  Untersuchung  verlangt  wird,  sondern  nui"  durch  Rück- 
sichten praktischer  Natur  geboten  schien.  Die  Untersuchungen  iibei- 
Tlieiivverthe   der    o-Funclion,    welche   icli  im  ersten  Abschnitte 


•)  Was  die  gcomdrisclip  Tiiporie  dieser  Curven  angelil,  so  vcrgleirlie  man 
namentlicli  aucli:  Cliffonl,  im  Ihv  Ctassiftvaliim  of  Lori.  l'liitosojWiical  Truris- 
acttons,   London   187S. 

23» 
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F.  Klein, 


ilcrJ 

der  1 


zusammenstelle,  wolle  man  als  eine  Art  von  Einleitung  betrachten: 
ich  musslc  sie  gesondert  voraufschickeu,  um  hol  der  Bclrachlunji 
der  Normalcurven  nicht  immer  wieder  durch  die  AblrMluni^  vi» 
Hlllfsfornieln  unterbrochen  zu  werden. 

Die  Ideen ,  welche  liiernach  im  Zui»ammenhange  entwickel 
werden  sollen,  sind  dieselben,  welche  ifli  vor  nun  fünf  Jahren 
einer  der  Mtlnchcner  Akademie  vorgelegten  Note  skizzirl  habe 
und  die  dann  filr  «  =  3  und  n  =:.  5  von  Herrn  Bianchi  in  einer 
wichtigen  Arbeil,  die  ich  noch  oft  zu  nennen  haben  werde,  weiter 
ausgeführt  worden  sind**).  Eben  diese  Ideen  liegen  meiner  weite 
Note:  über  gewisse  T/teilwerthe  der  {/-Ftwclion***)  zu  Grunde,  in 
man  u.  a.  bereits  den  grössere ;i  Theil  der  ResuUale,  welclic  nun 
für  Mmluln  w^'-'''  Stufe  in  systematischer  Weise  abgeleitet  werden 
sollen,  in  knapper  Form  zusammengestellt  linden  wird.  Ich  bin  da- 
mals durch  äussere  Verhältnisse  von  der  ausführlichen  Darleguii 
der  betreuenden  Überlegungen  abgehalten  worden---),  und  nun 
im  vcigangenen  Herbst  zu  demselben  wieder  zurUckgekelui,  wo  ich 
dann  zuntlchst  in  den  Berichten  der  königl.  Sächsischen  Gesellschaft 
eine  vorlitufigc  Note  publicirte|-i),  um  jetzt  eine  zusainnionhiingendc 
Entwickehing  folgen  zu  lassen.  Vergleiclit  man  den  Inhalt  der 
letztgenannten  iNote  oder  auch  die  folgende  Darstellung  mit  den 
vorgenannten  früheren  Arbeiten,  so  wird  man  bemerken,  dass  ich 
mich  jetzt  mehr  von  den  directen  Methoden  der  analytischen  Geo- 
metrie entfernt  und  der  eigentlichen  Theorie  dei'  do[)peltperiodisclii*n 


•)  Silzungsbericlilc  der  MiiiiulieDer  .\LiiJeinie;  vdiu  Juli  1880:  Cbtr  uuciullick 
viele  Norinalfurinfti  des  eUi}ilisvlten  fnleijrah  erster  Gttttuny  (vergl.  auch  MaÜi. 
Anaalen  Bd.  \1  p.  13311'.,    wo  die  Noto  wieder  abgedrucltl  ist). 

•*)  übn-  iliv  IVormulformrn  tirilier  uiut  fiiuffcr  Slufe  des  rlliptischcn  Intnjmif 
erster  Gattung,   Dd.  17   der  M;Uli.  Anrialeri,   p.  S34  IT. 

*•")  Bd.  11  der  W.illi.    Amiiiten,   p.  566  ff. 

•|-)  In  der  Zwisdienzeil  li;il  Herr  Lanjjo  den  Fall  n=i  in  seiner  Disser- 
laliou  bciirbeilel  (Leipzig  I88tj;  über  dir  f6  H'vndebmihruni}spuncte  der  Kanm- 
curve  vierter  Ordnumj  erster  Species  (abyediuck.1  im  iü.  Bande  vou  Sclilüiiiilcli' 
Zeilschrift]. 

ff)  Sitzung  vom  1 4.  November  4  884:  Zur  Theorie  der  rlliplischm  Func- 
tionen n'"'  Stufe.  Anscliliessoiid  an  diese  Note  liabe  ich  itu  \Viuler:*eiiiesler  t4l8i/8ri 
in   meinem  Seminare  zidilrcielie  YorlrJige  über  dGn.<:Giben  Gegen-sland  gfli.'ilu>n. 


KLLii'riscitE  CiuvKN  isn  MoDiLN  »'"  Stife. 
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.'lionen  ziigewantlt  habe.  Icli  hütle  vielleicht  ganz  die  geoine- 
iria'he  Auüdrucksvveise  venu  fielen  unil  mir  von  «-gliedrigcn  o-Pru- 
tliK'leii  und  den  zwisclicn  ihnen  bcstciricnden  algelirai^ichen  Hclaliünen 
ii[Hüclieri  sollen  :  es  würde  sich  dann  in  der  vorhegenden  Abhand- 
lung lim  solche  Enlwickehingen  handeln,  die  man  tkr  Lehre  vnn  der 
Tnuixformation  und  Theiinng  der  elliptischen  Functionen  zuweisen  kann. 
Wen«  ich  liotzdeni  die  geonielrischc  Redeweise  nicht  habe  fallen 
lassen,  so  geschah  dies  einmal,  um  die  Geometer  (im  engeren  Sinne 
des  Worles)  fUi'  die  hier  vorliegenden  Fragen  zu  interessiren,  dann 
aber  namentlich  auch,  weil  ich  gerne  an  dem  Grundsätze  feslhalle, 
tliiss  auch  in  Kragen  der  reinen  Analysis  die  analyliscli-geometrischc 
Darstellnng  seiir  wesentlich  zur  klaren  Krfayüung  der  Aufgabe  und 
iiWrhaujit   zur    Tormulirung   zweckmässiger    Frageslollungen    bcihtigl. 

Ef  Was  die  Bezeichnungen,  die  ich  verwende,  angeht,  so  bemerke 
ich  gleich  liier  das  Folgende. 
Zunüclist ,  was  die  Formeln  behilVt,  so  schliesse  ich  mich 
lIieiLs  an  Jacobi,  theils  auch,  wo  es  wesentlich  ist,  an  Herrn  VVeier- 
slrass  an,  wobei  ich  freilich  (wie  dies  bereils  Herr  Itianchi  gelhan) 
in^ofcru  wieiler  abweiche,  als  ich  die  Perioden  dei"  Integrale  erster 
j     lind  zweiter  Gattung  nicht  ''Zto,  2w',  bez.  2;^,  2  >/,  sontlern  oi^  w^, 

"'sp.  '/. .    tL    nenne.      Der    iniaginiire    Theil    von    -- ^  ^^    kann    be- 

tatintüi-h   nach  llelieben  positiv  oder  negativ  genommen  werden,    es 

"iiiss  nur  an  der  einmal  getrollenen  Verabredung  fe.^lgehaUen  werden. 

'"dorn  ich  ihn    als  positiv   voraussetze^],    niniml  die  Legendre'sche 

Melaiion,   die    sptileihin    bei    fast   allen   Zwischenrechnungen   zu    be- 

'  "Ulzen  sein  wird,  die   rulgemle  Gestalt  an: 


W,»;,— ((/,f;,  =  ÜTt. 


schreibe  dann 


'■  =  '/ 


'•i  =  r 


9t 


21  y,*  =  J. 


Aiicli  hierin  niil  Biiinctii  tibereinslirtiiiiontl,  »her  onlgegen  meinen  rrülieron 
'***t>*i|ei\  io  ilen  Hätnleii  XIV.  XV,  X\ll  der  Matlieiiialisctien  .\nn;il<?n.  wo  '  —  ot 
ft^^t'lil   ist. 
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F.  Ki.Em, 


Sei    ferner,   was 
Punct    hervorgehoben. 


ie   Ausdriicksvveise  angeht,    aer 

Alle   solche    linearen   Transforiualioi 


M. 


10 


iad-liy=\). 


I 


welche  den  Betlingungcu  genügen: 

«^(5=1,     ß  ^  y  ^a  (mod.  n) , 

nenne  ich,  wie  frllhcM"  bereits  geschah,  modttlo  n  zur 
tjrnent,  und  rechne  nun  jede  irgenilwie  gegebene  elliptisch« 
(rnag  dieselbe  das  «  eiilhalleti  oder  nicht)  zur  n^  Sttjfe, 
hei  süninitlichcn  in  Hede  stehenden  linearen  Transfurniulioi 
W|,  ot^  ungciitiderl  bleibt,  —  es  sei  denn,  dass  die  Uh 
lichkeit  schon  bei  einer  Zahl  m  <^  n  eintritt,  worauf  die  vc 
Tunclion  dci"  m'''"  Stufe  zuzuweisen  sein  wird.  Die  hiermit  g 
DcHnilion  utid'assl  ohne  weiteres  auch  den  Fall  eines  elli 
Integrals  erster  (jalLung  und  weicht  daher  von  derjenigen 
ich  betrefl's  des  Integrals  in  meiner  vorgenannten  Mtlnchec 
verwandt  habe.  Wenn  wir  ein  elliptisches  Integral  crslefl 
wie  damals  geschah  und  in  der  Folge  wieder  in  Betracht 
Süll,  an  einer  der  elliptischen  Normaicurven  «'^^  Ordnung 
strecken,  so  ist  es  durum  noch  nicht  im  Sinne  der  jetzigen  Au 
weise  von  der  n^^"  Stufe.  Es  hat  nur .  insofern  Beziehi 
»'*^"  Slufe,  als  man  die  genannte  Curve  mit  besonderer  LeJi 
auf  ein  (!oordinalensystem  beziehen  kann,  bei  dem  das  Inte^ 
(k'i'  m''"  Stufe  wird.  Eben  (iieses  war  nun  freilich  der  Kern 
damaligen  Enlwitkelung,  so  dass  die  abweichende  Ausdruc 
die  ich  Ultrigens  ausdrücklich  zuriicknehiue,  mit  der  hier 
biauchenden  nicht  in  directcm  Widerspruche  steht.  M 

Ich   erinnere   hier    noch    an   einige   Formeln,    welche   f 
fortwiUirend    zu  Hülfe    zu    nehmen    sind.     Vor  Allem    haben 
Fnndanientaleigenschaft  der  ö-Functiou  feslzuhalten: 

(4)  o{«  4- »',"*,  +  »',  f./,) 

fH,  fH, -f  mj  H- n»,       iw«) '/«  + 'rtjT»)     M  H- 
=  (—  1)  '  .  e  ^ 

Südann  ihre  Beziehung  zur  t>-Funclion: 


I 


(S) 


Elliptbcu£  Cürven  und  Moolln  «**'  Stufe. 
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-) 


Hier  isl   ff,  in  bekannler  Weise: 


(<A  +  1P 


■Während    yj    durch    folgende   Forntcln    dcliiiiil    sein    mag,    welche 
^~l/^J  da t stellen: 


(7) 


'^'V^r^'-I/i^-r^') 


Wir    schreiben     jelxl    ausfülirlichcr     fj{?f,     m,  ,    f'>J     I'Ur    ff(«), 
^/(f»,,  wj    für  ./   und  lassen    rianslurttialiuii  h**'   Ordnung  cinlrelen, 
r  indem   wir  setzen: 


k 


(8) 


w,  = 


Ol. 


lU,  =  W,  . 


Es  isl  dann  der  Legendre'schen  Relation  zufolge: 


* 


(y) 


9(7r 


«^. 


2w, 


Den  grnieiiistinirn  Wcrth  dieser  Ausdrücke  l>ezeiclinc  ich,  wie  dies 
Huch  sonst  tihlich  ist,  mit  G^  (siehe  z.  B,  Felix  Milher,  de  Iratisfnr- 
niatiutic  (undioHum  dtiptitamm^  llerlin  1867).    Der  folgende  ^Juolienl: 


(1(1) 


^c.«*  i"'  ^' '"') 


I      mu 

I  stellt  (lami  diejeniü;e  dopfielljteriutlische  Function  von  u  (mit  drn 
Perioden  oj, ,  wj  voi',  welche  bei  allen  Untersnchungen  über  Trans- 
furinalion  n**^'"  Ordnung  zu  Grunde  zu  legen  ist.  Wir  werden  die- 
selbe in  der  Folge  noch  so  modÜiciren,  dass  wir  sie  mit  Vj.  J'* 
uiuhi|>hciren,    wo    J   den    ursprünglichen    Werlb    der   Üiscriiuinaule, 


3it  ^^^^^       F.  K(.Ki^. 

J  aber  den  transrormirten  Werlli  hüdeiilel 

Sie    vervvandell    sich   diidiirclt  in  einen   eiiifaciien  «V-Quolienlen,  tU 
wir  in  der  dop|>elleii   Form  schreiben  küniK^: 


n  — « 


Erster  Abschnitt, 

Über  die  Theilvvertbc  der  o-Funetion. 

§.   I ,      Ik'/itiiliun   ilrr    Thv'dwvrihe. 


Die  Lehre  von  der  TheiUiUi;  der  eni|>li.sehen  FnnelitMieti  wir«.« 
gowühnhch  in  (h-r  Weise  vurget rügen,  duss  nur  \on  doji|>ell|ieiiüili "  j 
scheu  Fnnetionen  im  engeren  Sinne,  also  (sofern  wir  uns  an  Weier^B 
slrajss'  Bezeichnung  anschhessen  wollen)  von  p[u)  und  ;j\»<)  dtiri«^ 
die  Hede  ist.  bizwischen  zeigt  eine  aufnieiksanie  lietiaclitiing  de 
von  verscliiedenen  Seilen  entwickelten  Foiineln,  dass  es  zweck 
niiissig  ist,  auch  TheilwerÜie  der  ß-Fiinclion  scllist  in  geeignete 
Weise  in  Betracht  zu  ziehen,  bi  dei-  Thal  Ireteti  solche  Tlieilwcilhf 
aucli  bisher  loitwithrend  in  den  Zwisclienrechnungen  auf,  nur  dasr» 
man  (beselben  noch  nicht  einzeln  derart  in  alisoluter  Weise  fixirl 
hat,  dass  jeder  von  ihnen  eine  algebraische  Function  der  Invarianten 
y. ,  y^  vorstellt*),  h-li  wünsche  im  gegenwärtigen  Altschnitte  den 
hiermit   bezeichneten  Gedanken  auszuluhren    und    die  üeziehung   der 


*)  Miiii  selui  hier  iiiut  im  l''oIgendcn  die  Arbt'iten  von  Kieporl  in  di-n 
Bänden  76,  8T.  8  8  deü  Jtfunials  für  Wattifuialik,  \V;is  altere  UnlcrsurlHingon  a\\- 
gehl,  so  will  ich  insbesoudorc  »uf  die  llaljililalionsschrifl  vou  Herrn  Sclirölor 
(Breslau  1855)  verweison,  in  welcher  die  'J'iieilwerlhc  der  ^  Function  in  einer 
ineiiurn  eitjcneti  Tendeiiitcn  nahe  verwundlpn  Weise  einge^führt  Mordt-n ,  aber 
docli  imnjer  nur.  da  die  Ketuitriiss  der  tf-Funulion  fehlt,  bis  auf  einen  allen  ge- 
meinsamen Factor  (Jetinirl  ersclieinen. 


Ki.ni'Tisi:riK  (".itiven  ind  Mokiln  w'*"  Stikk. 


;Uä 


neuen  Tliellgrössen  zu  <lfn  tt ülioien  itlen  riieiKveilheii  von  yj  u  iiinl 
y(ti}]  fcstzuslellen. 

Ich  setze  allgemein : 

(13)  ffj5,j,(M-  "^,.  <"",)  =  e  \  *        /.(/(u — a;('>,  -fJM^,  to^    «/,). 

insbesondere  auch  für  ticii  Nullwcrlh  kurzweg: 

(U)  «'x.ytO.  w.,  cj,)  =  aj,j, (('/,,  w.). 

Bei  der  Tlioiluiiii  duieh  u  oder  der  Tiansfürniation  /('^'''  Orthiuni; 
solk'D  von  diesen  Fnnclionen  insbesondere  diejenigen  in  Uelraclil 
kommen,  hei  denen  .r,  if  niitiun;ile  Zaiilcn  niil  dem  Nenner  «  sind, 
Sei  (lemenlspreehcnd 

*    '  n       -^        n 

Ird  werde  dann  znnieisl,  insofern  kein  Mi^äverstriiidniüs  zu  befürchten 
bt.  (li'd  Nenner  ii  einfiicli  unlerdrUeken,  nnd  also  die  in  IJelraclil 
l*oiiimL'nd«m   Kundinnen   foigencleraniüsen  sehreihen: 

(16)  fifii'f^  "^'  '^i),     ox^fiito,,  <-> J  , 

'»der  auch  kurzweg,    wenn   t»^^  (n^   als  selbslNersIclndlielie  Arguuienle 

Igelten: 
I     the  NuUnriÜn'  a^^^  um!  tiif  (Jumlivulvu   n^     {u)  :  ß[u}    sind    aitje- 
miache  Funiiioni'n   von  *;^,  ij^. 

Um  dies  zu  zeigen,  bedürfen  \vir  einmal  <h'r  SäU/,e,  welche  itn 
fül^i'iKJen  Parai;;ra|jhen  nhei-  das  Verhallen  unserer  Funelionen  hei 
linearer  rranslbrmalion  der  Perioden  aiitij;esleUl  werden  sollen,  nnd 
^1'^' darauf  hinauslaufen,  dass  unsei'e  Functionen  bei  tjenannter  Trans- 
f'Ji'iiaiJun  nur  eine  cndliehe  iVnzahl  verschiedener  Werlhc  annehmen. 
""^  bedürfen  andererseils  der  Keihonenlwickelungen  unserer  Gr^lssen 
"'Jcn  Potenzen   von  if,  die  wir  linden,  indem  wir  auf  den  Zusiammen- 

'""'fe'    der    o- Function    mit    der  ('/-Function  zurückgehen.     Wir  haben 

öach   kurzer  Zwischenreclinung: 


3i6 


F.  Klein, 


Üei'  Ktictor,  iiiil  welcheai  liier  rechter  Hand  der  />-(^)uuiieul  ujullipll- 
cirl  iül,  Itbsit  sich  in  folgende  Form  setzen: 

—  iJTiyu 

ÜDser  Salz  beruht  vvesenUich  darauf,  dass  hier  q  mit  einem  lix- 
pononten  verbunden  ersclteint,  der  imler  der  Voraussetzung  (151 
eine  rationale  Zahl  wird.  Denn  dies  besagt  vermöge  einer  Schluss- 
weise,  die  in  meinen  früheren  Arbeilen  über  elliptische  Modulfunc- 
tionen  vorgebildet  ist,  dass  die  endlich-werlhige  Function  von  </^,  <;,, 
mit  der  wir  es  zu  Ihun  haben,  in  Bezug  auf  <j^.  </,  nirgendwo  eine 
wesentliclie  Singularitiit  besitzt.  ich  ilarf  mich  hier  um  so  mehr 
mit  tlieser  Andeulimg  begnügen,  als  wir  ohnehin  demniichst  äju 
Werthbestimmung  unseres  Quotienten  (17;,  bez.  des  Nullwerl 
(T;^  ,,  e\plicite  Formeln  aufstellen  werden. 

Mf>ge  folgende  beiUiulige  Bemerkung  zur  allgemeinen  System 
der  elliptischen  Functionen  gleich  liiei-  eine  Stelle  tinden.  So  vw 
ilic  Funclion  Z/^,  der  Formel  (5)  entsprechend,  von  niU)  [=  To.o'"'^ 
nur  (im  einen  Factor  abweicht,  so  stimmen  die  drei  anderen  0-Vy 
tioncn: 

welche  num  im  Anschlüsse  an  Jacobi  uml  Herrn ile  mit  cA,  zu- 
sammen zu  betrachten  und  der  Theorie  der  elliptischen  Functioneu 
gleichförmig  zu  Grunde  zu  legen  |>llegt,  in  iler  Hauptsache  mit 

jonigen  <Sj.^y[u)  überein,  die 

entsprechen*).  Es  (ttetcl  sich  hier  der  Ccihiuht'.  die  Jaiobi-Ilermilt 
Theorie  so  zu  tjeueriiiisiren^  dtias  man  fur  helivbitj  üniunehmem 
die  n'  Grössen 


(iy) 


H         (A.  ^.  =  0,   1,  ,..(n-\)) 


*)    Iti  Woierslrass'   Vorlesungen  werilon    die    ilrci    .'^-Fumlionen  (IN)    hfl 
licli  durcl]  ü,M,  o^u,   «y,«  crselzl;    es  sind  dies  unsere  drei  a-l'uüclioneti 

M 


"l,»'»' 


»,!' 


"mW 


jede  dividirt   durch  ihren  NuUwcrth    (so  dtiss  <f,  (O) ,    a,(0},    (;j(0)    bei  Weier 
iibcroinsiiiiimeiiit  {;lcirli    1    sind). 


Elliptische  (^v.kven  uni»  Moduln  »*■"  Stlfk. 
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timuUan  betrachlrt.  Dieser  Gedanke  ist  gewisseiniassen  in  der  Theorie 
der  Normalcurven  von  der  Ordnung  ir  etithalk'ii,  wie  ich  iiidess 
nicht  ausführen  will*).  Es  isl  dcnselbe  Gedanke,  dessen  Durch- 
fliluuDg  neuerdings  von  den  Herren  Pryiii  und  Krazer  in  Angriff 
genommen  worden  ist**).  Indem  die  genannten  Autoren  von  der 
i^-Reihe  ausgehen  und  diese  gleich  für  p  VeiUnderhche  in  Betracht 
liehen,  erhalten  sie  eine  i'/-Relalion  von  ausserordentlicher  Allge- 
meinheit. Ich  werde  im  Fnlgdiden  der  so  gewonnenen  Thelarelatiün 
noch  zu  gedenken  haben.  Indem  ich  mich  durchaus  auf  den  Fall 
p=  I  beschränke,  nolire  ich  hier  als  Unterschied,  dass  die  ge- 
nannten Forscher  nicht  von  tV^(a;,  ry)  ausgehen,  wie  dies  durch  (17) 
imlicirl  wird,  sondern  von  ö^(jr,  f/).  Für  die  Technik  der  i'l-Relationcn 
Lüoiojl  dieser  Unterschied,  wie  selbstversttindlich,  nur  unwesenlhch 
in  Betracht.  Wenn  aber  die  aull retenden  Formeln,  was  in  der  Folge 
bei  uns  geschelien  muss,  auf  ihr  Verhalten  bei  linearer  Translbr- 
mation  der  Perioden  untersucht  werden  sollen,  so  ist  es  durchaus 
iii>thig;,  an  dem  0^  als  der  richtigen  Fuudanicntairunction  festzuhalten, 
iiod  es  dürfte  sich  dann  überhau [)t  empfohlen,  mit  den  Functionen 
(ij  I«),  wie  wir  sie  vorstehend  detinirlen,  zu  operiren,  insofern  dann 
alle  störenden  E>L[)onenlia]factoren,  die  sonst  immer  wieder  in  Be- 
iraeht  gezogen  werden  müssen,  mit  einem  Schlage  wegfallen. 

Die  allgcüieiuen  Functionen  ö,.  ^(m),  die  wir  in  (13)  deli- 
Diftcn,  treten  in  natUilich  anderer  Bezeichnung  obcufalls  verschiedent- 
lich in  der  Literatur  auf.  Ich  will  diesbezüglich  hier  nur  hervor- 
heben, dass  die  »analytische  Invariante  ./",  welche  Herr  Kronecker 
in  seinen  neuesten  Untersuchungen  zur  Theorie  der  elliptischen  Fuuc- 
li'onen  einführt*''^'*),  in  unserer  Bezeichnung  log  |  V. /.a,  |  ist, 
(wo  I  r -^  •  Ojc  1/  I   ^'^'"  absoluten  Betrag  von  Y^.  a^     bedeuten  soll). 


*)  Vcrgl.  für  n  =  5  liir  schinr  ^;i'jiiiiml('  Itissi'jliilion  von  L:iri{{e. 
**')  Acta  M«Üietti.ilic;i ,  ikl.  3-  tlx-y  dir  VvrnUiiciiiriiintin;/  diT  Hivuiaun  srhi'it 
Theta(ormtl\  \cr\i\.  aufb  dcti  voraiisgelieiidtiii  Aufwilz  von  Krazer  im  i(i,  ilandc 
der  MatlieiiKi tischen  Anniilcn :  Vber  Thetafunctionvu ,  äcrrn  Charakicrintikcn  attn 
Dritteln  fjanzrr  Zabkn  grbiidct  sind.  Hrrr  Knuer  Iml  dorl  .illciii  ilen  Fall  y  =  I 
in  Belrarhl  gezogen  nnrl  übrigens  seine  h'orincin  niil  »Irn  IjLMeils  f:;t'jianiilen  iiuf 
M  =  3  bezüglichen  L'iilcrsiichurtgeii  von  Merrn  lUaTn:[ii   in  Verbiiidntiii  geselzl. 

"•*")    Silzunpsberichte  der  Berliner  Akademie   vom  Jahre   \  RS3  ;    siehe  insbe- 
sondere p.  497 — 506,    oUS — üilO  dasfibsl. 
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§.  2.    Vcitifilk'H  flt-r  Thi'ihvevthe  tiei  linearer  Veräiulenwg  der  Argumenk. 

Wir  hahen  ynseie  0;j  soeben  [Formel  (19)]  der  lüinschrSnkung 
A,  ^/=  0,  I,  .  « —  I)  unterwoifea.  Diese  ÜÜnsehrlinkung  isl 
selbstvcrsslUiittlich  iinwesenllicli.  VoiiiieliiL  man  nämlich  i.  und  /i 
iiin  irgendwelche  uianzzahlige  MutU[>la  von  n,  so  erhidl  man  folgei 
Foimel : 

I      ,11  im  —  ju/ 

Es  ist  also  <Jx  +  Ih,  u-\-mni**)  ^^"  ''i,Hl")  '^^"*  ^'"'  L;inen  constaiilen 
Factoi-  verscliieden.  Die  Zahl  der  linear  iinabhiuigigen  Nullweill«' 
dtM'  (i;^     leduciil  sich  noch  weiter,    lüniiial  nttnilich  isl  a^,  ==  a(0)  =  llj 

andercrseils  aber   tindet  man: 


Urüssen  o;^^    zu 


so  dass   beispielsweise    bei  ungeradem   n  nur 
iinlerscheiden   sind. 

Ich  slelle  nunmehr  einige  Fortnein  zusammen,  welche  sich  auf 
das  Verhallen  unserer  Tlieilwerthe  einerseils  bei  Vcnni'hnimj  äet  u 
Hill  Mitllipln  äi'i'  Perioden,  anilererseils  bei  linearer  Traimformalion 
der   Perioden  bezieficn.  • 

In  crslerer  llinsiclit  berechnen  wir  sofort: 


(ÄS) 


ii7t[tia—ijLi) 


"KfA"  +  f*"^  4-'»w,) 


=  B  "  .  (—  1)'"'  +  '  +  •".«»  ^  '•  '   .  Oi^ 

woraus  für  den  Quotienten  Oj^  [u]  :  a{u)  das  nachstehende  Verballen 
folgt : 

/      I    /         I  ^  äiw(»rtA  —  lu)  .   . 

HS)      •^A,/i(«+/'V+ »'">»)_    — ffi.^(") 

Der  Quotietit  <^^.,[u)  :  o  w)  haf  alm  die  Eitjensvhafi,  bei  Yernirhrun^ 
des  u  um  Mullipla  der  Perioden  bis  auf  eine  {/eulimmte  ata  Facior 
vorlretendc  «'"  t^iuheitatvurzel  tttKjeündert  zu  bleiben*). 

•)  Man  vtsri^l.  Kirperl  im  78.  Bande  des  Jüurnals  für  Miilhenialik  (|».  SUtt.], 
odrr  .iiifli  Jntotji's  alli'  Al)li;mdlui)y :  De  functionibus  cltiplici^  commentatin  prima 
[Ges.    Werlie ,    Bd.l],    wo    unler   atiderer  Uüzeiclinuog   dasselbe   Theorem    bereit 
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Wir  noliren  noch  foltjende  Formel 


FE. 
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(die  der  Formel  (22)  gevvisscrmasscn  coordinirt  ist)  und  wenden 
uns  zur  linearen  Trcinsforination  der  Perioden.  Ich  will  mich  dabei 
der  Einfachheit  halber  auf  solche  Transibrmationeu  beschrlinkon,  di<' 
Diodulo  n  zur  klentiliU  congruenl  sind,  die  also  fulgendenuussen  ge- 
schrieben werden  können : 

to\  ^  {an  +  l)(j),  -\-  Im  .  lOj  . 

WO 

(25^)  ((j  f/  —  h  v)  n  +  (ri  +  d)  =  0  . 

BLTucksicIUigcn  wir,  dass  den  Subslilulioiien  (2!5)  entsprechend  fdc 
die  f^,,  ;,,  durchaus  Jihnlfche  Formehi  beliehen: 

so  linden  wir  mich  kurzer  Rechnung: 

hiesp  Forniel  ist  gewisserintusscn  der  eben  ubgeleitelen  ,2lV:  analog. 
IhiFuncl'uincn  <^j^^^{u],  otltr  ihre  Nnllwerthe  (j^^,,  erackemen,  ak  Modal- 
[undionen  anffjofasd,  nicht  etwa  tlirecl  alx  Fimd'ioncn  n'"'  Stufe.  Viel- 
weÄr  (jehdren  sie  zu  deitjenigcu  Fuitdionen,  n'elche  man  der  n'«""  Slufe 
udjmijirl  nennen  könnfe,  insofern  sie  sich  hei  Unv.aren  SnhstUulittneH, 
^«  modulo  n  zur  IdetüiU'it  eontjruent  ttind,  nur  um  eine  als  lutetor 
Mlretendc    Kinhcihwmzel   »mlerit.      Solche    Functionen    benutzt    niiin 


»Miominl.  Icli  möclile  gleidi  fiier  hei  dor  ersten  sich  darhitilenJeu  (Jclosenliei) 
^P^Wrell  auf  jeue  Arboilen  verwaisen,  die  Jacobi  bald  nach  I'ubticalion  der  Kuridii- 
"•"ola  folgen  Hess,  indem  k;h  wesentlich  dort  diu*  Rechniingsnielhodeii  gefunden 
Ittbo,  deren  ich  mich  weilerliin  für  meine  Zwecke  bediene,  wfis  durch  besondere 
'■•'«ie  nachzuweisen   zu   weillüidiy  sein   würde. 

*)  t}brigctis    hnl    iniin.    wie    Gbenfalls   rmgefiilirl    sei,    hei    beliebiger    lineiirer 
TniMforraation  der  i<>^ .   ttt, 

(li',  ^  «CO,  -^  (ibi^  , 
'i*  rol|;en<le  Formel : 


im) 
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mil   Voillicil,    IUI)  aus  ihniMii    als  Facloren  Moduln  iler  i»^®"  Stufe 
».animiinziiset/on,    wozu   wir  iiti  Kfils^fnilen  violfaclu*  Boispielo  kennet 
lernen   vvorilon. 

Was  iJo.ü  in  (2G)  auriicUMitlon  Factor  angclil,  so  crscheinl  def 
.stMljc,  zuuUclisl  als  eine  ''In^''  Einhoitswurzcl.  ludess  isl  loiclil  zu 
sehen,  dass  sich  derselbe  hei  imgeiaileni  n  (dem  einzigen  Falle,  den 
wir  fernerhin  beliandeln)  zu  einei-  »'■'"  Einheitswiirzel  zusaininen- 
zieliL  Aus  (25'')  Colgt  niimlicli,  dass  Tür  tmgerade  n  immer  tbigendi' 
Relalionen  Stall  haben : 

a/j  -h  ri  ^  cd  -h  f/  ^  f* .     (1(1  -\-  hr  ^  a  —  d  (rnod,  2). 
Wir    können  daher  (26),    indem    wir  für   i—  \)    die  Grosse  r'"  fin- 

fuliron  und  ilhrigens,  wie  immer  im  Folgenden,  t  für  e  "    sclireibeo, 
fotgendermassen   iniigeslallen: 


»—« 


(//Ä»— («  — rflA/«  — c/i-f 


i'ij 


womit  unsere  Uehau|tUing  bewiesen   isl.      lliv   «''"  Potenz 

ei'Wfiist  sich  jptzl  als  Modul fuiidion  der  n'*'"  Slufp,  —  Übrigens  sielil 
man  leitlil,  dass  der  in  (26')  aut'lretende  Exponontiallaetor  für  sJinunl- 
liche  n-^  [n)  gleichzeitig  nur  dann  in  Wegfall  kommt,  wenn/»,  r  um! 
(a  —  r/),  imd  also,  wegen  (25''),  aueli  a  und  </  einzeln  durch  u 
(heilbar  sind.  In  dieaem  Shuw  m'hihi  das  St/slfm  der  i»  „  {«,  w  ,  lu  : 
hei  Uftfjermlew   n   zur  Sluff  v*. 

§.  3.     Ihrstellung  audcrer  Grössen  aua  den   Thrihrcrlheu. 

Wir    gedachten    bereits    der    Möglichkefl ,    aus    den    Quotient 
"ä,«!")  •  *^(")    (oder  auch   aus   den  Nnllwerthon  a;j    )    solche  Moc 
functionen    zusammenzusetzen,     welche    der    w'*'"    Stufe    angehOr^ 
Formel  (23)  bietet  die  Möglichkeit,   die   Formeln   zugleich   so    eil 
richten,  dass  die  enlstehetide  Function  in  w  um  to,,  w^  doppelt p( 
(lisch   ist.     Ich  wUnsclu'  hier  hervorzuheben,  dass  sümmlliche  Hau] 
functionen    der    Thcilungs-    oder   Transtorniationstheorie    auf    sol 
Weise  entstehen. 

Eiinnern  w ir  uns  /unUchst  der  Fundamentalloiineln : 
/j-,        t^  >^  a(if  +  e) .  ct(m  — tO  0(21/) 
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'ir  soliliesson  ans  ihnen: 


(28) 


/.(!/,    +  /ffrjj 


fX'iü.  -\~  fi't'j. 


''l  +  y,  ii4-/j'(")-*'Ä  — V 


f-f^' 


"A.«!«)'  •  "i', 


(«9) 


"*}i. 


tfl\ 


'Ä.^.( 


Setzen  wir   hier  «  ■=  0,    so    orfaln-en    wir    olino  vveitares  die  Ttieil- 
grössen  ji'l — *         "*^]    als    Fnncfioncn    ilor    (JJ^^   .       Aber    juuli    die 

I    -'        — 'I    werdon    wir   als    soIcIiü    beroclmon,    wonn    wir    norU 

nÄnni'limcn,    dass  di<'  Summo  ^'nM^ — * — -)]■,  iuisyndolml  über 

llN'        ^      nn(Prschiedon(^n  Tfioilgrttssen,  bokannk'rtnasspn  gloieli  0  isl. 

Was  Transformalionstheorio    bolrilFl,    so  gcdonken  %vir  der  tb-ei 
undainentalfnnclionnn,  die  wir  unler   (10)  —  M2)   oint'iihrlon.      Wir 
luben  zuniM'bsl   in   hckannler  Weise: 


II 


(30) 


a\n,  — -.  fij, I  2    . 


Iroifon  wir  hier  auf  (28)   zurilek»  so  koniml; 


M— I 


(si)  <.-c."-.„(„.  ';;.-,)  = 


w— J     + 

^ 

H—\ 


hVir  bchandebi  fernor  den  Quotienten 


V 


J» 


mit  <lei-  Prodiirlfinlwirkcliing  (7).  Herr  Kicporl  hat  bereits  beinerkl, 
dass    man    das    onlstehende    Prodiict    nach   Altlionniing    eines   Expo- 

nentialfartors  als  Aggregat  von  — ^ —  Factoren  <tI  '*,  w^  w^|  dar- 
stellen kann  (cf.  Journal  für  Mathematik,  lid.  87,  \\.  i03i.  Fuhren 
wir  die  Bezeichnung  n^^^  ein,    so   fallen  aus  seiner  Formel  alle  Ex- 
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!■'.  K 


Lt;i> 


ponenlialgrössen  fort  und   wir  haben  öinfurh: 


M  —  1 


(35 


Wir  coiiiljiniren  endlich   (31),   (32)   iü  geeigneter  Weise.     So  koninil, 
der  Formel  (12)  entsprechend: 

n  — I  .   fi— 1 


(33) 


womit    in    dei-    That    in    allen    Füllen    die    gewollte    Durslelhmi;  ge- 
leistet ist. 

§.  4.      Hczk'hmuj  iiitacrcr   Thciliri'iifte  auf  die  p^^  „,  f'i  „. 

Es    ist    ein    llaupLsalz    in    der    Theorie    der    ModulfunclioncD 
w"-*^'"    Stufe,    dass   alle   zu    ihnen    gehörigen,    von    7^,    g^    algcbraisth 

abhlingenden   riinctionen   m  den  pl — ^  — ^^ — ^^^1»  P\ — --^-^ — *|   raliiv 

nai  sind.     Man  wird  verlangen,  alle  solche  Verbindungen  der  a^^  ^[h] 
oder  der  a^  ,^,   welelic  der  Formel  (2ti)   nach   unter  ilie  Hedinguniiieii 

des  Satzes  lallen,  c.Kplicit  als  rationale  FunttiontMi  dt^i-  /jf^^-^^^j, 

p'  i  -'^1  "T /<"^tj  durzuslellen. 


Ich    will   dies    hier   nur    für    zweierlei    Coinbinalionon    des   O) 


K» 


duiehführen,   Uilmlich    erstens    (unter   der  immer   festgehaltenen  An- 
nahme, dass  n  ungerade  sei)   für  die  n'«"  Potenzen  der  o,,  „.  zweiten» 


n  — 1 


■  — 1 


aber    für    l/^/ .    /"    —    ( —  1)         //(«;,„)'   f^'^^r    auch,     unter    der 


Annahme,   dass  n  ^  ü   (nio<L  3),    I 


■ür  |/. 


J    J"  —  (~1' 


'  /7 


(wobei    die    l^inschrUnkung,    der    wir    das    n    unterwerfen,    in    dnn 

Umstände  seine  lirklilrung  lindet,    dass  für  «  ^^  t)  (niod.  3),  elnMi  in 
«t-i 

Folge  von  (26),  JJ^n^g    gar  keine  Modulfunelion  der  w'«'"  Stufi-    jsi 
1       ' 

1)    Was    die    in  Hede  stehende  «'"'  Potenz  von  a,^  ,^  angehl,  so 

gewinnen  wir  dieselbe  nui    cinCachsfcn,    indem    wir    /nniichsl    durch 
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geeignete  Ausmultiplication  aus  (^8)  die  Formel  ableiten: 


»t-i 

2 


(35)         -  '-^V     =(-4)/'.  —  /'-'--         -    -  . 

dann  luil  o(f/)"  licraufmiiUiplicircn  und  «  :=  0  setzen.     Solclierweise 
kommt : 

(_-!)."  +  < 


^'(^^)-/('M9)-W7)) 


wo  der  dem  Produclzeichcn  beigefügte  Accenl  bedeuten  soll,   dass 
der  dem  Werthe  (>  =  fi  entsprechende  Factor  auszulassen  ist. 


H— 1 

2 


2)    Den  Worth   von  11  Gj^^  „"   finden  wir  sofort  aus  (29).     Das 
Resultat  ist: 

Sei  nun,  für  n^  0  (mod.  3),  n  z=  Qg±  \.  Für  diesen  Fall  gibt 
i)ereils  Herr  Kiepert  im  87.  Bande  des  Journals  für  Mathematik 
(p-  202  daselbst)  eine  Formel  an,  deren  Beweis  aus  (28)  lliesst, 
und  die   in  unserer  Bezeichnung  folgendermassen  lautet: 

n-l 


(3«)       /Jaxo 
1 


J"       «zl 


/>H'-^'-)-''(^)) 


n— 1 
_'_  n  —  1    ■t\/ 


Wir  erhalten  //a;i,„  =  (—  1)   «    }/ ^,,  indem  wir  (37)  durch  (38) 
l'eiderseitig  dividiren. 


Akbandl.  d.  K.  S.  UeselUch.  i.  WiSKonscli.  XXII.  24 
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Zweiter  Abschnitt. 

Die  Normalcürveii  i'**'  Onlniiiif?  im  Allgemeiuen  und  ihre 
zwiefache  algebraisclic  Darstellung. 

§.5.     Grumllegende  Sätze. 

Die  Definiliaii  der  Normalcurvon  ii^^^  Ordnung,  die  wir  in 
Formel  (1 )  voran.steülen  und  an  die  wir  jetzt  aiizukniipreii  haben, 
kann  unbcschadeL  dor  AllgcmoingLiltigkeil  nocli  etwas  parlicul'dror 
gcfassl  werden.  Wii-  verlanglcn  bei  (1),  dass  die  Uesidueosumnien 
i'rt,-  olc.  einander  glcioti  sein  sollten.  Wir  wollen  fortan  voraus- 
setzen, dass  folgende  Gleichungen  slattliaben : 

(39)  ^Ui  =  .30,-  =  . . .  =  J;i,.  =  0  . 

Die  hierin  liegende  Uniünderung  ist  dnreluuis  unwesentlicli,  iosofern 
sie  nur  eine  Vermehrung  das  ursprünglich  eingeführten  Parameters  « 
um  eine  geeignete  Constante  hedi^iitel ;  sie  erleichterl  al)er  die  Aiis- 
drucksweise. 

Wir  vermelircn  jetzt  tt  in  (1)  um  Multipla  von  Perioden.  Dio 
Rechnung  gibt,  dass  die  VerhUltnisse  der  x  bei  diesei-  L'niünderung 
völlig  ungeiSndeit  bleiben.  Es  QeuiUji  ahiK  dass  der  Puiameter  u  dtu 
durch  ci>,,  oi^  fixirk'  Perioilenparullplogrcimm  überatreicht ,  damit  do' 
Pum'i  .i;^  :  .r,  :  . ..  :  .T^_|  jede  SteUe  der  Normal  cur  tte  erreiche. 

Wir  erinnern  ferner,  <!ass  die  fj-Pioductc,  welche  in  (1)  auf- 
treten, lincar-unabhilngig  sein  sollten.  Dies  heissl  geometrisch,  dass 
unsere  Curve  dem  Räume  von  (n  —  1 )  Dimemioncn  eiyenlUch  atißc/Ußti 
und  nivkl  etwa  schon  in  einen  linearen  Hnnm  von  einer  geringereti  Dimrn- 
sioncniahl  eingeschhstten  ist. 

Wir   ziehen    endlich,    als    hau|its}ichliches   lUilfsmittel    für    al|| 
Folgende,  den  sogenannten  Hermilc'schen  Satz  heran").     Deinsell 
zufolge  verschwindet  eine  homogene  ganze  Fimction  m**'"  (irades 
a?^,  Xp   ...,  a;„_,,    aufgefasst  als  Function  von  w,  au  mn  Stellen  des 
Periodenparullclograniuis  der  «-Ebene  und  zwar  au  solchen  mn  Slellci 


')  Hermite,   Lettre  ä  Mr.  Jacobi  (vom  August   i8i4).     Siehe  Crolle's  Jourc 
BU.  XXXII  oder  Jacobi's  (;esaiiiDielle  Werke,    lld.  II   (üisbesondere  p.  tOS). 


M] 


ELUPTisr.nR  Curven  ind  Moduln  w**'  Siwpr. 


fidreü  Arguniento  i/,,  u^,  ...    clor  folgenden   Heiliiii;ung  t;otiiiigeii,   bei 
welcher  Jl,  u  ganze  Zahlen  bedeulen : 

(10)  «,  -h  »,  +  . , .  4-  "m„  -=  Afo,  +  /( w,  : 

umgckebrl    aber,     wenn   ilk'    Itoditiguiig    (iO)    slatl    lial,    so    iül    das 
Proiluct : 


(41) 


jU,+/^^t)( 


u  4- 


Xu},-i-fi  w. 


)nin 
■  //fTiii  —  n 


,1 


als  ganze    lioiuogi'tio    FiinL'tion    wj'*'"  (iiiules    der    ar,,,   x,,    ...,   .r„_, 
ilarslellbai-. 

Soi  liier  «?rstlich  «i  ^1.  So  haben  wir,  dass  jede  lineare 
Verbindung  der  x  »-mal  auf  unserer  Nornialenrve  verseil  windet,  dnss 
üUn  tiiMTc  i\'ormalcun>e  in  der  Tfmt  van  der  »'"'  Ordnung  »s/.  Wir- 
wollea  jetzt  neben  .r^,  ...,  .r„  ,  imdrre  n  Grössen  x\^,  ...,  a*',,,, 
betrachten,  welebe  ebenfalls  zu  linear-unabhtlngigen  n-gliedrigen 
ii-Pmduclen  von  der  Residiiensiunine  Null  proportional  sein  sollen.  Der 
Herniile'scbe  Salz  besagt,  dass  sich  die  x  in  den  x  und  die  .r  in 
(Ion  .(•'  liomogen  linear  darstellen  Uis-sen.  Je  zuri  Normalcurvett 
n^'^  Ordnmuf  sind  also  coU'mear  verwandle  odei'  auch,  anders  ausge- 
drückt: CS  (jiht  für  die  projeclive  Anfffissnng  nur  eine  Normalcurve 
«'""  Ordnuntj.  IJei  Foruiuliruug  dieses  Satzes  werden  natürlieh  die 
Perioden  ro^,  oi^  als  conslante  Grössen  beti'aehtel.  —  Wir  wollen  uns 
ferner  die  m  Grössen  x  so  eingerichtet  denken,  dass  a/^,  x\^  .,.,  j;'^_.j 
geni«insanä   für  «  =  u^  versehwinden  (dass  also  der  Punct 

unseier  (lurve  angeliört).  Lassen  wir  dann  .!•'„_,  bei  Seite  und 
iJi'ulen  x\  :  ar',  :  ...  :  a'^^i  '"'  Räume  von  («  —  2)  Dimensionen,  so 
hal)en  wir  in  diesem,  da  a{u  —  «J  aus  jedem  der  n-gliedrigen 
'»-ProiliK'tc  als  gemeinsamer  Factor  herausfallt,  eine  Nornudcurve  von 
^r  in —  1)1«"  Ordnung.  Die  Normalcurve  (n  —  1)'"'"  Ordnung  kann 
"^0  au*  der  Normalatrrc  n'"'"  Ordnunij  durch  Projeclion  von  vine-m  be- 
'ifHijen  ihrer  Punde  aus  getromien  tverden.  Wir  wollen  jetzt  den  nieder- 
sten Fall  n  ==  2  ausser  Helrachl  lassen,  der  überhaupt  als  Grenzfall 
5511  erachten  ist*").    Fui-  n  =  3  haben  \vii-  in  der  Kbene  eine  eigenl- 


•)  Vergl.  l»ier  iibfmll  \nnw  Errauleningcn  in  der  vorgerinnnlcn,   tJcr  Miiiicfiener 
A^*Jeniie  vorgelegten  Note. 
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liehe  Cuivt!  iliiUui-  Ordiiiuig  olme  Üoppel|innct.  Von  hier  steigen 
wir  zur  Normulcurve  vierler,  füiiller  Ordnung  elc.  auf,  imlciii  wir 
immer  die  niedere  Nornnilcurve  als  die  Projection  der  nüühstfulgeiH, 
den  belrachLen.  Wir  seldiessen  dann ,  dass  auch  für  n  >  3  r/w 
piidnuitknrvc  n^"'  Ordmuuf  keinerlei  vielfache  Pmu-ic  oder  mchrfnri 
zählende  Curvenziige  hcsilzen  kann^  dass  also  nur  solelie  Parameter- 
werthe  w',  i^  vvclclie  bis  auf  Mulli|>la  der  Perioden  uhei'einslimiuon, 
dieselben  YerliiUlnisse  der  x^:  a\  :  , ..  :  j:„_,  ergeben  künuen.  iiu- 
Nornuilrtntv  und  das  Periodenpanillelogramm  der  u-Ebene  sind  dem-^ 
muh  Punvl  für  Pumt  eindeulitj  auf  einander  heiotjen. 

Sei     ferner    m  >  t .      Hine    Gleiehuni^    /«'•-"    (Irades    zwischen^ 
u  honaoL'enen   Veränderlichen  enlliiiU 


im 


4}(m-}-9]  ...  (,M4-«_i) 


(«  —  4)1 

willkürliclie  Conslanlen,  wiihrend  nach  (40),  (ii)  von  den  mn  SehniU- 

(Mincten    unserer  Norniaicurve    mit  einer  Flüche  m^*"'"  Ordninii;  penat 

[mn — 1)  willkürlich  sind.     Daher  ijehen 

(m  -1-  i){m  +  2)  . . .  (w-f  M  —  1 ) 
(«  —  <)! 

linear   nuabhängiije    Fldrheu    ih*'''"   Ordnmuj    durch    unsere    Nornm 

hindurch,  beispielsweise  —  line;ir   unahliilngige  Flüchen  zweil 

Oidnung. 

Wir    bolrachlen    endlich    die    eindculujen    Trnnsformalionen    dt 
Norniaicurve  in  sieh.     Es  gilt,  den   Parameter  n  eines  erslen  Puncles 
liiil    dem  Parameter    n    eines  zweiten   PuncLes  der  Norniaicurve  d 
art    /.ii    verbinden,   dass   eine  Vermehrung   von  u  um  Perioden   ei 
ebensolche  Vermehrung  von  m'  nach  sich  /iehl  und  umgekehrt.     Vi 
den  besonderen  Füllen,  in  denen  g^  oder  g^  oder  gar  .J  verschwind 
will  ich  hier  ul)sehen.     Dann  wird  die  allgemeinste  Lüsung  der 
stellten  Aufgabe  bekaunllich  durch  die  Formel   geliefert: 

(4«)  Ii  =±u  +  C, 

wo   nach  Belieben    das  -{-   oder  das  —  Zeichen   zu   nehmen    und 
durchaus  willkürlich  ist,   Übrigens  eine  Vermehrung   des  €  um   Mul^ 
lipla  der  Perioden  geometrisch  keine  Bedeutung  hat. 

Wir   fragen,    wie   sich   diese    eindeutigen    Transformalionen 
Benutzung    der    Goordinalen    .c„     .  .  .,    a'„_,    algebraisch    darstellen 


i 
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Um  die  Coordinalen   x\^,   c'„_,    des    (ransformirlen   Pimctes  zu 

firljalteo,  werden  wir  ±  m -+- 6'  tue  «  in  (1)  eintragen,  tilöo  schreiben 

n 

Qx\  =  Aj[a[±  u  +  C-  a-^  elc. 
1 

Da  o( —  «)  ^  —  <t(m)    und    l\l^  =  ^b.  ^=  . .  .=  0,   so  ist  die  Re- 

siduensnmme   der   n    hier   entstehenden   d-Producte   je    q=  nC      Wir 

imlssen   nun    zwei  FiUlc    untersciieidca,  je  nachdem  h(1  niodido  der 

l'eriodeQ  w. ,  c<>    zu  Nidl  cons-Tiienl  Lst,  oder  nicht. 

Ersterer  Fall  tritt  nur  für  diejenigen  Weillie  von  C  ein,  welche 

die  Form  haben:    — ~ — ',    wo  die   ganzen  Zahlen  X,  ft    noeli  je 

;iuf  iliis  InlervaH  von  0  bis  {n  —  1 )  eingeschränkt  werden  können, 
so  duss  hier  im  Ganzen  n*  verschiedene  Wcrthe  von  C  in  Betracht 
kommen.  Die  neuen  (Koordinaten  x\^  ...,  .i''„_i  sind  dann,  dem 
Heriuite'schen  Salze  zufolge,  mit  linearen  Verbindungen  der  .r„,  ..,, 
J,-i  projiortional.     Die  Normalcurve  tjehi  oho,  den  2«*  Sul/atiluliotifu 


m 


u  + 


fnkprci'hend,  durch  2«'  Cotlineationen  des  Raumes  in  sich  über. 

Im  zweiten  Falle  k<innen  wir  die  «-gliedrigen  ^-Producte  :r\^ 
•••»  x\_f  nur  so  niil  möglichst  niedrigen  ganzen  Functionen  der 
*,  ...,  a!„_,  proportional  setzen,  dass  wir  sie  voralt  durch  geniein- 
sauie  Zul'Ugung  irgend  eines  neuen  n-gbedrigen  a-ProducLs 

n 

J/a{u  —  s^), 

desisen  Residucnsuinme  ^  ^  nC -{- Ko/^ -\- fiuy^  ist,  zu  2 »-gliedrigen 
'^IVoducleu  ergänzen,  deren  Residuensuninie  [^  Xco^ -\- ftm^)  unter 
*^ie  Bedingungen  des  Hermite'schen  Salzes  lülll.  Die  so  modilicirten 
•*'  werden  dann  zu  ganzen  Functionen  zweiten  Grades  der  x^,  ..., 
•'"n-i  proportional  (allgemeines  »Addiliouslheorcm"  der  .r,  ein  Gcgen- 
**l3nd,  den   ich  nicht  weiter  verlolge). 

§.  i).      Von  der  algebraischen  Durskllituij  der  Normtdcttn^vn. 

Was  die  algebraische  Darstellung  der  Normalcurvcn ,  d.  h.  die 
^arsiellung  durch  algebraische  zwischen  den  .r^,  ...,  x„_i  be- 
sWicnde  Gleichungen  ungehl,  so  ist  diese  in  allgemeinster  Form  nur 
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für  die  klcinsleo  «,  bei  n  ;=  2,  3,  4  bekannt:  bei  n  z:^  'i  halieD 
wir  iibcrliaiipL  keine  Gleichung,  bei  «  =  3  eine  einzelne  Gleichung 
(hitlen  Craik's,  bei  w  =  4  irgend  zwei  Gleichungen  zweileu  Gradeg 
zur  Detinition  der  Curve  anzuschreiben.  Ich  werde  sptiter  zeigen. 
was  Herr  Bianchi  i>i)eciell  bei  m  =:  5  nachwies,  dass  nüiulich  für^^ 
grössere  Werlhe   von  «  unsere  Normalcnrve    immer   als   Schnitt  de^^ 

bereits  genannten       -^—    Flüchen   zweiter  (hdnung,   welche  durch 

i:ie  hinduichgehen,  delinirt  werden  kann.    Aber  diese  Flfichen  zweiten 
Ordnung   sind    keineswegs  von  einander  unabhängig  und  es  ist  eiim 


durchaus    ollene    Frage,    wie    man    in    allgemeinster  Weise 


isi  euitii 
lerliclit'tr" 


Gleichungen  zweiten  Grades  zwischen  n  homogenen  Veränderlicl» 
liinziischroiben  hat,  damit  die  entsprechenden  Flik'hen  zweiten  Giailw 
eine  Noriualcurve  der  »''^"  Ordnung  gemein  haben.  Handelt  es  sich 
um  Delinilion  der  Normalcurven  «'<""  Ordnung  durch  algebraiscli 
Gleichungen,  so  wird  man  hiernach  bis  auf  Weiteres  hesomhe 
Coortlinak'mtßtftne  zu  Grunde  zu  legen  haben.  Eben  hieidurch  gc 
winnen  dann  unsere  Betrachlungen  Bedeutung  für  die  Theorie  d^ 
elliptischen  Modul functionen  im  engeien  Sinne. 

Ich  wertle  i\an  bezeichneten  Gedanken,  der  sehr  verschiedene? 
iMmUücationeu  t'iihig  ist,  des  Weileren  in  doppeller  Weise  ausführen. 
Die  zu  i)enulzenden  Coordinatensysteme  sollen  beide  in  engster  Be- 
ziehung zu  denjenigen  n'  l'unclen  der  INormalcurve  sieben,  welche 
ich  die  Kintfutärcu  nenne.  f>V  sind  ilies  divjctiiijfii  tr  Puutic ,  deren 
Parameter  n  in  der  thrm  enihülirn  sind: 


(44) 


X^ü^  -\-  fjuii^ 


Die  geometrische  Eigenlhiludiclikeit  dieser  l*tmclc  liegt  ohne  Weit 
zu  Tage,  iniiem   fiü'  jeden  derselben 

nu  ^  (}  (nioil.  (I),,  tii^) 

ist,  der  ein/eine  lernet  also,  «-fach  gezahlt,  den  vollen  Schnitt  tl< 
Normalcnrve  mit  einer  zutrelenden  Ebene  vorstellt;  es  sind,  um  einen 
Ausdruck  der  analytischen  Geonietiie  des  Baumes  von  3  Diiiiea- 
sionen  /u  enl nehmen,  die  Uijpt'roseuinlinnspunclt'  der  Haumcurve.  — 
Beispiet,  w  =  3  entsprechend :  die  9  Wende[)uncle  der  ebenen  Curve 
dritter  tJrdnung. 


S3] 
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Ebeo  ilas  Beispiel  tler  ebenen  Curve  drilter  Ordnung  mag  nun 
dazu  dienen,  um  die  beiden  Cooidinalensyslemc,  welche  Ibrlau  be- 
DUUI  werden  sollen,  inid  von  denen  ich  das  eine  das  kuttonische, 
das  andere  das  rnujuläre  System  nenne,  nach  iliron  Hau{tteigen- 
schaflen  zu  charakterisiren. 


A.     Dm  kanonische  Coordtnuk'mißtem  der  C^. 

Es  seien  ;j(«),  p'{u)  die  Weierslrass'sclien  Functionen,  zwischen 
ik'ni'ii  die  Relaliun  .stullhal: 

(4S>  l>'-  =  ^P"  —  'Jil>  —  !/,^ 

k\\  setze  nun  einfach; 


(4(i) 


'*0 


_    ^ 


a; 


Xj  als  Coordinalen  eines  Punctes  der  Ebene. 


1111(1  betrachle  die  x^  :  j, 
Aus  (15)  erhalten  wir 

(47)  aioX,*  =  i  a-,»  —  y,  a\''  a\  —  i/j  a-„' , 

da  Piinct  durchltlufl  aLso  eine  Curve  drittel'  (hdnnng.  Die  einlache 
Givslalt,  welche  die  Gleichung  dieser  Curve  daibielct,  ist  eben  die- 
jeüige,  die  ich  die  kanonische  nenne. 

Bemerken  wir  vor  Allem,  dass  die  durch  (46)  gegebene  Ein- 
führung der  j-^  :  d\  :  n\  als  specieller  Fall  untci'  den  Formeln  (1)  in- 
l>C!j5nllcn  ist.     Sei  nümlicli  der  Küize  halber  geschrieben: 


14K) 


/'(")  = 


ai^iY 


}>'[n]  ^  —  2-5-^, 


\vü  ^'(m),  V'{u)  zwei  wohlbekannte,  aus  ^  bez.  3  Facloien  be- 
^lelieüde  o-Producte  voristellen.  Wir  können  dann  (i6)  sofort  durch 
folgende  Formeln  ersetzen: 

(i9)  na-,  =  o{uY  ,  ga-,  =  o[u)  .  ^{u]  ,  ^.r,  =  -  2 T(u)  , 
•li«  sich  auch  fornuil  unter  die  allgemeine?  Üeluiition  (1)  subsuntiien. 
Suchen  wir  ferner  das  Cooi'dinalrnsystem,  welches  bei  (47)  zu 
'•i'undc  hegl,  geonielriscli  zu  vci-slehen.  Wir  erkennen  sofort,  dass 
',  =  jt,  1=  0  einen  der  neun  Wendcpuncte  unserer  Curve,  x^  ^  ü 
"ie  zugehörige  Wendelangente,  .r„  =  0  die  harnionische  l*olarc  vor- 
**Mli.  Die  geometrische  Ueiinition  von  r,  =:  0  ist  ein  wenig  com- 
plioirler.  Die  Linie  .r,  =:  0  ist  unter  den  Geraden  des  JlUscliels 
<f,-f-^.J',    liiejenige,    v\  eiche    der    Wendelangente    x^  z=  (\    als    erste 
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Polare  in  Bezug  auf  die  drei  weilereu  vom  Wendepunclc  (j-^  =  .r,  = 
ao  die  Curve  laufcncleii  Tarii^enlen  correspondirt.  —  Den  18  Colli 
neationen  enls|neellieiid ,  neklie  die  6^  in  sich  iil)erfüliren ,  kann 
man  bei  gegebener  6'^  die  Gletcliungsform  '47)  aul  18  Weisen  hur 
slellen.  Kin  jeder  der  9  VVeQde(njnel»'  gibt  allerdings  nur  zu  ein 
kanonischen  Coordinalcndreieeke  Anlass,  aber  zu  jedem  Dreiecl 
gehören  zwei  kanonische  Darstellungen,  indem  (47)  uugeäatkil 
bleibU  wenn  wir  a;,  im  VorzeicheD  Hndern,  was  eine  der  18  in 
Aussicht  genommenen  t^ollinealionen  ist. 

Wir    bespreclu^n    noch    die    in    (44)    auflretenden    Coefficicnlcn. 
Dieselben  sind,  als  MudullunLlionen  belrachlel,  von  der  ersten  Sluf 
wie  a  prioii  noth wendig,    wenn  niao  bemerkt,    dass  p{u)   und  // 
selbst,  —  oder  auch  (j(«),   .i'(«),    T{u)  —  der  ersten  Stute  ang*? 
hören.     Dem   cnlsprichl,    was   ich    hier    ohne  Beweis  anführe,  dass 
die  in  (47)  auftrelendcn  fj,,  g.^  V(ni  den  rationalen  Invarianten  vieilen 
und    sechsten   Grades,    welche    die    durch    (47)    dargestellte  Cwv 
dritter  Oidnung    im  Sinne  der  Aronhold'schcn  Theorie  besitzt,  n 
durch  Zahleiilacloren   verschieden    sind.      Tmlzdem   aho   eine  belklM 
(jeyeicne    Curve    driller    (hdumuj    auf    18    Weisen     in    die    Gleiclimitß 
f'nrm  (47)  gesetzt  werden  kann,  sind  die  in  dieser  Gleichnnysf'orm  auf- 
trvtvtiden   Coefficiejtten    von    vorneltereiu    rational   bekannt.      Der  Griin« 
hicrfdr  liegt  in  der  schon  hervorgehobenen  Thatsache,   dass  sftumil- 
liche    18  kanonische  Darstellungen    einer  (^urve   drille!-  Ordnung  a 
einer     derselben     vermöge     derjenigen     ("olliucatiüiieu     hervorgehe! 
welche,  anders  aulgelasst,   die  Curve  dritter  Ordnung  in  si<h  sei 
überl'ühren  * ) . 


ICD 

i 


*)     ](b     liaJic    (\\v   VcrhiiUnissc    des    knrioiiisulitni    l'onrdiiuiionsystems   l)ci 
r.urvL'M    driücr  Ordnung;    su    lutsriilirlicli  besproctioti.    Nveil  ich  ^'täubte,    ilüiuit 
Sleicli    seine   yeoiiu'lnsohe    Uedeutiinf;    lür    die    höltereu  Noririalcurven    !boi    den* 
icii  die   jetxt    im  Texte    ge^cboiiuii  lürliiulerimgcn    niclit    iiocli    citiiniil    \v ifderliol^ 
werde)    hinreichend  bezeichnen  /.n  können.     Mcrkwiirdigerwei.se  wurde  das  k«t 
nisclio    CoordinalfnsyskMn    bei    den    (Kurven    drilter    Ordnung    von    den    Geoenet 
bisher  nur  wenig  und    bei  den   Ilnurncurven  vierlcr  Ordnung  wohl    gar  nicjil 
trachlcl. 
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B.     Das  siiKjuliire  CoorJhialcustjslcm  der  C^ 


Uckanntli 


f)    Wendel 


ebcnt 


sckannilKUi  liegen  die  y  v>en{ie|)tincte  <'iner  eDcnen  i.urve 
(riller  Ordnung  zwolfinal  zu  drei  auf  einer  Geraden,  würiuif  man 
lus  den  zwölf  solcherweise  entstehenden  "Wendelinien«  vier  Drei- 
3cke  (die  »Wendedreiecke«  der  Curve)  zusammensetzen  kann,  der- 
jr(,  dass  die  drei  Seilen  des  einzelnen  Dreiecks  zusammengenomnien 
sammlliche  neun  Wendcpiincte  enthalten.  Jetzt  lassen  wir  die  drei 
Äxeo  des  Coordinatensystems  x^^,  a?,,  ;r,  mit  den  drei  Seiten  eines 
Weadcdreiccks  zusammenfallen  und  fiviren  die  absoluten  Wertiie  von 
T/.  x^  :  a\  in  solcher  WeiiJC,  dass  die  Curve  bei  cyklischei'  Ver- 
lauscbung  der  drei  Coordinalen  in  sieh  tibergeht.  So  entskhi  die 
toipianute   Hesse' sehe  Nnrmalforni  der  Curveuijteiehuntj: 


(50) 


(jCo^-f  cp.'-h  jj'l  +  ea.Xjöc^a-,  =  0  , 


welche  wir  hier  als  die  singulare  Gleichungstbrin  bezeichnen. 

RDie  irauscendenle  Delinähon  der  in  (50)  auftretenden  .r,,,  jc^,  x^ 
he    bei  der  Verallgemeinerung  zu  Grunde  gelegt  werden  niuss) 
iusserst    einfach.      Bezeichnen    wir    mit   Clebsch    den    Wende- 


||Uii 
[Ret 


^ct,   dessen  Argument     '  '  *  T^  ^  '^*  ist,  mit  [),,  //),  so  enthalten  die 

geraden  Linien  a:,  =  0,   x^  =  i),   ,v^  =  0    etwa   diejenigen  Wende- 
pUQcle,   welche  in  folgendem  Schema  je  in  eine  Ilorizonlalreiho  zu- 
knpeDgestelll  sind: 
fm  n) 0 .        Hl ,       i.0: 

H  |o^,       IS,      SS. 

■»feichzeilig  wird  diejenige  Collineation^  welche  duich  eine  cyklisehc 
'Crlauschung  der  .r^»  x,,  .r^  vorgestellt  wirtl,  in  Iranscendcuter  Form 
f^eben  sein,  intleni  man  m  um  ein  Diiltel  der  zweiten  Periode  ver- 
Nirl.  Dass  diese  Angaben  geniigen,  um  die  a?^,  x,,  x^  bestinimlen 
'•^igliedrigen  a-Producten  [)ro[)ortiniiat  zu  setzen,  möge  man  I.  c.  bei 
^'aucbi  nachseilen.  Ich  selbst  verschiebe  die  betri'iirende  Erörterung 
••8  spater,  wo  für  ein  beliebiges  ungerades  n  aus  den  entsprechenden 
Niagungen  singullire  a'„.  .t',,  ..,,  j:„_,  gewonnen  werden  sollen. 
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§.  7.     Zweietiei  Coordinaleiwßteme  bei  beliebige}'  Normakurve. 

Wenn   t;s  sich  jetzl   dariinii  handcll,  die  zweierlei  (Koordinate 
syslcmo    von   der  NornialcLirve  dritter  Ordnung  auf  die  Norjnalcur\e 
»•*•"  Ordnung   zu  ilbertragen,    jio   isl  dies   an   sich,    wie  jede  Ver 
gemeine ning,  eine  unbestimmte  Aufgabe. 

kh  suche  die  hmioniscke  Ihrstelluntj  iu  der  Weise  zu  übcrlnuj 
dass  ich,  der  Formel  (46)  enlsprechend^  die  x^  :  x^  :  ...  :  x„__^  mit  ge- 
eifjnek'H  Potenzen  titid  Prodncien  von  p{it)  und  p  [u]  proportional  «el^H 
Es  niuss  dies  nur  in  solcher  Weise  geschehen,  dass  durch  Ueraiif^ 
nuilt(|iliciren  mit  "f«)"  überall  «-glicdrige  <j-Prodiicle  entstehen,  und 
zwar  jsulche,  die  unter  einander  linear  unablilingig  Mind.  Beispiels- 
weise durfte  bei  ungeradem  n  sich  folgender  Ansatz  empfehlen: 


•a|l-j 

I 


iX",, 


(52) 


1  2 


iC«_i 


dem  für  gerades  u  dei'  folgende  zur  Seite  steht: 


p'(u).p[ti)  2 


iX-ft 


JC, 


(52'') 


2  3 


iX?- 


=  I   :  p  (m) 


/)(f/}2   :  //(«)  :  p'{>i).  p(f')  :  ...  :  p' {u)  .  p{u)   ^ 


Vielleicht   auch    scheint  e.s  elcganler,   statt  {»i2)    und   (52^)   die 
heitlichc  Formel    zu  Grunde    legen,   die    schliesslich  dasselbe  leistet: 


ä.\ 


■r. 


a\  :  o-. 


(53) 


w—  1 


i   ;  p{u)  :  //(»)  :  //'(»)  :  ...  :  p' 


'■(") 


(wo  der  Inde.x   (« — 3)  eiue  (» —  3)  fache  Dillerfutialion   bedeiile!) 
doch  meine  ich,  da.ss  man  mit  den  l'.oordinateu  (52)  bosser  rechnet. 

Schwieriger,  weil  um  Vieles  nunmigfalligei',  ist  die  Vei'allge- 
meinerung  der  sitifiiilarc»  Daistellung.  Wir  werilen  an  Stelle  de;« 
Wendedreiecks  jedenfalls  ein  solches  Polvikler  der  (ioordinali 
besliminung  zu  Gruiule  legen  vv<jllen,  dessen  n  libenen  zusaninif 
genommen  sammtlichc  »*  singulare  l'uncle  enlliallen.  Dass  es 
allen  Fidlen  solche  Polyedei"  gibt,  beweist  man  leicht  auf  dem  VV( 
des    Versuches    mit    Hülfe    des    Abt-rsclien   TIteorems    (indem    inaner 
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B  n  singuicirc  Piiiicte  in  einor  Eheno  liegen,  deren  Argunicnlc 
zu  L'inander  addirl  eine  Summe  ergeben,  die  raodulo  w,,  w,  gleich 
Null  ist).  Nun  wird  aber  die  Zahl  dieser  Polyeder  bei  wachsendem 
n  uhergross,  und  eine  nUhere  Iberlegiing  zeigt,  dass  die  en(s(elien' 
den  Polyeder  nicht  etwa,  wie  die  Wendedreiecke  bei  der  Ciirvo 
driller  Ordnung,  alle  gleicliberechligl  sind  (was  man  iiiil  Hülfe  der 
2»*  (x>llineationen  und  übrigens  durch  lineare  Transformation  der 
Perioden  oj,,  o>.  unleisucht),  dass  selbige  vielmehr  verschiedenartigen 
Ciassen  angehören.  So  lindeL  Herr  Lange  in  seiner  wiederholt  ge- 
Dvnnlen  Dissertation,  das»  bei  n  =:  4  im  Ganzen  7i3  Tetraeder  der 
giewiinschlen  BeschalTenheit  exisliren,  welche  sich  den  genannten 
Operationen  gegenüber  auf  sechs  verschiedene  Classen  vertlicilen. 
An  urtd  für  sich  scheint  es  nicht,  schwierig,  bei  beliebigem  m  diese 
.\ufiahhiug  zu  wiederholen  und  nun  für  jedes  der  so  entstehenden 
Polyöder  als  Coordinalcnjiolyeder  die  algebraische  Darstellung  der 
Normalcurve  zu  discutii-en ') .  Aber  praktische  Uiicksichlen  lassen 
bei  gegenwürliger  Gelegenheil  beliefls  der  foiniulirlen  Aufgabe  eine 
Beschränkung  als  durckaus  nothwendig  erscheinen. 

Indem  uli  mich^  wan  die  siiujulifre  IhrslclIuiKj  atttjehi^  im  Fühjen- 
ticn  auf  den  Fttlt  dvs  ungeraden  n  (fi'situHuht'.  will  ich  <'i}i  f^tmfdittftleit- 
stjsiem  eiiiführeity  trek/ien,  dem  Wviidedn'ieckc  (51)  eHlfiprvchcml,  duri-h 
(oiijendeii  Schema  (jetfcben  isi: 


(5t) 


0,  0 

0.   I 


I,  0 

I,  I 


S,  0 
2,  \ 


0,{n-\)  !,(«-<)         2,  (»-!) 


(/i-l),  («-1) 


')  Vielleicht  sollte  man  iiborliaupl  alle  Coordinalensysteiiie  in  Belmclil  /.irln-n, 
^nn  Rk'oen  dit;  Kiyenschad  tialien ,  der  Curvc  nur  in  siiigulüron  Punt^tLHi  zu 
"*8«gneii,  ohne  durtJin  niisziisfliliesscn,  dass  Piniye  singulare  Puiiclc  ij)f>j;licher- 
*eisc  ujolirfach  als  ScIuiillfUMii'lc  auflrclfii  und  dulur  d;mn  audurc  singulare  I'uiicle 
""'er  Jen  Sdiniltpunclen  fehlen.  Fassen  wir  die  Aufgabe  .so,  so  gibl  es  beroils 
Ik>i  iJ(|.  ebenen  r.nrve  driller  Ordnung  versclnedenurlif^e  siuRuläre  ('oordinalen- 
'J>lenic.     Ks    enlstelil    dann    bc'is|)ioKwfi.se    die   vieiracli    beniUicle  CJlüifl)un{;sfynn : 


r,  =s  0,   .r^  =  t)    ilrei  \V'onde!anf;enleii  der  Cnrve  vurstellenj   deren 


irunpspiincli"   in  geriider   Linie  li<"f;t;n ,   vir,  elf. 


36i  F.  Klein,  .28 

Die  Aufstellung  zugehörigei"  x  mit  Hülfe  n-gliedriger  o-Producle 
iiiug  noch  wieder  verschoben  werden,  bis  wir  sie  in  §.  9  im  Zu- 
sammenhange behandeln. 

§.8.     Die  Normalcurve  «'<""  Ordnung  in  kanonischer  Darslellmg. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  unter  (52),  {52**)  definirte  kano- 
nische Coordinatensystem  soll  jetzt  insoweit  benutzt  werden,  als  wir 
mit  seiner  Hülfe  die  Flächen  zweiten  Grades  untersuchen  wollen, 
welche  durch  die  Normalcurve  hindurchgehen.  Ich  will  bei  den 
verschiedenen  Überlegungen,  die  diesbezüglich  nöthig  werden,  von 
den  Fällen  des  geraden  oder  des  ungeraden  n  allernirend  immer  nur 
einen  berücksichtigen;  der  Leser  wird  mit  Leichtigkeit  die  kleinen 
Umsetzungen  vornehmen,  welche  jedesmal  von  dem  einen  Falle  zum 
anderen  führen. 

Es  handelt  sich  vor  Allem  um  wirkliche  Aufstellung  der  —  y 
linear  unabhängigen   quadra tischen  Relationen.     Ich   nehme  dabei  n 
ungerade  und   will   die  Formeln    (52)    der    einfacheren  Ausdrucks- 
weise halber  eine  Zeit  lang  so  schreiben,   dass  ich  jcn+i,  .,.,  x^.\ 

■i 
durch  y^,   ...,    tfn-i   ersetze    und    bei  p[u),  p  {u)    das   Argument« 

unterdrücke.     Die  Formeln  lauten  dann: 

x„  :  ;r,  :  ...  :  .r,.-!  :  'Jo  ■  Ui  •  •••  ■  y»-:» 

•J  2 

W  — T  H— .1 

=  i  :  p:  ...  -.p   -^     :  p':  p'p:  ...  :  p'p  '^     , 

WO  ;/  mit  p  durch  die  Relation  verbunden  ist: 

P'*  =  '^f  —  ütP  —  Uz 
Die    nähere    Überlegung    ergibt    nun   vier  Arten    von   quadraü- 
schen  Relationen: 

1)    Binomische  Relationen  von  der  Gestalt: 

^»•^fc  =  '^V  ^k  1 
die  auftreten,  weil  die  beiden  zu  Vergleich  kommenden  Producte  J<^ 
derselben    Potenz   von  p  gleich   werden.     Beispiel:    x^x^  =  x^'  clc 
Solcher  Relationen  entstehen  ebenso  viele,  als  es  linear-unabhJingig' 
Flächen    zweiten   Grades  gibt,    welche   durch    die    rationale  Rauffi 

curvo  I  -^     I       Grades  des   Raumes  von  Dimensionen: 


KlLIPTISCIIK  CuUVKN  l'Nl»  MtUM  \.\  w'"'  SniKK. 


M 


}ii 


or. 


liitulurcliilcUifoTi .  niiinlicli 


n  —  <  .n  —  .i 
8 


2)   Binomische  Relalionen  vom  Typus: 
Die  Al)/.iihliiivg     (wck-be    wieder    an    einei 


liilionalcn     Uaumcnrve, 


dir  aljL'f   nun    von    dor    I — -  '  j       Otilnimii;    isl    imtl   im  Uaiiiuo    von 
Dimensionen  liogl,   i^odeiilel   woi-drn  kann)   lit^fcvl   -     '  " 


i 


8 


Kolalionon  dit-sor  Art. 

3)  Binomische  Ki^hilionon,    wolcho    boidorspils   ein   y  imthallon: 

Im  Ganzen  konmien ^— hierher  gehörige  Gleichungen. 

4)  QuaJrinomische  Relationen,  die  entstehen,  indem  wir  das 
Producl  yjff.  durch  Einsetzen  des  für  ;j'^  vorgegebenen  Werlhes  als 
Function  von  p  allein  darstellen  und  die  drei  dabei  hervorkommen- 
den Terme  durch  Producte  zweier  x  ersetzen.  Bei  der  AbzJähhmg 
rnUsseo  wir  beachten,  dafis  von  allen  Produclen  //.v/j,.,  die  einander 
gleich  sind,  inid  ebenso  von  allen  Producten  x-Xj.,  die  einantler 
gleich  sind,  immer  nur  eines  benutzt  werden  darl"  (insofern  der 
Gleichheit  verschiedener  derartiger  Pi-oducte  bereits  iJurch  I},  2) 
Rechnung  gelragen  isl).  Daher  wird  die  Anzahl  iler  neuen  Uela- 
lionen  relativ  gering;  sie  betrUgl  nur  (m  —  3). 

Aildiren  wir  zusammen,  so  haben  wir 

Inear  unabhängige  quadratische  Relationen  gefunden.  Dies  isl  aber 
gerade  -^—ä — i  so  dass  wir  in  der  That  sümmtliche  Relalionen 
<lieser  Art  gewonnen  haben. 

Ich  werde  jetzt  weiter  zeigen,  dms  für  n  >  3  die  -^—5 — - 
f^dratischen  ftelaiionen  hinreichen,  um  die  Nornutlcurve  m'^**  Ordnumf 
'^  »olche   algebraisch   zu  defimren.     lis    handelt   sich  um  den  Nach- 

weis,  dass  unsere   -^— ^ —     Flüchen     zweiten    Grades     ausser    der 


a(j(i 


F.  Klein, 


Noimaicurve  niclil  noch  andere  Bostaiidthcile  gemein  luibeu.  Icli 
zeitje  dies  durch  vollstüntIii;e  IndiicIitH»,  indem  ich  ziinilchsl  an- 
nolime,  dass  unser  Satz  fui"  ein  i^egebcnes  [n — 1)  richlig  sei,  und 
dann  scidiesse,  dass  er  aueli  bei  «  selbst  gellen  muss.  Da  unsi 
Salz  l>ci  n  =^  4  zutrifft,  so  muss  er  allgemein  richtig  sein*). 

Der   IJcvveis  selbst   ist  jetzt  iinsserst   einfach.     Ich    will  wieder 

H  als    ungerade   Zahl    annehmen.      Dann    iinlcrscheiden    sich    die 

die  (jiirvc    w'*"''  Onlnnng  geltenden  Formeln  von  tienjenigen,    die 

die   ('urve    (n — l)**^*"  Ordnung   in   Betracht  knmjuen.    dadurch,    dass 

sie    eine  Coordinale,    nämlich  i/» - :\ ,   mehr  enthalten.      Wir    selHiidcn 

•i 
jetzt   die  für  die  Curve  i&'^'  Onlniing  geltenden    f]iiadratischen   Kela- 

tinncn    in    soh^he,    welche    j/«-ü   enthalten,    untl    solche,    welche 

nicht    llum.      Krstere    lassen   t/b-.i   in  manuigfaclier  Weise    als  rat' 

nale  Function  der  anderen  (loordinalcri  berechnen.  Nun  zeigt  ein 
Blick  auf  die  so  entstehenden  rationalen  Functionen,  dass  selbige 
nicht  etwa  alle  gleichzeitig  für  ein  imd  dasselbe  der  iNurnialci 
(»i — t)'*'*  Orthiung    angehorige   Werlhsyslem    der    .r^,     ..., 

(1 

Nintnil  man   dies    mit  der 


ide^ 

I 

Icn 
ila-  i 

i 


!/, 


;?/m-.s    die 

1 


rorm  ^  aunt'tuuen. 


Voradssetzung  zu.saiunu'n,  die  wir  machen  niüssen:  dass  nümlieh  jene 

quadratischen   Kelalioncn,    welche  J/<<    ;<    nichl    enthalten.    dit>  tiurven 

■i" 
(n — l)'*^"''  ürdnunj;  rein  tiaislellen,  so  ist,  wi<^   man  erkennt,   unst^ 

Behauptung  erwiesen  '**). 


')   Miui  selic  iiucli   Biaiu'lii,    I.  c,    wo  unser  S;ilx   Tür  n  ==  .'1   iiuhM'   Boiiutzui 
des  singiiliircn  Coordirialensyslems  erwiesen  wird. 

**)  Ich  [i;it)e  den  Beweis  lit's  Textes  an  ilic  kiinonisclie  Darslcllimg  ange- 
liniipfi ,  weil  daduicii  die  Ausdriirkswcisc  bequemer  wird.  Es  ist  .itier  niclil 
.sdiwer,  den  Beweis  unter  t}eil>eli.-it(ui)g  seines  Gnnidgediinkens  so  zu  modiiiciren, 
dass  er  der  conrreleii  Tormeln  ä^ar  niclit  riielir  bintürf.  Man  hat  nur  zu  hc- 
actiten ,  dass  die  Projcclitin  der  Curvc  n'**''  ÜrdnunK  von  einem  beliebigen  ihrer 
Piinülo  aus  immer  wieder  eine  Nornialcurve  [ti — l^*^""  Ordnung  iiererl,  welcbe 
ilirersi'iU  durch  die  zugcliürigon  i|uadral)schen  llolationon  rein  dnrgcslelll 
Dies  aber  wäre  unnioytich,  wenn  die  zur  Curve  «'**'  Ordnung  {gehörigen  Rel.iti4 
ausser  der  Curve  noch   irgend  weti-tie  sonstigen  Etetnenüe  gemein  IjaUeu. 


lÜLLIlTISrjtE  ClIHVEN   UND  MoülJLN  u'"  StUFE. 
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§.  9,     Das  singultirc  Coordinak'nsifsti'in  hei  f/t?r  Nnrtnalcun'i' 

n'*''"   Ordnung. 

Indem  ich  mich  jclzt  bei  beliebigem  (als  ungerade  voraiisge- 
seUlen)  n  zur  Belrachlimg  des  simjuinven  Systems  wende,  werde 
ich  die  Coordinalen  fortan  zur  ünLerscheidung  mit  grossen  Buch- 
slaben bezeichnen  (X^^,  ...,  A'„_,,  allgemein  X^).  Wir  liaben  die 
X^  in  '54)  nur  erst  so  weil  delinirt,  ilass  wir  angaben,  an  welchen 
Stellen  des  Peiiodenparallelogrunims  der  u-Ebene  dieselben  ver- 
schwinden sollen,  was  in  folgender  Foirnel  seinen  Ausdruck   lindel : 


(55) 


(?-V„(«) 


«-1    . 
M„./faU 


WO  M^  einen  Teiin  bodeutcM,  der  in  der  w-EItene  nirgends  Null  ist. 
Wir  werden  31^  erstlich  in  der  Weise  zu  besliiunien  haben,  dass 
die  Verhaltnisse  der  A'^  und  überhaupt  die  Quotienten  A'^(m)  :  a(w)" 
doppeltjieriodische  Functionen  von  tt  mit  den  Perioden  w^,  w^  werden, 
ilaiiit  idwM',  ents[)rechend  der  siugnliiren  narslellung  der  Curve  dritter 

Oiilmmg,  auch  so,  dass  eine  Vermehrung  des  «  um  — ^  die  Ver- 
hältnisse der  X^  cyklisch  verlanschl. 

trh    erinnere    hier    xnniu-hsl    au    die    Formeln    (31)     und    (10). 
Erstcrer  zufolge  isl : 


<)   *    .//  ox,,M 


n—l 


Während  wir  bei  Formel   (10)  angaben,  dass 

(r(M,   fti,,   mj" 

eine  doppeltpcriodische  Function  von  n  mit  den  Perioden  r-j^,  w^  ist 
Daltfir  wollen  wir  jedfu falls  setzen: 


tö6j 


.    .   .  —Ii,ir        (        (0  \ 


A 


'M\H  V.  Klkin,  3? 

Wir   iioliinon  jetzt  die   ße/eicliniing  o;^  „  [ii,  ^^^^,  mJ    des  ersleo 
Abst^linills  wiodor  auf.     Nach  der  dort  gegebenen  Dcfinilioo  ist 

(wo  if^  den  Iranstbrmirlen  Wcrtli  von  i^^  bezcicimcl;,  also  eine  Func- 
tion, welche,  wie  unser  X^^,  für 

„  —.     . .«    '    — «   /.  =  0  ,   1 n  —  I 

Nei-s('h\\indel.     (ileichzeilig  ist  nach    23 

eine  doppellperitulische  Funolion  >on  u  mil  den  I^erioden  q,,  h,> 
V<'rj;/«'iVÄ<*M  M'ir  iiorÄ  .*>i>  .  ^(>  nehm  trir.  «/<i*s  rir  jedetifail*  der  min 
(in  «/if*  A^,   «/i'>7f7//«'n  Aufordcruthj  tjerfchi  irerJem.  imiletn  trir  allijei»»» 

Hiornni  ist  ;dk*r  in  der  Fisal  auoh  der  zwi-.tvo  Kt»rderuni  iler  For- 
deniui:  oxkliM^ior  Verla ii>rhiini:  ili*r  X„  K-i  Veniiehruni;  des  u  um   * 

«  <  *  et  «.^  I 

lienuiro  iroloistoi.      Man  tindei  n.uiil.oli  nach  kurzer   RirhDuik:: 


<■  i>. 


' '.'■.^    •  ;>-.in.'."-'i   Ii;    ~.  I.:-     :  :ili     ;•■•:-;♦.  li':-    V  t'-Ofll    »:iiii.     iif^'i.  ^"«ih  »i** 

^  •  II,:   ■.•!      li;         lii  «.I.,-  1      !•:•"-. I  ■!.      ;m      /.itMit'l      !<. 


»] 


Klliptisohe  Curven  u?»d  Moduln  w**'  Stufe? 


forrnationsthoüiio    (lelinireo.      Indem   wir   die    Fürmcl    (60)    rnil    (31) 
conibioirCD,  erhalten  wir: 


♦•-1 


IJ  ^lui») 


(64) 


rV„(w)  =  Hf 


+« 


[fi'-J 


t)er  ProporlionaliUltsfaclor  p,  dor  in  allen  diesen  Formeln  [(57),  (58), 
i(61)]  auftritt,  tsl  als  solcher  natürlich  unbeslimmt.  Ich  will  aber 
schon  hier  angeben,  dass  wir  ihn  im  folgenden  Paragraphen  mit 
Rücksicht  auf  spätere  Zwecke,  die  über  die  unmittelbare  gcomo- 
trisehe  Deutung  hinausgreifen,  in  absoluter  Weise  lixiren  werden"), 
i  Wir  prüfen  noch  das  Verhalten  unserer  X^  bei  Vermehrung  des 

u  um  «'*  'f  heile  der  ersten  Periode,  wie  bei  Zeichen  Wechsel  des  m. 
Die  Rechnung  gibt: 


Aij, 


(62)  A„(»  +  i^)  =  (-11* 

(63)  X„(-u)  =^-A„_„(ti). 


in 


.— «i 


..Va("). 


Die  Formeln  (59),  (62),  (63)  slelleti  bei  Zugntndcie<iung  der  X^^ 
die  2«*  CollinealioneK  vor,  welche  uniiere  Normakurve  in  sich  selbst 
vberführett.  Man  beachte  wohl,  dass  das  Coordinutenpolyeder  dor 
X„,  d.   h.  der  Inbegrilf  der  Ebenen 


l 


a;=:0,    a-,  =0 


m  diesen  Collinealionen  nicht  geändert  wird,  was  einen  w^esenl- 
lichen  Unterschied  des  singiiUiren  Svstems  gegenüber  dem  kanoni- 
schen bexcichnel  *  '\. 

Formel  (63)    gibt  uns  jotzL  Anlass,  folgende  ComhinaLionen  ein- 
zuführen: 


1^ 


*)    Dies  eben  isL  der  wesenlüclie  Puncl ,    in  welclieni  meine  Theoriß  der  A'^ 
\on  der  dtirch  Herrn  Bianclii  hei  n  ^  3   und  h  =  ö  ciilwk'keKeü  attweictil. 

**)    Und  zwar  st»eciell  des  äinguiären  Systems,    d.is  wir  in  (fiJ)  ntiswiihlten, 

Iresp.    der   .mderen,     die    wir   späler    aus   ihm    durch    linenri'    Transformalion    der 

Perioden    .iLdeilen    werden.      HJlUcn   wir    die    altgetneinni    singnlüren  Systeme   ein- 

'  geführt,    von  denen  in  %.  7  dii'   Hede  wnr,    so  würden  sich   wesenllirti  )"nni|dicir- 

lere  Verhältnisse  oiugestelU  liahen. 

Alfhundl.  d.  K.  8.  OeH<n>icb.  .1.  Wis^'i-nH.  )i    XXII.  26 
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3  2  1 

(65)       Z,  =  0,       Z,  =  .Y,  — .Y„_,,      ...,     -^H^j  =AV-i— -^+13 

2  2 

wo    die    Vj^  ungerade y   ilie    %^  gcrmlr    Functionen    von   w    sind.     Icl 
werde  diese  Foriueln  zumeist  so  henulzen,    dass   icfi    auch  in  ihi 
wieder  u  als  eine  inodulo  n  zu  hetraclilende,  aber  iibrigen.s  beliebig 
ganze  Zald  voraussetze,  wo  dann 

($6)  YM  =  >■-«(«),    ^«(")  =  -  JJ   «M 

sein  wird.  Endlich  werde  ich  gleich  hier  riir  die  Nullwerlhe 
Z^  und  der  Diirerentialquotienlen  der  F„  diejenige  Bezeichnung 
führen,  die  spüter  inniier  verwendet  werden  .'<oll.     Ich  stHze: 


(«,     .„,o,=.=„,  ("^«:"').T.*'" 


§.  10.     Normirung  der  X^. 

Unsere  Einführung  der  A'„  würde  unvoHsUmdig  sein,   wenn 
nicht  iuisdrückhch  nachwiesen,  dass  dieselben  linear  unabhängig  sii 
d.  h.   dass  zwischen  ihnen  keine  Hclalion  <ler  [olgenden  Art   bfsl«'hf" 

(68)  :?c„A„  =  0. 

wo   die   c„    von   «   unatiluingige   Grössen    bedeuten    sollen.      Hien 
verbinde  ich  dann  gleich  die  in  Aussiclil  genommene  Nonniruuff 
X^    (bez.  (b^'r   V^,    J?,^,    //„,   z^).      Man   hat    es   als    ein    P«)sliilal 
bftrachlen,    dessen   Herechtigung  in  den  KnI Wickelungen  des  f(»lgon- 
don  Abschnitts    noch   hervortreten  soll,    dass  in   Frtujen  der  hirr  vor-^ 
lu'tß'ndt'u  Art  die  ih-Funv.limien  immer  diejenigen  Functionen  sind,  ilen 
man  jniitjlichfit  nnhe  zu  kommen  snehen  miifis.     Nun  sahen  wir  bereil 
in    (12)   der  Einleitung ,^    dass    die   Fundamcnlairunclion    der   Trans- 
formationsthcorie 

alu,  ^'    wJ 
e—  C,  u*       \       »  ' 

selbst  keinen  ciiitachen  Tholaquotienten  vorslelll,  wohl  aber  in  einen 

»,_  -^ — 
solchen   durch  .Multiplicalioa   mil  VJiJ'*   verwandell    werden  kann. 

fkmcniifprechcnd  woUen  wir  fortan  in  (3C),   (57),   (6<),  (»  =  VJTjKM 
nehme»   und  niso  die  Werlhe  der  A,,(«)  foUfcndermnsscn  nhxolul  fixiren :    \ 
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(69)   XM  =  {-  if  .  K 'j-„  .  .-G.«^ .  Oo,  „(n,  -^  ,   r.,), 
der  auch^  was  mit  Rücksicht  aw/*  (32),   (33)  dasselbe  ist: 
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w-l 
2 


+  1.-1 
^      2 


(70)  .V„M  =  (-  D«  ./y  c/^^  „  .  // a;i.„H  . 

1  _•»  — * 

.... 

Unter  Benutzung  des  Kunctionszeichens  ff^^  haben  wir  jetzt  nach 


•Vi  folgende  Darstellung  der  A'^(«)'): 

n/;,M*        -iinurt        it^ 


der  auch 


('2)      A„(»)  =  (-<)«.  ^/---.    ---—       .»A- „  ,  ^■"    , 

kas  uns  vermöge  (G)  die  folgenden  Reihonentwickelungen  ergibt: 


3n  — 1 

(73)    A«(")  =  (-^r.(|;;)  '  -v-     „ 


*.//(<-?*'') 


<)''  - 


[ —  7  4"  .ff  w, 


')  InsbesonJero  sind  also  die  Nullwerllu»  z^^  durch  die  Formel  gegeben: 

*•  stiramcn  daher  bis  auf  einen  Zahlcnfactor  mit  denjenigen  Grössen  überein, 
^  ich  in  meiner  Noliz:  Über  f/emsse  Theilwerthc  der  xh-Function  in  Bd.  4  7  der 
'lli.  Annalen  (p.  570  daselbst)  eben  auch  als  z„  bezeichnet  habe.  Die  Rela- 
nen  zwischen  den  a„,  die  ich  damals  mitthoilte,  worden  sich  weiterhin  aus 
ij'emcineTen  Beziehungen,  welche  die  Xff{H)  betroffen ,  ci^eben,  indem  wir 
=  0  setzen. 

25* 
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beziehungsweise : 


3»—« 


(74) 


(~\r 


(-'' 


w. 


(äi-+lr 


Sw, 


Hl) 


{ik-\-\)inn 


(tlr  +  4)i»«r 


Ich  habe 


Reiht 


ickch 


//( 


{ik  +  i) 


[ik  +  l] 


isrilhi'h'ch 


..tk\ 


nht 


mcnlvv 

weil    ich   sie    später   noch   beniilzen  werde.      Die   IJnahhäfujitjhetl  ik'f 
X^  im  Sinne  von  (ß8)    ergibt   sich  am  einfachsten  aus   (74).    (uilei 
die  X^  dort  inil   Hülfe  der  iMultiplicaloien 

{ik^K)in(t         /a  =  0,    I,    ....    (h  —  i 


:         /tr  =  0,    I,    ....    [n—\)\ 
,      \k  =  0,    1,    ....   (n-i)/' 


deren  Delerntinanle  nicht  verschwindet,  aus  n  durchaus  vcrschiedennn 


lleihenentwickelungen  bnear  zusamniengesetzl  erscheinen. 

Aus   (71)   wollen  wir  noch   foli^ende  Formel  ableiten,  die  eben' 
falls  spJiler  benutzt  wird,    und    in  der  C  eine   numerische  ('onstaal 
bedeutet,  deren  Werth  uns  nicht  weiter  interessirt: 


M 


(75) 


,     tu  IC  U  71  -\ 


Ich  habe  diese  Formel  hierhergeselzl,  um  von  vorneherein  den  Ve 
gleich    unserer    Grössen    A'^^,    V^^,    Z„    mit    denjenigen    Funcliom 
welche    die   Transformationslbeorie   gewöhnlich    betrachtet,    nahe 
legen.     Sieht   man  von  dem  Umstanile  ab,   dass   meistens    neben 
immer   auch   //,    i'/^,  rh^   gebraucht  werden   (siehe  oben,    §.1),   dl 
ferner    bei    der    id)lichen    Darstellung    von    gemeinsamen     Factoren 

w  — 1 

tö,  «     elc.   kurzweg    abstraliirt   wird,    so   erweisen   sich   die  Combi- 

nationen: 

>;  {")  _  \  {n)  Y^  (")  _  -V^(»)4-A;_„  (u) 

<;(//)«       a(»)"  '         a[uf  f;(M}" 

als  wohlbekannte  Grössen  der  Transformationslbeorie.    Dagegen  sch( 
es  nicht,  dass  man  die  Au.sdrücke   (7ri)   einzeln,  oder,  was  auf  da" 


H 


\,  2,  ... 
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silk'  liinausküoiml,  dass  nuin  neben  den  ^„(k)  :  «(«)"  tii<^  Conibinalioncn 

^«(") 

lielrachlel  bal.  Nun  sind  aber  narb  ukmium"  Auffassinii;  gertub».  diese 
Ouiibinjitionen  (be/Jobungswcitje  uuler  den  Niillweillien  tbe  ij  die 
Mi('lili!;^sten.  b-b  rnfti-fite  es  also  für  \vabr*.i'boitiNth  ballen,  dass  eine 
hitifilhrung  ilerselbeii  in  die  eii^enllicbe  TransCornialionsUioorie,  resp. 
eine  lirweitefuni;  der  Transfornialionslheoiie  bis  zu  (!eni  Pnncle,  wo 
die  genannten  (^ünd)inalionen  in  die  üelraL'bluui^  cinlicLen,  von 
[grosücui  Vorlbeil  sein  wird. 


§.11.    tfie  ijiuiilttilisi  fielt    tit'latiauen   zu'isv/n'ii  th'n  X^^  und  das  htk'tjrai 
evaier  Guituthj  ii'"'  Stufe. 

Wir  i^elien  für  einen  Aitu;enbb(..k  zur  yeonielriseben  Tlieorie 
der  iNoinialcmven  w^**'"  Ordnung  ziiiiiek  (wobei  die  gerade  gelrolTene 
Ntirmiriing  tbt  A'^  noi'h  oline  Itedeiilung  ist).  Ks  soll  sich  daiitin 
liunik'ln,  die  ^oinmlcurve  >/'"'  Ordnumj  unter  Ztnjrnndclefjuuij  der  X^^ 
^l^jdmiacfi  ddrzusleUvu,  wozu  es  naeb  §.1)  geiiUgl,  \^  linear 
unatdiängige  ijuadratisebe  Relationen  zwiseben  den  A'^  auf>:ulinden. 
«A  saijc,  dasn  wir  sulrlie  Hclüiionen  .sofort  tjetvinnen^  wenn  ivir  von 
der  wohlbeknnulen  n-lielation  tiimyehcn: 

(76)  a(t-\-  u)  .a(t—  u) .  a  {v  +  »■)  .  a  {v  —  w) 

-\-a[t-\-v)  .a {l  —  v]  .a {w  -{-  u).a  [w  —  v) 
+  a{i  -\-w)  .  a[t  —iv).  a{H  +  v] .  o(h  — t;)  =  0. 

Miin  versieht;   hier    nümbcb  iinier  n  spcciell  die  ö-Fnnclioii  niil  den 

Perioden     ' '- ,   M     und   substiluire    nun    liii-  t,   tt,   c,   ir   die    lobenden 

Al^entc: 


u 

"n    ' 

u 

a,w. 

u 

~9    ~ 

«,<(>, 

« 

2 

n     ' 

n 

'''I'  bi^kouinien  dann  eine  Gleichung,  die  sich  vermöge  der  in  (61) 
^r  (60)  enlhallenen  Debuition  der  A'^  und  der  Bezeichnung  z^^ 
'ilr  die  Nullwerlbe  sofort  in  folgende  umsetzt ; 


(77) 


"«,  —  «j  •  '"ff.,  —  ttf 
H-=«.-f'  -2 


•^«,  +  ff.j-    -^Ka+ff* 


«4—  «S  •       «I  +  «3  ■       «»+  «2 

V  Y  fi » i 

"3   '        «1  +  «1    ■        "i+  «3  ' 


')  Man  vergl.  wieder    die  Bianchi'sctie    Arbeil,    wo   die  Formeln    für  n  =  & 
«wf  ■inaivlisch-geouietriscticiii  Wege  gcwoiineci  werden.     Cbrijjens   linden  sicti  dio 


/(■/(  bfhaupU\    dttbti    in  diese  fitte   Formel  die  —     rjemchkn    lyiio-j 

dratimhen   Itelnliout-n  hereik  eingeschlossen  sind. 

Zum  BeNvei.se  beachte  man,  dass  jede  in  (77)  einbegriffen 
Gleichung  nur  Glieder  A'.A'^  von  einer  beslinimlen  Indexsummß 
(i -j- fc)  =r.  s  entliiill,  Linear  abhilngig  können  also  nur  äolchu  Gle 
ehiingen  sein,  welche  dasselbe  s  besitzen.  Unter  ihnen  finden  sie 
Hiat.  wie  ich  zunJichsl  bemerke,  jedcamal  ^'  unabhöngitje .  Walill 
jiuiii  nämlich  irijencl  zwei  Terme  von  der  Indexsiimme  »  nach  Bc 
lieben  aus:  \.\^_.  niul  A'.. A'^_.. ,  so  j^estaUel  (77),  alle  -5-' 
anderen  Term<»  ilerselben  Itidevsunmie  durch  diese  linear  auszu 
drücken.      Jeiil    kann   s    im    Vnimett    die   n    Werthc    haben:    0,   •    ^^ 


n  (fi  —  3) 


linear  uiiah 


...,    [n — 1).      Dabei    kounnen    in    dei"    Thal 
häniji^e  Rclalioncn,  was  zu  beweisen  war. 

Ich    will    von    den    Formeln    (77)     hier    noch    eine    AoweiKliint; 
niachen.    verni(tge    deren  ich  der    ursprünglichen  Forderung   gcMTchi 
werde,    von  der   ich   in  meiner  Noie:     ibvr  unendlich    viele  Normal- 
furmcn   den  eltiptisehen  hüetjrnk  erslvr  Gtdlumj   (siehe  oben,  liiuleiUnij 
aiisgegangiMj   bin.      Es  soll  sieh  darum  handeln,    die  Formeln  (69) 
invvrlireu.    d.  h.    die    Variable  u  dnreh    die  (irth-nen    A'^   auazudmk 
Die  Grösse  «  eischeini  dabei  als  an  der  Normalem  ve  hin  erslix^ckl 
Inlegral  erster  rialtung  und  /.war  speciell  als  »Inlegral  erster  Gallim^ 
«^•■'Sturen,   insofern   in  dem  Ausdrucke  <les  Inlegrals  als  (loefliciciitct» 
der   Variabelen  die  (iiossen  jf^,   :^^   auürelen,    welche   iluerseils  i 
n^on  Slul'e  gehtiren,  wif  ich  bald  ausluhrhch  nachweisen  werde. 

Die    Kechniing    selbst    verliiufl    ralgiMultM'masseu.      Es  seien  « 
irgend    zwei    in    Hezug  auf  n    als  Modul    verschiedene    bidices.     ^^  *^ 
bilden    uns    dann,    indem    wir    X^Ju)  :  X^[u)    muh    a    iliflerenliirc 
iten   Ausdruck: 

(78)  ^^—    "      .,. ^ 


11^ 


RetaliOflen   für  n  =^  .1   (und   zwiir  auf  nan/.  ühiificlie   Weise,    wie  bei   iJiaiichi, 
geleitel)   iiucli   in    IIa  Iplmn".''  Altliaiidliiiiy :    .Sw  la   rrilnrtion   tU-s   vifisuhons  lUf^iff* 
tieUcs  linmires  au.i   faruifs  iutcifrahics  (sietie   p,  ISU   lies  Hd.  Will   ilt>r   »Meinoirt 
|>ri>sente-s  a   iWcaili-rnie  dv^  Stieturs  de   l';iris<i},   —  Si'l/.t   man   in  (77)   h  =  0,  '^~ 
hiil    riKin    <lic    biquadralisclien   Helalioiien    zwisdieii    don  s^,    die    icli    in  Hd   \^", 
der   Mallietriidisfhen  Ainialcn   fi.  SjT.I  angab. 


39] 
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Derselbe  ist  eine  doppeltpcriodische  Function  von  u,  welche  2w-nial 
(je  zweimal  an  jeder  Stelle  X.^  =l  0)  im  Penfxlenparaltelogromme  L\er 
M-Ebene  unendlich  und  also  auch  2 «-mal  daselbst  gleich  Null  wird. 
Er  Uissl  sieh  also  nueli  ilem  llerHiite'sclien  ShIzc  in  die  (iestalt 
setaieu : 


(79) 


V 


k 


wo  die  Saninie  ztinllchst  über  alle  Indexcombinationen  i,  k  zu  nehmen 
isL  Wir  werden  unser  Ziel  erreicht  haben,  sobald  wir  die  hier  auf- 
lr(?lendeü  ii-j.  kennen;  denn  wir  haben  dann  duiTh  Umkehr  des 
L)iirerentialioiis[iiücesses : 


(80) 


Ich  sage  jetzt  ziinikhst,  dass  die  «.,.  der  Mehrzahl  nach  i;leich 
Null  genuniuien  werden  k(>nnen.  Zunüchsl  niltiilich  (bigl,  wenn  wir 
Formel    (62)    in  Ainvenihing   bringen,    also   das    u    in    den   A'(m)   um 

— ^  vermehren,  wobei  dtt  ungeiindeil  bleibt,  dass  alle  diejenigen  in 
(80)  auftretenden  Terme  sich  gegenseitig  wegheben,  tleien  Inilex- 
summe  (i  -f-  '*)  ^'^"^  (« H"  A)  verschieden  ist,  Unter  je  dreien  der 
sonacli  allein  in  lietrachl  kommenden  Glieder  A',A^.  besteht  aber, 
wie  wir  gerade  sahen,  eine  lineare  Kelation.  Wir  können  unsere 
Sumnw  also  auf  eitw  liticare  Combimdiou  injend  zweier  dieavr  (Uicäer 
bcschtiiukt'H. 

Ich    selze    dem    üesagleu    enls|irechend,    itulem    ich    mit   ;•  eine 
Zahl    bezeichne,    welche    weder   mil    «    noch    mit    ,V   tnodulo   n    con- 
I    gruent  ist: 


(81 ; 


■V-Z^-  -  ■^«  ■  77^  =  '*■  •V<V  +  ''--V-«  +  /*-;' 


A-  \: 


v\<»  jetül  nur  noch  die  beiden  Conslanlen  «,  //  zu  besliumien  sind. 
Dies  aber  geling!  solorl,  wenn  wir  die  Nullwerthc  //„,  z^  als  be- 
kannt erachten.  Durch  geeignete  Anwendung  von  (öU)  leiten  wir 
nämlich  aus   (81)  zunächst  folgende  zwei  (Gleichungen  ab: 

(/A,_^,  _ 

y       ((ff        —  ^^■■^tt-y^ß-y+f'-^o'^a-i-ii-iy^ 

=     (I  .   X^   X^  _„+''.    A^,    _    „     X^  _   y    , 


t/A„_y 

'V-y      du 


V  _        V 


du 
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und  erhaften  hicraiiij,  iiulein  wir  ti  r=:  0  setzen 
(82) 


1*^  — y  •  //  tc  —  y         =.£— y  •i',«— y  —  ^^  •  *«— y*/t— y  » 


was  unmillelluir  die  ge\vUnscli(eii  Konneln  sind.  Tragen  wir  in  (Sl  , 
bez.  (80;  ein.  so  Italien  wir  folyendcn  alliffmeinen  Wcrlh  den  littefük 
rrster  (üatfitttij  «'"'"  Stuj'v  nhalh'u : 


(83) 


J    {^ß—y!f'a  —  y—^a  —  yy'fl-  y)  -^«  V  "*"  ^  '«  — i»  ^o '  '^V  '^«  +/'->' 

Beispielsweise  also  bei  «  =  ü,  indem  wir  (t  =^  I,  /*?:=  2,  y  =  (1 
setzen : 

^  *'  J  M,  -3,  y'.)  A-,  .V,  - 2 s, »', .  x\X 

Dies  ResuiUil  nmss  mit  demjenigen  stimmen,  welches  Herr  Biandii 
auf  j).  ä(>l,  2H2  seiner  Arbeit  eben  auch  luv  n  =  5  abgeleitet  luil. 
Wir  vei'sehieben  ilen  Vergleich  bis  zum  Schlüsse,  indem  wir  \»'\niU 
DuiThluhrunj,'  ilesselben  den  Zusammenliani;  der  //'^^  und  z^  kennen 
müssen,  dieser  über  erst  in  den  letzten  Paragra|»lien  des  folgeiuleo 
Abschnitts  abgeleitet  werden  kann. 


Dritter  Absclinitt. 

Die  y«,  Zft  als  Puudamentalmodiilii.   Coordiiiatenverwaudlujiiien 
bei  der  Normalcurve.    Die  Xy{u)  und  die  Ay, 

§.  12.     Die  ijj,  :^^  nls-  FmnhimcnUtltfunluln  der  «'""  Stufe. 

Der  schliessliche  Ziel|Hincl,  dem  ieh  mit  gegenwilrliger  Arbeit 
zustrebe,  besteirt  in  der  Erkenntniss  gewisser  Kundauieulaleigeö- 
schaflen  der  normirlen  Moduln  ij^  und  :^,  bez.  solcher  Grössen,  di 
aus  ihni-n  abi^eleitet  sind.  Ich  wUnselie  in  dieser  Hinsicht  hier  z 
nüehst  zu  zeigen,  dass  die  //„',  2„  zusammengenommen  ein  volles 
iModulsystem  der  «'^'"  Stufe  bilden,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  ifb 
ersUich  die  y^^  z^  rational  durch  die  Theilwerthe  p\~-'^—h 
p'tj^ — /nwjj  ausdrtieke,  dann  aber  die  Mittel  gebe,  um  rückwärts 
diese  Theilwerthe  a!s  rationale  Functionen  der  ijj,  z^^  zu  berechiieo. 


41 
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Die  erste  ftor  angedciiletcn  Aiilj^aben  erledigt  sich  soforl,  wenn 
uir  Formel   ;70)   zu  ürundc    legen   und  deniciUsjtrechencl   sclireibcn: 

»I  —  1  M—  I 

Die  dreierlei  recluei\seils  auflrelenden  Factoren  sind  bereils  früher 
(Foriuel  (37),  (28)  und  (35)),  in  ticni  hier  in  Belracht  kommenden 
Sinne  ausgewerüiel   worden.      Tiagen   wir  ein,  so  ergibt  sich: 


(«6)     -^^ 


(-«) 


n-l 

2 


//"■(-?) 


//['■("-"^■)-"r?)j 


2 


'W-M"^-') 


'■("-"?)-"(^?) 


Es  ist  dies  so/usagen  die  Stannidbrtui'l,  aus  weither  die  Ausdrücke 
der  2j, ,  »/^'  hervorkoiunien :  wir  finden  i\w.  z^^  indem  wir  «  =i  0 
setzen,  die  //^',  wenn  wir  zuerst  nach  «  dill'orentiiren  und  dann  »  =  0 
nehmen.  Ich  will  hier  tier  Kurze  halber  nur  folgende  zwei  Formeln 
zusainaicnstelien: 


n  +  1         H--\^ 
1 


(-.  =«=^^'-  ■//['■(":•)■  "('•:•)] 


//'■■(,;•) 


2 


(T)-"("?)   "■ 


wo  iler  dem  letzten  Productzeichen  beigesetzte  Accent  bedeutet,  dass 
ein  beslininites  Glied  (<Iasjenigc,  welches  ,«  =  «  entsprechen  würde) 
bei  der  Productbildung  auszulassen  ist,  —  ferner: 


-^) 


M  — ^ 


W  — 1 

2 


%Vas  nur  eine  anrlere  Form  von   (37;  ist. 
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*|   elc.   dl 


Um  jelzl  rUckwtirls  die  TheilwerllK'  ;/ 
die  y^/,  z^^  auszudrücken,  gehe  ich  von  der  wicliligen  Formel  au.<» 
welche  Jacobi  der  sogenannten  umgekehrlen  Transforaialion  zu  Grunde 
gelegt  hat*),  und  die  unserer  Bezeiclinung  folgendermassen  laulel' 

lu^^-\-Jlt^^A 


(89)  ^x,-«A ^— 


yo 


Jndeiu  wir   diese  Formel    einmal,    zweimal  nacli   tt  diHerontüren  untl 
dann    « =  0    setzen ,    bekommen   wir    lineare   Gleicltuni^en    für   die  j 
Theilvverlhe    yr(^'-±-'ii^*) ,   ;,' (^:i!^^"* j ,    aus   denen   wir   le(zt|| 
tnJL   leichler   Mühe   beslimmen   können,    —    vorausgesetzt    nalürlicb, 
datjs    wir    die   auf   iler   rechten    Seile    auflrctundeu  Grössen    zu 
rechnen    wissen.      Nun    beginnt    die   Hcihenonlwickelung   von    X^ 
mit   //y  .  «    unil  enthüll  nur  ungerade  Potenzen  von  «,    während  ^e 
Knlvvickelung  der  übrigen   X^  [ii)    mit  tlen  Tormen    -«  -j-  ^^  .  « 
setz!,     Hieran  ankniipfeud  werden  wir  in  §.  14  alle   höheren  Ti 
der    in   Hede    stehenden   Entwiekchingen    rallona!    durch   die    y^,   ,g 
ausdrücken.      Ist   dies  geschehen,    so    kenneu    wir    in   der  Thal 
Grössen,    welche  bei  der  Discussion  von   (80)   rechterseils  aulXrel 
und   können   dann  die  gewUnschle  Beiechuiing  dei-  Theilwerthe 
p{u),  p{u)^  —  oder  auch  von  /j"(«)   ele.  —    mit  Leichtigkeit  durcli 
führen. 

k'h  will  den  Veilauf  der  Uechuung  hier  nui'  für  die  Theiivvert 
von  piu)    und  zwar  diejenigen  «lerselben,   bei  dencni  fi  =  t>   ist,  ge- 
nauer angeben.     Wir  haben  aus   (8".))   durch  einiualige  Ditlercnlialii 
nach  u 

d.\„       ..  (I\ 


.11- 


«-I 


m  ^ 


-A« 


5       Y  * 


Nun  sei  unter  Benutzung  der  in  §.  1  i    einzuführenden  BezeicUnuti 


*j   Jat'obi'.s  (M^saiiuiiulU'  Werke,   Bd.  I,   ]».  472  tF. 

**)   Die  liier  iiiilKfllieiitc  ITnisfl/unji   der  Jiicobi'schen  lM>nncl  riihrl  von  Ue 
Kie|n;rl    licr,    veij^l.   Bd.  7<i    des  Joiirtiids   l'üj'  MulliciualtL   [>.  M,   38.     Mansche 
weiter  frohetiius  und  Slickeibcrger  in  Bd.  88  ehendi«,    (<.  169  11. 
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sowie  für  «  ^  0  (mocl  n) : 

(92)  .Y„(u)  =  ^„  +  '^. «  +  /.„,. .,('+...   . 

Indem  wir  diese  Enhvickcluiigcn  in  (90)  cinlragen  uiul  nacli  Polenzen 

von  tt  ordnen,  kommt: 

«-I 
(93) 


Hier  kfinn  (t  nach  Boliehen  gleich  1,  2,  ...,  (ft — 1;  genommen 
weiden;  w'w  Imben  also  ebenso  viele  lineare  Gleichungen  als  Cii- 
bokiinnle  j/l— '1  K  Um  aber  tlieso  Gleichungen  elegant  auflohen  xu 
köniR'n,  setzen  wir  noch  eine  Kctalion  hinxu,  die  aus  (H6)  hervüi- 
gelil.     Schreiben  wir  nUmlicli  in    (86)    «^0,    so  kuuuul: 

V  ,-..  !Ll<     -5rp(<')-/>        ' 


a[u} 


1 


iitiil   hieraus,    indem   wir    nach    Polenzen    von    n    oidnen    und    (88) 
litTHDzielion : 

Die  Cnmhiualwi/   von    (93),   (9i)    enjibt  jdxl  fult/cmh'S   HesuUut: 
""«W  die  ijewünachle  Emif'minel  int  **). 


joqtie- 


•)    Niilürlicl)    i.st  yj|  — -'j=/il — — ^*  l  ,    wuvon    ich    im   Texle    der    bc 

"'"en  Aiistlruckswcise  wogen  keinen  GeLruiicIi  mache. 

**)  Mao  vcrgl.  Iiior/u  rlie  gaoz  iilmliche  licctuiuny,  vermöge  deren  Herr 
*fonecker  in  ilen  Itnrlincr  Mrni;rlsliertf'!it<'n  von  I  STü  (p.  49R  If.  daselbsl)  die 
'""ilwfflhe  von  sin*  am  h  iI(iit]i  iMl'  Wnrzehi  »icr  Jatobi'schcii  Müdiihir-  und 
"'uililiiicalürf'tt'itlmng  ausdriickl . 

Irli  horüdre  hier  noch  einen  verwandten  (iej^erislatul ,  auf  den  zuersl  Herr 
*ylow  in  den  Ucrirhlcn  der  Akademie  zu  f.hrislianiu  von  I8G4  eingegangen  ist, 
"scliilciu  Abel  bcrcilf«  einif^e  dicshexiigiiolie  Andeulungcn  gegeben  halte,  die 
"Wen  ndalionen  nUndich ,  welche  zwischen  den  Thcilwerthen  der  clliplischen 
Punrlionen  bestehen.  Wie  Herr  En^pl  nachgewiesen  hat  (Berichte  der  köuigl. 
Sachs.  Ge.vellsihitfl   der  Wisbenseliaflen  vom  Juli    |88i)  iiiulen  dieselben  unter  Zu- 
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§.  13.     Cooni'mnk'nterwandiuntßn  hei  der  Nürmalcurve. 

Unsüru  weiteren  ÜDlersuchuni^cn  kijüpten  aufs  Neue  an  eine 
rede  geometrische  ÜctraclUung  der  Normalcurve  «'•^'''  Ordnung  an. 

Wir  liaben  bislang  zwei  Dar.stellungen  dei'  Nornialcurve  einander 
gegenüber  gestellt:  die  kanotiiache  Darslellung  des  §.  7  und  dif- 
.\7H(/»/rirL' Darstellung  tler  §§.  9 — 11.  Aber  jede  dieser  Darstellungen 
ist   nur  eine    unter    einer  Anzahl   gleichberechtigter.     Wir   gewinnen 


die   letzteren,    wie    wir   sehen    sayten,    indem    wir   einerseits  m 


eharakteri.stisehen  Unilornjungen  unteiwerlen : 

m)  u'  =  «  H *—^ — *  , 

n 

(y7)  u'  =  —  u  , 


indem  wir  andererseits  w^,  (»_,  in  beliebij^ej'  W'eise  linear  translbrniirü«: 

i(t}'  =  ttto.  +  jidt 


4 


Was  spcciell    die    ktunmisvhe  Darstellung   angeht,    sa  Iw-merkten 
wir   beieJts,    dass  sie  mit  .M()dtiirun<'li()nen  erster  Stufe  /,u  thnn  hal 


grundeleguiig  der  VVeierstrass'sctieii  Bezeicbüuti^en  rolgetiderinasscn : 


n— l 

2^ 


^tXfi 


H-l       * 


/' 


\X^a^  +  H<'it\ 


=  «:         ^ 


u.to^  4-/*fa>.\ 


/  Mttf. +/<tt),\ 


=  0. 


Miiii  loiUrl  dinsc  ttclalionen  (was  Herr  Kiij;i'l  uiiUt  luicblcr  Huitilicalion  de 
zeicIinuiiHcn  ausführl)  iinmiUclbar  aus  Formel  (89)  des  TüXles  id*.  wonn  in.ti 
niiclist   2tJ  sluU  {.t  st'tireibt,   dann  für  u  der  lU'ilie  nacU 


/'f'>t  I  t*>,  +  fa>. 


eiillrSgl  und  cndlidi  dio  so  entgehenden  drei  Gleicliungcn  naclk  Miitti|dicalion  inii 
gewissen  Factoren.   deren  Siuniue  gleiclii  Null  isl,   zusrifiimenuddirl   — ,   worauf 
Umstand  zur  Gellung  kuuinU,   dass  der  Quotient 

X^^{h)  :  .VJm) 
für  die  genannten  drei  Wcrihc  von  «  genau  dcnsctben  Werth  annimmt.     Letzt« 
Satz  kaun ,    wie    liier  hervurgelrobcn  werden  soll,    in   eleganter  Weise  als  lii| 
sctiaft   der    Normalcurve   «•■"  Ordnung   gedeutet   werden.      Wenn    icli    hierauf, 
Texte  nicIU  eingehe,  so  geschieht  es,   weil  es  sich  datici  um  Lageneigonlhüiuli^ 
kpiteo  solcher  Puncle   der  Nunnalcurve  handelt,   deren  Argitnicntc  von  den  Ar 
nienleu  der  singuJärcn  l^iiiclc    um    halbe  Perioden    ubweiclieii ,    wir  aber  mit  de 
Lagenvcrliältnisseu  der  siuguliiren   l'uucte  bereils  hinreichend   besohäriigt  sind. 
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srtdass  sie  gegenüber  den  Transformalionen  (97)  durchaus  ungeiindüil 
bleibl.  Aber  auch  ilic  ümtbrtming  (97)  bewirkte  nur  eine  unbe- 
deutende Umlinderung  des  kanonischen  Goordinatensystems.  Es  (jibi 
(d»a  im  Wesenllic/teu  n*  nnterschiedenr  Cnordinateiusifsteme  ^  welche  am 
mem   belieb'ujeu   derselben   durch   die   Umfornmitgen    (96)    hervorgehett. 

t.  Gewissermassen  umgekehrt  ist  es  bei  der  sitigutärcn  Darstellung. 
Rk:1i  den  Formeln  des  §.  0  bleibt  das  singuhire  Coordinatensyslem 
ttichl  nur  bei  (97)  sondern  Uberhau|it  bei  allen  Transformationen  (!)(>) 
ii  der  Hauptsache  ungeiinderl.  Wollen  wir  andere y  {jkivhberethCujie 
%^eme  finden^  so  müssen  wir  die  Operationen  (98)  amvcnden.  Es 
\A  leicht  zu  selien,  dass  die  Anzahl  der  gleichberechtigten  Systeme 
mit  der  Zahl  der  unterschiedenen  rransfonuationen  h''^'"  Ordnung  der 
elliplischen  Functionen  zusammenCiillt.  Die  Ebenen  des  singultircn 
Coonlinatensystems  entstehen  nämlich  auf  alle  Fälle  aus  der  ersten, 
2,(u]  =  0  ,  durch  die  Umformungen  (96).  Es  fragt  sich  also  nur, 
auf  wie  viele  Weisen  die  Ebene  X^  angenommen  werden  kann.  Nun 
ist,  wie  wir  früher  sahen 

-T„M    r/7, -....' ("'«'"•). 

jedes  X^  correspondirt  also  einer  bestimmten  Transformation  n*«^""  Ord- 
Büns;  und  umgekehrt.  Die  Anzahl  der  weaenliich  unlerschiedenen 
fiii(jniären   ('.oordinaiensiisleme  ist  daher,  der  bekannten    Formel  ztifohfe: 

(99)  N=nf[\\  +  ^J  , 

•f  iks  Product  über  alle  nnierschiedenen  Primfadoren  der  Zahl  n  zu 
fx^ecken  ist. 

Es  entsieht  jetzt  das  Problem,  den  Zusammenhang  aller  dieser 
verschiedenartigen  Coordinatensysteme  darzulegen.  Wir  wollen  dabei 
jenes  singulare  System,  welches  wir  in  §.  9  einftihrlen,  und  das  wir 
fernerhin  als  erstes  singuUires  System  bezeichnen,  zum  Ausgungs[iuncle 
^viilitcn.  alle  in  Betracht  kommenden  Constanten  aber  durch  die  zum 
•"»^^ton  Systeme  gehörigen  y^',  z^^  darzustellen  suchen.  Unsere  erste 
^•ilii;4ihe  wird  sein,  n)it  dem  genannten  Systetne  das  kanrnitsehe  Co- 
^Tilitiatensystem  des  §.  8  in  Verbindung  zu  setzen.  Eine  fernere  Be- 
•racluutig  der  anderen  kanonischen  Coordinatensysteme  erscheint  dann 
"ilH'rflussig,   weil  .^elbige  aus  dem  ersten  kanonischen  Systeme  durch 
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tlic  tt*  ('.ollitiealionen  hinvortjelien,   die   (96)   entsprechen,  diese 
lincalionen  abor  iiiUcr  Ziigi'iii)d<.tk!gung  des  erslOD  singuhlreii  Syslen 
wie   wir   in    §.  9    sahen,    Itussorsl    »'infaclio    Formeln    erhallen. 
l)leil)l  denn  nur  noch  tler  Ziisannnenhang  des  ersten  singiilüren  Sy-slfl 
inil  den  anderen    singulüren  Syslcnien   zu   erforschen,    eine  Auf 
die  selbst  späterhin  in  melirere  Kinzel|>robleine  zerlegt  werden  w 

Indem  ich  ntininehr  die  angedeulelen  Aufgaben  hinler  einai 
Jieliandele,  ludle  ich  durolnveg  an  der  geonu'lrischen  Aiisdruckswe 
fusl.  Filr  diin  Kundigen  al)er  niiiss  untnitfelbar  einleuchten,  das« 
sich,  analytisch  zu  reden,  um  ilic  (lruiul[>rübleme  der  Transfornialifji 
theorie  handelt,  wobei  sich  unsere  Bciiandhing  von  der  sonst  üblicli 
dadurch  unterscheidet,  dass  der  Wct  th   ?/  =  0  ,    (K^n  man  geuielDll 

aiiszeiciinel,    nur    als    einer    unter    dcMi    //*  Werthen    u  =^       '    ■- 

n 

bei  räch  Lei    wird    [A,  ft  z=  (i  ^   1,   ...       « — 1)j.       Kben    hierin  I 
dii;  «Krweilerimg«  des  Transformalinns|»r()blems,  von  der  am  Sclil 
des  §.  10  die  Hede  war.     Diese  Krweilerung  ist  bei  uns  unabsvf 
bar,  insofern  doch  alle  singulllrcn  Puncle  der  Normalcurve  geonietrii 
gteichberechtigt  erscheinen. 


§.    14.     IJbpr    ilic   Xevhimhttuj    tlva    nsUm    shujularen    Si/(tU'ms    mil 

erxkn  Im  tum  isvhnt . 

Um  jetzt  die  erste  unserer  Aufgaben  /u  behandeln,  wird  es 
vorneherein   gut  sein,   zwischen  geraden   und  ungeraden  Functior 
von    «  zu    untersclieiden  und   also   statt  der   X^  die  Combimifior 
^a»  ^a  einzuführen,  die  wir  in  (Oi\  {dly)  definirten.     Die  Quolienl 
^«(")-"W    *''^"''    gerade,    «he    Quotienten     Z^{fi)  :  r,(ti]"    unger 
Functionen  von  «,    übrigens  beide  ganze  lineare  Funclionen  d«'r 
nonischcn  Variabelen   (52): 

Berücksiclitigen  wir  noch  die  Benennungen  y^',  :^  für  die  NulKveiili 
so  können  wir  jedenfalls  schreiben 


p(«) ,      p(«)'. 

...,         p[u)  2    , 

p'(ti).p[«) , 

.     p'(«).p  («)""»" 

(100) 


n—l 


=  !/«'./'(")   *    +"«.1  •/»(«)    ^    4--..+o^»-i  . 


«. 
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ffOll 


a[ui' 


idlen    U 


iro  die  Bezeichnung  mil  der  in  (*M),  (fi2)  verwanuien  uherein- 
iroint \  Umeie  Äuf'ijabe  wird  darauf  zurüvklxnmmm ,  dit'  smri:mve?t 
üefficicnleii  tf,„,  //,„  zu  hvfechuen.  Zu  dem  Zwecke  niöü;en  wir 
Enlwickelungen  (100  ,  (101)  in  die  für  die  Ä'^^  geltenden  quadrali- 
shen  Relationen  eintragen  und  verlangen,  dass  alle  entstehenden 
leichungen  vermöge  der  einen,  welche  p  («)  mil  p{h)  verknüpfl, 
I  identischen  werden  sollen.  Die  zahlreichen  Kelalionen,  welche 
ir  so  erhalten,  müssen  zur  Bestimmung  der  unlickannten  Coil'llicientiMi 
ebenfalls  ausreichen,  insofern  ja  die  iNormalciu've  «'*"'"  Ordnung  durch 
ie  zugdiOrigen  quadratischen  Relationen  vollkommen  tlehnirt  ist, 
ozwischen  haben  wir  ein  sehr  virl  ilbersichtliclieres  Mittel,  um  die 
pSHchlen  Grössen  durch  die  z^^,  ifj  und  ihre  nach  i)r^,  j.,  genommenen 
)iirercntial({uolienten  auszudrucken.  Einem  behunnlen  Jacobtsclieu 
f danken  (ohjcnd  werden  wir  uii'mllch  viitv  Unvarv  parlieUe  Di/ffmäitd- 
fkiclumi)  aufsleUcn^  der  y^(«):o(M)'*  and  Z^(«):<t(m)"  als  Funclion 
p{u)  = /> ,  g^-  g,  (jcmujen.  Diese  Diß'ervntialißeichunff  ffesfalfel  nun 
km.  jeden  der  gesuchicn  ilnefftcienien  rccurrenl  am  den  iHtrauijehetideu 
zu  berechne n. 

Um    die    in    Rede    stehende   DitlerenlialgliMchung  zu    gewinnen, 
jehen  wir  von  (75)  au.s  : 


«TM 


C'.w,  -^ 


,^  jn;c       an  \ 


oiiii  «Italien  zuniichsl  die  vv«^Illh<'kanntc  DilFerentialgleichung  auf,  wel- 
clier  der  rechts  stehende  .'/ -Quotient  in  Bezuti;  auf  — ,  —  als  un- 
alihlingige  Varia!)elo  genügt.  Sodann  gestalten  wir  diese  Dilforential- 
^eiehung    um,    indem    wir    für    den    tl^-Quotienlen    den    .Ausdruck 

•^•[Wj  ^  •ö(«)"]  suhstituircn,  beacliten,  dass  er  eine  homogene 
l'nuction  der  Variabelen  «,  w, ,  w,  ist,  und  endlich  statt  «,  co,,  w^ 
<lie  Grössen  p,  7^,  7^  als  unahhiingige  Vcrllnderliche  einfuhren,  liier 
"iin  bewiihrl  sich  die  iNormirimg,  die  wir  für  die  X„  in  §,  10  verab- 
redet haben.  Der  Erfolg  ist  niirnlich  (h;r,  dass  die  in  der  schliess- 
I  resultirenden  Ditferentialgleichnng  auftretenden  Corfficicnlcn  ra- 
tiimle  Functionen  von  y^,  _//^  werben. 
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Ich  werde  hier  nicht  in  die  Einzelheilen  der  Kechnun^  eingeht 
Für  denjenigen  Qiioticnlen  ntimlicli,  den  wir  X„(«):a(«)''  nennen, 
hal  hereils  Hr.  Kiepert  die  Redinung  durchgeführt  (Bd.  88  des 
Journals  fUr  Malhemalik,  p.  209;  üiehe  auch  Frobenius  und 
Sti  ekel  berge  r>  Bd.  92  ebenda,  p.  327  ,,  und  es  ist  von  vorne- 
herein klar,  dass  die  fragliche  DilTcrcnlialgleichung  von  dem  Index  u 
ganz   unahhUngig   isL     Ich   darf  mich  also  darauf  besclirUnken 


Kcsullat  kurz  anzugeben. 
tifhf  Grössen 

X^  iu) 


Dasselbe  lUufL  dajauf  hinaus,    daxx  sä 


oder  auch 


>«l«] 


die  ich  zuxammenfasiicnd  mit  {j  bt'zcichnen  will,  der  folijctiden  partiellcH 
Dilffrenlialijlcirhuiif)  tfcnügcn 


(102)     (4p'-i?,/'-5,)-^+[(6-*»)/^*  + 


*n  — 3 


der  dann  noch  die  Uomoffeneitätsrelaiion  zutritt: 


im) 


Eine  Betrachlung  der  Gleichungssysteme,  welche  die  r/^',  s„  mil 
f/i'  J/a   verkntJ(>fen,    liegl  ausserhalb  der  Grenzen   der   gegePwUrligeP  , 
Darstellung.     Ich  werde  also  auch  bei  der  Berechnung  der  in  (1Q^| 
(iOI)    aufirelenden  Coefficienten   mit  Hülfe    von   (<02),    (103)    ni" 
Irtnger    verweilen,    und    bemerke    nur,    dass    sich    dieselbe    in    den 
niedersten  Fällen  «  =  3,  5,  7  sehr  einfach  gcstallel'*).  ^J 

Ucbrigcns    aber    niügcn    folgende  Ueoicikungcn    hier   noch   e(iR| 
Stelle  hnden.     Ich  will  einen  Augenblick,  wie  früher  bereits  geschah, 
p[u)  =  ^'(tt)  :  (j[u)\  p{u)  =  — 2T(tt)  :  (j(uf  setzen.     Wir  erreichen 
dann    durch    Inversion    der    Formeln    (101),    (102),    dass    wir    alle 
Produclo 

a{uf .  :r(i(f  .  T{uy  ,         wo     a-\-ib-\-3c  =  n  , 

als  lineare  homogene  Functionen  dei'  A'^(«)  darstellen  können 
den  so  gewonnenen  Formeln  erhallen  wir  dann  leicht  enlsprec 


*)  Was  die  ci^ j^.  hflrilfl,   so  .«diu  ni;iii  iutcli  Kiepert  1.  e. 
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Ausdrücke  für  die 


y'    ,/ ^  _  A>a,  +  .H.,|'-    ^/ ^  _  j^.+  ,nM-  ^ 


Schltosslicli  können  wir  aus  den  so  entstellenden  Rpsullatcn  ins- 
besondere  die  Funrtionen    piu —*J[it^''n^  pi'^  —  ii^lti!_?J    jn 

ilirer  Abhängigkeit  von  den  X^^{u)   und  die  Tlieilwcrlhe  pl ''  *      ''  '^Mi 

;/  '  '      '     *|    als   Functionen   der   _f/„',    z^   berechnen,   wodurch    wir 
auf  anderem  Wege  zu   demselben  Ziele    geführt  werden,   das  wii'  in 
1  J.  15  mit  Hültc  der  Formel  (89)   erreicht  haben. 

I     §.15.     Verhallen  der  X^^  bei  linearer  Tnmsformülion  V(m  w, ,  (o^. 

I  Um  jetzt  den  Übergang  von  dem  ersten  singulliren  Systeme  zu 
I  allen  anderen  zu  finden,  haben  wir  §.  13  zufolge  das  Verhalten  der 
A'„.  ilie  wir  jetzt  ausführlicher  als 

bezeichnen,  bei  linearer  Transformation  von  w^,  lo^  in  IJelraclit  zu 
ziehen.  Jeder  einzelnen  solchen  Transformation  entsprechend  haben 
wir  nach  dem  lleimito'schen  Salze  jedenfalls  eine  Formel: 

(104)        X„{h,   w,',  w,'}  ^  ^c«^.  Xß{it,  w,  ,   (jj  , 

WO  die  (^  ^  von  tt  unabhiingig  sind.  Hier  nun  bewUhrt  sich  aufs 
i^«ue  die  Nornürung  der  .Y, .  Wir  werden  nümiich  /indefi,  das«  die 
*«,}  auch  von  w, ,  f\  nicht  ahhäitffen,  dusa  aUo  die  .V^  hei  linearer 
'''uiisformttlion  der  Perioden  .sieh  linear  hoimnjen  mit  eonslitnten  (joef- 
lii^ieulen  s^ulhsliluireit . 

Der  ferneren  Entwickelimg  wollen  wir  folgende  Bemerkung 
vorausschicken.  Wir  haben  die  A'^^  soeben  (§.  t  i)  aus  Functionen 
^6r  ersten  Stufe  mit  Hülfe  von  Coefficienlen  zusammengesetzt,  die 
^'bsl  zur  «'''"  Stufe  gehüren.  Daher  bleiben  die  X^^  .sicher  bei  allen 
*'^üjenigen  linearen  Transformationen  von  &tp  w^  ungeUndert,  die 
"^odulo  u  zur  hIenlilUl  congruent  sind.  Sie  bleiben  aber  auch  hei 
**iitien  anderen  linearen  Transibrniationon  von  w,,  (»^  ungelinderl: 
^*n  Blick  auf  ilas  Schema  (54)  !j;eniigl,  um  uns  davon  zu  übei/eugen. 
•^alicr  schliessen  wir,  dass  die  A'^^  bei  solelum  linearen  Transforma- 
tionen von    w,,  w^,    und    nur  bei  solchen  Transformationen,    welche 


Uhuidl.  d.  K.  S.  GMDlUcb.  i.  WieifOKcU.  WII. 
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iiiodulo  n  zu  einander  congruent  sind,  übereinstimmende  Aenderungc 
erleiden.     Mil  anderen  Worten :    Die  Gruppe  iler  linearen  Substiluliom 
denen  un.sere  X    bei  linearer  Tranalormation  iler  Perioden  ot,.  la.  unter' 
liegen,  wf  mil  dem   Inheijrifj'  der  durch  dm  Coniptienzzeichen  definirU 
Operalionen: 


(^05)         *'_         T, 


[ad  —  ßy  ^  <){mo<ln) 


liidocdriach  isomorph. 

Um  jetzt  zu  wirklichen  Formeln  zu  ^schreiten,  erinnem  wir  tu 
vor  allen  Dingen ,  dass  sümmtlitlie  lineiire  Transfoiaiationen  v( 
Kj,,  c)^  sieh  aus  folfj;enden  beiden,  die  wir  ^>  und   T  nennen: 


|ft),'  =  w,  -f-  w,    , 


w.   = 


durch  Wiederholung  und  Conibination  ableiten  lassen.     Ks  wird"äB 
genügen,    dass    wir   die   zwei    gerade   diesen   Transformalionen  eni^ 
8prechen<len  Subsliüitionen  der  X«   (die  selbst  wietler   S    und   T  g^^ 
nannt  werden  sollen)   berechnen.     Hies  geschiehl   bei  S  sofort  ve^H 
möge  (75).     Wir  finden,  in  Übereinstimmung  mit  der  vorangeslelllen 
Behauptung  über  den  Charakter  der  in  (104)  auftretenden  Cocflicicnlen; 

(100)  " 


U.     10. 


fn. 


S  ;  A„  [u,  tu,  ,  w,  -f-  w,)  =  *  2      ,  V, 

Die  Formel  für  -Y,,  (m,  — w^,  ojj   kennen  wir  jetzt  gewinnen,  indt 
wir  die  lintwickclungcn   (73),  (74)   vergleichen.     Ehe  ich  dies  jedoch 
ausführe,    will   ich    das   Hildungsgesetz  des   entstehenden   Ausdruckiij_ 
soweit  dasselbe  von  der  Normiiung  der  A',^    iinabliüngig    ist,   zu 
forschen  suchen,  was  nunmehr  geschehen  soll. 


§.  I  (1.     Vorltht/iffC   fh'friH'hlunf}  von  X^  (m  , 
Wir  sely.cn,  der  Formel   (104)   entsprechend 

r»-l 


w. 


W- 


(0, 


und  vertiu^hren  hier  «   das  eine  Mal    um 


^(0, 


das  andere  Mal  um 


^^ .      In    (59),    (62)    hallen    wir   bcslinunl,    welche    Umänderung 
die      ursprünglichen      X^^     ilabei     erleiden;     die     .\enderungen 

^ui" "    — '*^'    '"i)     ergeben    sich    «laiiuis    durch    blosse    liuchslubcu- 
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TiM-taiiscIiung.      Wir  gewinnen  so  die  Formeln: 

n-  I 

(I 
P.-1 

0 

die  wir  auch  folgcnilenuassen  schn^iben  können: 

M-t 

(I 

wu  jetzt  die  Indices  unlieschriinkt  vertinderliclip  f>anzo  Zahlen  sein 
s(j|len,  die  alleiiii  iiiodidt»  u  in  Belrachl  koitiinen).  Daher  itit  uher- 
kupi: 


'*«/?  ^ 


E«/^, 


Schreiben  wir  nofh  C   für  (!^,,  und   lassen  der  Symmetrie  ballier  die 
Sunimalion   über  fi  von —   bis  -j ^-    gf-'iben,  .so  haben  wir: 


+ 


M-l 


(107)     .Y„(u,  -fo,,  w,)  =C.^  €«ß.Xß[u,  w,,  (.g  , 


n— 1 
•i 


eine  Formel,   auf  die    schon  Hr.  Bianchi    auf  pag.  243  seiner  Arbeil 

brnweisl*). 

Den    eigenÜ'ukcu    Erfolg    der   Normmtng    hat    man    min^    anwpit 

'^rmcl  (107)  in  lieli'nvhl  kommt ^  darin  zu  ('rblit'ken^  ätifta  C  eiiic 
^"udante  Grösse  wird.  Nehmen  wir  niiniheh  an,  dass  C  con.stanl  sei, 
^  ist  dasselbe,  wie  ich  jetzt  zeigen  will,  absolut  gegeben.  Zu  dem 
Zwecke  beachte  man  /jinüclisl ,  dass  eine  Wiedt^rhohing  von  T  aus 
*•«,  w^  die  negativen  — w^ ,  — w^  macht,  wlihrend  sich  für 
*«,(m,  — fd, ,  — wj    folgende  Formel  ergibt: 

M— 1 

(108)     X„  (« ,  —  a»,  ,  —  w,]  =  {—i]-i    .  A„  (—  u,  w, ,  wj 

w— I 


')  In  Jer  Thal  hat  Herr  Biaiiclii  bei  n  =  3  iiod  «  =  5  ganz  Stmliclie  Über- 
'•'guageii  beiiul/.t,   wie  icli  sie  im  Tfi-tc  Tilr  Iieliebi^es  ungerades  n  gebe. 

2«i» 
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Nun  gibl  iHe  Wiederholung  von  (107),  sofern  wir  C  constanl  nehinenj 

Die  Cün.slanle  C  hat  also  jedenfülls  folgenden  Weilli : 

±1 


C  = 


w-l 

t  2  .v^ 


Ich  behauple  aber,  dass  nur  das  obere  Vorzeichen  zulässig  ist.  Mi 
findet  dies  ResuUal,  wenn  man  in  Betracht  zieht,  dass  die  Operalioii 
ST,  dreimal  hinter  einander  auf  w,,  oj^  angewandt,  die  anfäng- 
lichen f<i^,  w^  ergibt,  und  nun  liei  Zns;amniensetzung  der  auf  die  A,, 
bezUglichen  Substilut Ionen  tiie  Theorie  der  Gait^mcheti  Summvti  in 
Anwendung  bringt. 

unter  der  Voramsetzung .    dass  C   constanl   sei,   tniiss   also    die 
Beirachl  hommvude  Fonutf  lituU'u: 

n-l  ~      -1 

(loa)     /  2    .Yn.Xju,  ~io,,  io,)=^  e"ß.Xß{u,  w, ,  wj  , 

_  fi-i 

was  wir  im  fvlgenden  Paragraphen  durch  directe  Rechnung  beslüligcn ' 


§.  17.    Berechnung  von  !„(«,  — w^,  mJ  mit  Hülfe  der 
Beihenenlv'icketttugen. 

Ihn  Formel   (109)   auf  directcin  Wege  abzuleiten,  gehen  wir 
Doppelforniel    (73),    (74)    zurück    und    ordnen    die   Rechnung    et^ 
folgendenoassen. 

Wir  knüpfen   zuerst  an  (73)    an.     Indem  wir  der  Kürze  halber 
setzen : 


3«i— 1 


i.q'.//H-q^") 


linden  wir: 


•)   Bei  dieser  ganzen  BelraciUune-s weise  isl  aalürlich  der  Utiistand  weseatti 


dass    wir    den  imaginären  TIvei!  von       '    posiliv    genommen    haben.      HäUen 

ihn    negativ    voraiisgeselzl ,    so    luüssle  in   (106),    (<09)    iihereiiisliiniuend  t  dui 
t~*,    I  ;«l«t>r  iliir<  h   —  i  ersetzl   werden. 
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H-l 


«- 1 


|-«*+1)»-2f<p 
4n 


l_(iA -hl)  »-«,■)) 


—  q         *"  .  e 

oder,   weno  wir  je  zwei  Temie,  welclie  dieselbe  Potenz  vun  »j  eiiL- 
hallen,  zusaminennelmiCQ  : 

H-l 


+  ■ 


(HO) 


^1   e"I^  .  Xß[u,   0J^,    r/>,) 


*  +  «)"+»;»]  „7 


»- 1    0 
2 


Mil   dieser  Formel  bringen  wir  jclzl  die  andeie  zum  Vergleich,  welche 

sich  aus  (7i)   für    -X^(w,  — w,,  wj    ergibt  untl  die  l'ülgendeniiysseii 

Uiutet: 

XJti,  —ta^,  10,) 


^e         ^'^  -S—W"     "    ^'      •-      "'■""    ' 


(Jt  +  M^ 


('it  +  l)<Aa 


—  (»«:  +  <)■ 


Wir  verwandeln  zu  dem  Zwecke  die  in  (110)  rechter  Hand 
nuftrelendc  Doppelsiimme,  indem  wir  (2A  -\-  \)  tt  -\-  2ji  =  2fe  -{-  1 
setzen     und    nun    k    von     0    bis    oo     laufen    lassen.       Dabei    wird 

(—  })"  +  '*  =  (-  1)"^".  (—  1)*^  sein,  e«'^  aber  durch  lolgendcn  Aus- 
ist' 
druck    ersetzt    werden    können:      (—  1)".t*       » 

komiut : 


{2k  -j-  1  Hna 

"    ■'       "  Solcherweise 


K  Ulli  111 


+"-7-' 


M-l 


in         / 


it-l 
2 


Daher  lesen  wir  ab: 


»—1 


Vn 


was    mit  der  in  Aussicht    genonunenen   Formel   (1Ü9)  übereinsliniml. 
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ilhrrliticki'ii    \vir    iliesc   Reclmunj^    tjenaiier,    so   hriniii'll  es  sich 
im   Gniiulc    imi    lleweis    uiul   Anwentlung    einor   hcstininilun   TlieU 
i't'laliun,   die  wir   luich  Wei^wt-rfuiig  ühcrsclnessentlor  Farloieo  ol\ 


lalgeiiderniasscii  Süliicibeii   künncn: 


nn: 


fP  'l^H.ti 


^j^^."/^7".."  -  .4».(^''~^''*nr, ,") 


Diese  Relaliori  als  solche  isl  «ichl  noii,  vvii»  ich  iti  BericliligunL;  eil 
früheren  Angabe  hier  austhiiiklic:!»  huiiicrken  will;  man  liiulol 
beispielsweise  mit  unwesenliiehen  AhwxMrluiiigen  hm  Sehrötei-  (//« 
bititaiionnschriß,  Bieslau  I80Ö1,  bei  Uiiosehi  iii  Bd.  üO  der  r.omples 
Hciidits  de  l'Acadejiiie  des  Sciences  (IH.'iK,  Sur  äiccrues  equatior 
attahuiuvs  (itix  niiuilions  modttlaires)  ^  bei  Scheibner  in  Bd.  14 
Berirhte  dei'  stichsiselien  Gesellschaft  der  Wissenschaften  (IHOli, 
periodische  Fitiidümen) ,  etc.  elc  Man  kann  sie  übrigens,  wenn  man 
will,  als  specielleu  Fall  der  ailgeineinen,  von  den  Herren  I'ry^H 
und  Kra/ er  juifgeslellten  Tbetarelation  in'lrachlen,  \m\  der  in  §.^1 
ilie  Bede  war.  Beilütilig  l>enierkl:  die  IctzlgenantUe  Kelalion  gestaUet 
Uberhaupl,  unter  Zugriiudelegung  der  Ä'„  die  Gleichung  jeder  Kbene 
anzuschreiben,  welche  der  Nunnaicurvc  ausschliesslich  in  singu-, 
lüreo  Puncten  begegnel.  An  sie  also  könnte  man  anknüpfen,  wo^H 
man  von  den  A'^^  zu  allen  den  versehicdeneu  Coonhnalensjsleuien 
übergehen  wolile,  von  welchen  in  ^.  7  die  Rede  war. 


6.  18.      Vcrhnik'H  der    1'  ,   Z  .      Cfttinihivi'  ilcr  euttflehviuitH 

SithslitulionstjrupjH'u. 

Um  jelzt  das  Verhallen  der   V^^,   /,    bei  linearer  TransfurnuUit 
der  Perioden   zu   sludircn ,    stelle    ich  die   beiden  auf  die  Ä'    be4tiHfc. 
liehen   Formeln   für   S,  T  noch   einnjal   zusammen,    .Wir   hallen 
(106),   (109): 


(H9} 


S:   X^iu  ,  w,  ,.  et/,  H-  (t/,) 


=  e 


N-l 


T:   I   2    .Vn.XJu,   -10^,  .0,)=:^  e"l 


Xß  [u  ,  to, ,  ctfJ 
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Fiiliien   wir  jelzL  slall  der  .Y^  die    V^^,   Z^  ein  [siehe  (64),   (65) U  so 
ergiht  sich  jctleiifalls,    ilass  ttich  die  — ^  Gnmcn    y,^,    und  ebemu  die 

\~~t~   (iföKscn  /^.    Unear  für  .sich  .suhslilttiren :   dt'nn    dir   Z^  sind  ge- 
rade ^   die    V„  imijerade  riinclioneii   von  u.      t)vs  Näheren  findet  iiuiti: 

tl)   für  dw    y„: 
afit  —  f«l 
/   ^    .  J  H  .  j;,  it,  —  Wj,  w,)  =^  V^:;|n,  <ü,  ,  «uj  , 
""^   \t  \  "--^ 


um    i(    in    der    k'lzlen    l'onnel    nur    die    Werihe    I,    2,    ...,    '^-    za 
durchlaufen  hal) ; 

ä)     /wr    i/iV'    Z^^,    unter    derselben    ttesehratdinntj    fiir    die    Werthe 
von   li : 


[H4) 


.S:   Z„  u,   ^o^  ,   oi/4-  m,) 


r:   /  '^     .y«.4(//,  -r.*,,  <.^)=^l'(t«'^-e-"/^)./^(«,ft.,,o>J   . 


Alle  diese  Furiueln  lileihon  naIUtiirli  heslelien,  wenn  man  das  « 
irtjend  vveleheni  ronslanlen  Werllie  gleich  selzl.  lusbcmndere  ijeUen 
die  (113)  für  die  jf^  und  die  weiteren  in  (100)  auftretenden  (Inefftvienten 
a^j.,  die   (114)  für  die  z^  und  die  in   (!01)   defimrlen  b^^ /. . 

Von  den  hiermit  gefundenen  Resultaten  ist  dasjenige,  welches 
durch  (113)  ausgedrüclvl  wird,  seit  lange  bekannt.  Man  spricJil  es 
gew<')hnlieh  so  aus,  dass  man  die  üieiehumj  in  Betracht  zielit,  von 
welcher  die  verschiedenen  Werthe  ahhiingen,  die  \\{u)  :  a [u)'*  (gleich 
-V„\i/)  :  a[n)'*)  bei  linearer  Transformation  iler  ['erioden  annimmt,  und 
nun  als  besondere  Eigenschaft  dieser  Gleichungen  hinstellt,  dass  alle 
ihre  Wurzeln  sich  aus  ~^—  Grössen,  eben  unseren   Y.,  Y,,  ,..,  Yw-i, 

linear  zusammensetzen*).     Ich  will  hier  an  die  ursjirüngliclien  Unter- 


■)    Man   sehe   v\\\i\  ilie  K\ciii.so  über  »Jar  ühi'sfbec  Gloicliungeii   in    iiieiricn 
n  Vorlesuntjen    uba'    <ln>    ik<;>fi>'t!cr    etc.    .,.«    'Leipzig    t884J.      Iili    liiibe    <lorl    in 
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Biicliiingcn  von  Jacohi,  tlift  in  dieser  RicliUini»  liegen*},  wie 
die  wiMdMyriH'luk'ii  Knlv\i(ki^hmu;i'n  der  Horiun  Briosi'hi 
K  ro  necke  r"*' •)  nur  iH'iliiiilii,'  LTinnern.  Min  Vi!rt;leich  ihrer  Tnur 
suchiitit!;cn  niil  ilcn  unserigL'u  wird  üaduiih  erscliworU  dass  sie  iiiclil 
uacli  Potenzen  von  p{u),  sondcin  von  sin*  am  h  entwickeln  (wodurch 
die  KntwickelnngscüelTicienten  nnnülliigerweise  von  der  2n'*-''*  Slufc 
werden,  wiihreud  sie  bei  uns  von  der  n'^"  Slide  .sind).  Die  Etil- 
wtckelung  von  A',,  («)  :  a  («)"  nach  Potenzen  von  p  {u\  lindet  sid^fl 
zuerst  bei  Herrn  Kiepert  ausij;e['illirt ,  wie  wir  bereits  in  {j.  14  er^^ 
wähnten. 

Dagegen  erseheinen  die  Formeln    (Mi  ,   soweit  ich  nichl  sei 
anf  dieselben    bei    IVuheren    Gelegenbeilen    aufnieiksani    inaeble, 
neu.      Vom    Ikosaeder    ausgehen*!    habe    ieh    i^nersl    in     lld.   W    J(| 
Mathematischen  Aniialen  (p.  27')  tl*.  thiselbsl)  darauf  hingewiesen,  di 
der  anf  "^      Variabelc    be/.Ugliehen  Snbslitntionsgruppe   der    Jaeol 

sehen  tileiehnngen  eine  andere,  auf   '  Variabele  beziigliehe  Si 

slitntionsgni|ipo  zur  Seite  steht,  wobei  zwischen  diesen  Gruppen 
nieikwindigei-  Gegensalz  stalt  hal :     hl  n  ^  3  (niod  i),  so  iM  die  erst 
üiescr   Gruppen    viil   dt'ti    vmduln   n    bctrtwltteten    linearen    Tranaforma- 
limn'n    vun    w^,    lo^    fialordri.srli ,    dir    ztrcifc   hemivdnH'h   isomorph;   /i^j 
n^  I   (mod  i)   iU  eti  tfenau  unujefu'fni-Y),     Dieser  Satz  erscheint  jel^| 
in    einem    neuen    Lichte,    indem    beiderlei   Subsli1utionsgrupj>en    ihre 
Eulstehuug    in    der   einen    Gruppe   de['   X^    (112)    linden.       Letztere 
Gruppe  ist,  wie  wir  wissen,  mil  der  Grujtpe  der  zu  Vergleich  stehei 


Übereinstimmung  mit  Herrn  Urioselii  <!te  Ausdiiitksweisc  so  sewiilill 


■  -  m 


als  Uiibckiinntc  gilt    und  also  ilic  »Quailrutwiirzcln    aus  den  Wurzeln«    sieb  iiue 

n  4- 1 
BUS  — X —  Grössen  üusamnicnsetzen  lassen.     Im  gegenwärtigen  Texte  dagegen  liallc 

ich    auch    weiter    unten    dnran    fest,    dass  X„  (m)  ;  a  [u)^   selbst    :ils    Wurzel 
Jncobi'schen  Glcirbuns^  l)elraclilPl  werden  soll. 

")   Gesiitnineite   Werke,   M.  I,    p.  261. 
**)    Vergl.    die    bereits    citirte  Arbeit    in  llrl.   57    der   Crmiplos  Rcndus,    so^ 
eine  Abhandlung  im  Jahrgänge    IH66  der  .\lti  dell;»   II-  Arcadeini;«  cli  Napoli. 
•••)    Derlincr    Monalsbenchte    von    l«ß1     (Hencbt    über   sdgubrai.sche  Arbeiten^ 

t)   Wegen  der  allgeiueinsten  Deliiiiliou  dieser  Giuppen  und  ihrer  principidica 
Stellung  in  der  Theorie  der  eltijjlisclien  Futicliuncn    wolle    man  insbesondere  nii 
die  nt'uerdiiigs  im  lö.  Bande  der  Mallieumlisehen  Annalen  erschienene  Arbeit  v| 
Herrn  Morera  vcrgleiphen  :    (her  einige  tiililHngsijcsetze  in  der  Theorie  der  Theth 
unil  der   Transformalion  der  cllifHLschen  Functioneti. 
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den  w-Trausfoniiatiotiini  iniriu^i*  lioloi^d lisch  isomorph.  I>(m'  versrliie- 
deoe  Charakter  doi-  fiii-  die  \\^  und  die  Z^  gehenden  Grup[)en  er- 
klart sich  auti  dem  verschiedenen  Verhahcn  dieser  Grössen  gegen- 
«lier  der  ()[>oralion  "',' =  —  f\-.  w,' =:  ^~ '"<  •  ''^"'*  Formel  (108) 
nämlich : 

fulgl  einerseits: 

w-l 

andererseits  aber: 

(116)         2f„  (»,    -  M,  ,    -  ^*»)  —(--»)    '^      .ir„(«,    *;/,.    ..<.)  , 

\Mi  nun  die  Unterscheidung  tier  beiden  riille  «  ^  ±:  i  (niod.  4)  un- 
iiiillelhar  hervorspringt. 

§.  10.      Der  hesomlere   Fall    ti  ^=  3.      Die  (iriisaeti   X.,{u)   elc. 

Das    FormeLsysteni    (IH)    wiid    besonders    einfach    fur  /i  =  3, 
wo  es  fiir  die  eine  (binn  alh'in   vorliandene  Grosse: 

das  folgende  Verhalten  ausijagl: 


(118) 


^^ir  werden   diese    Konuehi    bt^sjser    verstehen,    wenn    wir    einerseits 

t'en  Nullvvcrth   2,    (hirch  ij^,  tj^,  ./  darzustellen  suchen,    andererseits 

aber    Formel    (IUI)     heranziehen,     derzufolgc     if, («)  :  <i(«)*    gleich 

"*,  .j»'(«)   ist.     Um  2,  zu  gewinnen,  (rage  ich  in   (i17)  für  X,,  X, 

^'o  ent.sprcchendcn  Ausdrücke  (73)  ein.     Dies  gibl: 

/ '■*.,       f  iinu 

er  zusammengezogen : 


(6fc-M) 
42 


(6fc+n 


—  [6* -Hl) 
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Für  z^  kommt  also  (indem  wir  vorstehend  m=  0  setzen): 

■-#|i'?f'-"-.'*T 

Hier  ist  nun  der  in  eckiger  Klammer  stehende  Theil  die  bekanole 
Reihenentwickelung  für  y^  (welche  der  unter  (7)  gegebenen  Pro- 
ductenlwickelung  entspricht).  Der  Ntdlwerlh  z,  erhält  also  folgenii 
Bedeulung  *) : 

Wir  setzen  jetzt  wieder  j»'(m)  =  — 'iT{u)  :  a(M)*.  Dann  folgt  m 
der  bereits  angezogenen  Formel  (101): 

im)  Z,(«)  =  2;5,.7-(«)  =  ^.r(u), 

yj 

womit  in  der  That  das  Verhalten  von  Z^{u)  bei  linearer  Transfor- 
mation der  Perioden  erklärt  ist,  insofern  T{u)  als  Modulfunction  zur 
ersten  Stufe  gehört. 

Ich  werde  nun  zeigen,  dass  wir  auf  Grund  dieser  Entmckeltaig 
für  solche  ungerade  n,  die  nicht  durch  3  iheilbar  sind^  neue  Grössen 
zusammensetzen  können^  die  sich  bei  linearer  Dräns formation  der  Periode» 
ganz  ähnlich  wie  die  X^  verhalten.  Einen  ersten  Schritt  hierzu  hat 
schon  Herr  Kiepert  gcthan  (Journal  für  Mathematik,  Bd.  87,  p. 213), 
indem  er  von  folgender  Rcihenentwickelung  ausging  (die  sich  durch 
Zusammenstellung  von   (1 20)   und   (1 23)  ergibt) : 


(6&  +  4)« 


e  "i 

,  uni 

—  i6*+^)-- 


im)  n«)  =  ]/?f .-%-.-. ^(-1)^9    *^ 

und  mit  ihrer  Hülfe  schloss,  dass 

zusammen  mit  den  Werthen,  die  aus  ihm  durch  lineare  Transfor- 
mation der  Perioden  entstehen,  für  n  ^  0  (mod.  3)  einer  Jacobi'scbeo 
Gleichung  genügt,  —  einer  Jacobi'schen  Gleichung,  die  als  spe- 
ciellen  Fall  (u  =  0)  die  wohlbekannte  Gleichung  einschliesst,  dereo 


*)  Siehe  hier  und  im  Folgenden  auch  Briosclii,   Annali  di  Mateinatica,  ser.  1, 
t.  XII,   p.  49  H. 


Elliptische  Cmivkn  rsn  Moduln  »'"  Stcfe. 


395 


\Ä'iiizelii   die  vorsililedt'iiLMi  Werllie    von    y  sind  '),      Auf    dem- 

lelben  VV<^ge,  iiatiilicli  tnisi;chcnd  von  der  UeiliL'nunLwickeluni;  (124), 
»ürde  imm  auch  <lie  in  Aussiclil  i^cnonimenen  neuen  Grös-seu,  diu 
ten  1«  Cüordiniil  sind,  i,'evvinnL'n  können,  wobei  die  T-Funclion 
ine  ganz  Shnliche  Rulle  sjiielen  luiLssle,  wie  bei  der  Aufslellung  der 
[«die  a-Funclion**).  Inzwischen  ziehe  icli  vor,  die  neuen  Grössen 
(dii'  ii'h  Xyiu)  nenne)  aus  den  A'„  selh.sl  dni'ch  geeignete  Combi- 
lloD  verschiedener  .V,^   lierzulcilen. 

£■»  «eifM  A'„  ji'lii  iWejtnujen  Hrösm'n  A",   trehki'  sich  auf  die  Zahl 
H  beziehen    i  iro    tlie    tttHjvruilr    Zaftl  u  selhal    durch    'ü    uichl    Ihciliuit' 

'fnlijeiule  Formel  yeijeben: 


\mn  mlij.      Ihuin   sind    die   Xy  u  ,    um    die   es    sich    handvll,    durch 


(186)   X    (u,    lü^,    10^)  =  ^-^^ihy+ni'^'    '"r    '"-J  — -^'s  y -|-  4  n  ("'  «^L  '^))  ■ 

che  für  y  =.  0  tlen   Ausdruck   (125)   vorsteUl. 

Uui  das  Verhallen  iler  A'  bi.'i  linearer  rranslbrnialioii  /u  er- 
jforschen,  brauclien  wir  nur  die  Cur  die  A'„  ijelleiiden  Subslitiilions- 
foraieln  (in  denen  nalürlieh  u  durch  .in  zu  crselzen  ist)  in  geeigneter 
Weise  zusammenzuziehen.     Wir  linden  nach  kurzer  Zwischenrechnung; 


«87 


iy[n- 


S  :  Xy  «,   lo^ 


Xy{li,         W,         W,)      , 


3yff 


:.  /:S\  .<    •    .  Vn.Xy(u,  —(»^,  <>->,)  =  ^s  e  ^     .  a;i((m,  w,.  <u,)  , 


mlso  in  der   Thal  Forwein,    trelche  (jvnuu  den  [nr  die  alten  X«   ffcllen- 
i^'n  eulsprevhen,  nur  dass  t  überall  durch  ^''  erselU  ist  (was  sich  denn 


ts  iht  dies  diejenige  nipichung,  wcklie  ich  sonst  iils  Multiplicatorylfichuiu] 
^fr  ^lufr  bezeichnet  liiiln*  um]  ;iiif  die  Ikvrr  Kii'[>erl  und  ich  von  verschiedenen 
P^'en  her  zu  gleicher  Zeit  gehihrt  worden  sind.  Man  sehe  insbesondere  Hiirwiiz; 
»"•urfiajen  einer  indepcmtndeti  Theorie  iter  etiiplischrn  Moifulfunclionen  eic,  Bd.  iS 
"^Jlal!!.  Annalen,  wo  man  diu  einschUigij^e  Literatur  ausführiich  znsammeu^eslclll 
•indei. 

]  '*',  Man  vergl.  meine  Nole  vom  November  1884  (in  den  Berichlen  der  konigl, 
jwchs.  Gesellschari  der  Wiss.),  wo  eben  das  im  Tcxle  angedeulctu  Verfahren 
«iurcligerührl  ist. 


39Ö 


F.  Kl 


El>, 


\M 


aiiili   in  tieiii  Letjondieteuiien  Zeiclieii  ausdrückt,  vvelchc^i  linker  Hau 

H  —  l  _ 

dem  Zalilenfaclor  t  '^   .  Vn  zugesetzt  ist). 

Aus  den    X    kunuün    wir  jetzt    wieder  Sysleine    von    "^     ii 
Grössen    ableiten,    die    sicli    lUi'    sicli    .^enonunen    sub.sliluircii 


«  — 1 

-^^    urussen    auieiien,    ciie    sieu    lui'    sicn    g, 

Indem    icli    di<*selben,    der  Analogie    mit  der   friilieren  Entsvickcli 


^1 


folgend,    Yy    und    Zy  nenne,  lial}e  ich 

Ä.  +  X„_,,    .... 


'  »    '»Ol      *  I 


(128) 


/,  =  Y,-.v;.,, 


1  w  -  I  ^  Ä'w-1  -+-  A'w-H 
2  2  2 

Zn-\  =  \n  —  1  X»  +  l 

2  3  1 


Hier  ist   Y^  =  A'^,  wie  wir  bereits  bemerkten,  dem  Ausdrucke  (1! 
gleirb,  div    Y.,    (ihvr    üherhaupl    siml    ilie   Theitgrötmen^    aus  denen  tM 
die    rersrhivdcnnt    Wtriltc.    welche    Y^^  hei    Ihietirer    Transfoifnalion   der 
Perioden    antiiminl^     uueh    dem    Jaeohtnehen   Schema    zitsuintiicnseli 
Insbe.sondere  alsu  sind   die  Mullwiutbe    V  (0)  diejiMiigcn  Tlieilgrüss 

Vn  g^H^'^'it'^'i  iaeobi'sehen  Gleichung  geliü 
leb  habe  diese  Theili^rösserv  in   Bd.  !  7  der  Mathematisrhon  Annaf^ 
\\.  567  fr.   (wo  eben  die   BclraeliUingen,    die    ich   im  folgenden  Paw^ 
gra|iben   ausfübre,    bereits   angedeutet  sind),    mit  ^4^,  A,,  ...,  ''^^H 

bezeichnet  und  will  hier  diese  Benennung  feslbalten.     Die  Grüssen  A 
des  folgenden  raragra{dirn  sind  also  in  nachstehender  Weise  delinirl. 

{129}  Ay=Yy{0). 

§.  20.      Verbindtitnj  der  {Ja  iiuä  z^  mil   litdje  der  A   . 
Mit    den   Ausdrücken    A     ist    ein    neues    System    von    Modulu 


JUIU 


»'*'"  Stufe  gewonnen,  welches  insofern  besondere  Beachtung  verUil 
als    es   ebensowohl  mit   den    y«  als    den   i«,    wie   ich  jetzt    zeigeo 
werde,   in  einfachster  Beziehung  steht  und  also  die  Verbindung  dio^M 
beiden  Modulsystctne  verniillell.     Allerdings  gellen  die  enlstehenHe^ 
Formeln,    wie  selbstvcrsUindlich,    nur  für  m^O   (mod.  3\  was  alnr 
den  besonders  wichtigen  Fall,   in  welchem  n  eine  Primzahl  >»  3  i|^ 
einschliesst.  ^H 

Um    mil    den    y',,    zu    beginnen,    so    haben    wir   jedenfalls  die, 
Formel : 

(<30)  »/'.  =  . In'- 
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Lassen  wir  hier  beideiscits  tlie  Operalion  T  eintreten,  so  erhalten  wir: 

W-t  H—^ 

U  (I 

WO  das  -|-  oder  —  Zeichen  anzuwenden  ist,  jenachdem  («  —  1) 
oder  (n  -|-  1)  durch  6  (heilbar  ist.  Hieraus  aber  folgt  weiter,  indem 
wir  f-mal  mit  S  operiren: 

■-1  M-l 

((31)    ±«^"t  «       'y'a  =  \yj>^  *       ^Ayj. 

ti  ik 

Nun  müssen  in  dieser  Gleichung,  wie  schon  Herr  IJrioschi  bemerkt 
hat*),  die  Potenzen  von  t  linker  und  lechter  Hand  übereinsliniinen. 
Dies  gibt  einmal  '^-^  cubische  Relationen  für  die  Ay,  andet^erseils 
abeTj  worauf  es  hier  ankoiuitil,  die  y  n  als  rationale  ganze  Functionen 
dnllen  Grades  der  A  ,  so  dasn  die  ij„  überall  zweekmasmf  er  weise 
durch  die  Ay  ersetzt  werden  können. 

Die  Beziehung  zu  den  z«  gestaltet  sich  nicht  minder  einfach. 
Wir  haben  folgende  Relation  voranzustellen  (die  nichts  anderes  als 
eine  wohlbekannte  a-ReJalion  ist) : 


n  aus  der  wir  dann  mit  leichter  Mühe  die  Formel  ableiten 
^untei 


(132)  iiM  =  hiS^A 

A,  Xy(n) 


unter   X    die   zur   ursprünglichen   Zahl  «   gehörigen  X  verstanden). 
Wir  setzen  jetzt  m  =  0  und  haben: 

(133)  r  =  T^' 

«0  dann  wir  jedenfalls  die  VerkaUuisse  der  A  durch  die  Verhältnisse 
der  2,  itder  nuch^  wctm  wir  wollen^  sämnilliche  vorkommende  Moduln 
durch  die  Za   und  die  eine  Grösse  A^  rational  damlellen  können. 

Wird  auch  A^  selbst  eine  rationale  Function  der  z„  sein**)?   Eine 


")   Sopra  nna  clause  dt  eqiiasioni  modttlari,   Annnli  di  MaCemalica.   ser.  2,  l.  IX, 

!►.  I  b7  ir. 

•')  In  der  wiedcrhüU  gunaniHetv  Note  vom  November  iMi  liabe  ich  die  Sache 
gerade  iimgekebrl  gewandt ,  indem  icb  A^  itls  Wurzel  der  MiiUi|)lifalürf;U>irbiinf{ 
eisler  Sliife  belrachlele  um!  nun  naeli  der  Besliiuanins  der  z„  fragile. 
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nulicre  Llbeitei^ung,  welche  ich  hier  niclil  ausführe,  zeli^l,  class 
in  der  Thal  fiii-  u  =  1  (mod,  i)  der  Fall  ist,  withreiid  für  n 
(lüod.  4)    erjsl  A  *  in   den  t«    raliontil    wird  und  die  Berechnung 


A^   aus    den    z„   also    eine    Quadralwnrzel    ei fordert 
Onlerschcidung    (hirin    begrUndeU     dass    die    s«     von    der 


Es    ist    diese 


Dimension  In  w,,  «i    sind,  A    aber  von  der 


n  —  1*«» 


Dimension, 


atso   die  z„   und   die  A     in  Bezug  auf  w, ,  f»^    abwechselnd   geraden 


und   ungeraden  (liiaraklei-  haben. 


hli  will  liier  wenigstens  eine  der  Formeln  angeben,  welche 
mit  tlen  z„  verknüpft,  und  zwar  doshalb,  weil  sie  bei  «  =  5  u 
«  ^  7  bereils  ausreicht,  um  il,,,  itez.  A^^  ralittual  durch  die  Za 
zuslelten.     Ms  ist  folgende: 


(134) 


Unter  Zugrundelegung    dersellien    mögen    wir    insbesondere  den 
Fall  n  =  5  durchrechneu.     Aus   (134)  wird: 


(135) 

also  aus  (133): 
(I35'*) 


A.  = 


A.  = 


.J 


n 


V5 


'  V5 


Dies  tragen  wir  in   (131)   ein  und  erhalten: 


(•36)  &'«=-'- 


.  J' 


5V5 


y,  = 


25  VS 


.J' 


»  «   — ■ 7=  ^ 

25  V  5 


so  dass   bei   »  =  5    jelzl    alle   von    uns    betrachteten   ModuJsjsten 
durch   J,,  Sj  allein  ausgedrückt  sind. 

Wir    wollen   die    Formeln    (136)    noch    in   (84)    eintragen.    Wir 
finden  dann  für  das  »Integral  erster  (iatlung  fünfter  Stufea: 


(437) 


25V5{,\;<iAj  — XjrfA'J 


V)A',A,^5  3/VV„A-,).^» 


womit  wir  nun  auch  in  der  Bestimmung  von  u  den  Anschlus^  an 
Bianchi's  ursprüngliche  Formel  gewonnen  haben  (siehe  Bd.  17  «Ic 
Mathematischen  Annalen,  p.  201.  2C>2).  Die  unbestimmte  Constanic  C 
welche  bei  Kerrn  Bianchi  als  Mnltiplirator  auftritt,  und  die  in  (l 
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fehlt,  findet  dadurch  ihre  Begründung,  dass  Herr  Bianchi  nirgendwo 
die  absoluten  Werthe  der  X«  fixirt  hat  und  also  auch  nicht  die 
Zp  i^  selbst,  sondern  nur  deren  Quotienten  in  Betracht  zieht. 


Wir  haben  hiermit  die  Theorie  der  y'«  und  z«,  wie  der  A  , 
soweit  entwickelt,  als  sie  sich  ungezwungen  an  die  Theorie  der 
Normalcurven  anschliesst.  Ich  betrachte  dies  Alles  nur  als  Vor- 
bereitung zu  einer  tiefer  gehenden  Untersuchung  der  genannten 
Modulsy steine,  die  aber  nach  Umfang  und  Inhalt  einer  gesonderten 
Darstellung  vorbehalten  bleiben  muss. 

Dusseldorf,  den  10.  April  1885. 
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INSBESONDERE 


ÜBER  DIE  ENTWICKLUNG  DER  AUSDRÜCKE 


P,Xzz,  +  Vi  -  z'y\  -  5:/  eoscl)) 

UND 

Q,Xzz,  +  VT-?  VT^7  cosc|)) 

NACH  DEN  COSINUS  DER  VIELFACHEN  VON   (I). 

VON 

C.  NEUMANN. 


AWbandl.  d.  K.  UeselUrh.  d.  WUsensch.  XXII.  j7 


Ulli  JUisiirilcke?^^" 


und 


!€1.] 


Q„  (2-4  4-  V  1  -  s»  VI  —  5,» ros<D)   , 

in  «Ionen  :.  :,  compldr  sein  sollen,  wSlirend  0  ciiio  jw//r  V;jriable 
vorslrllen  mag,  sind  cnlwickelhar  nach  don  t'.o.sinus  {k'r  VioKaclieD 
von  «D. 

Auch  ist  bekannt.  cUiss  die  Entwickehmg  des  Ausdruckes  [^.) 
auf  zwei  verschiedenen  Wegen  bewerkstelligl  werden  kann,  ntinilieli 
f'nhvedor  nach  dei-  Laphia'schvn  Methoilc,  die  auf  der  AinveruUmg 
S^Nvisser  SHjfi'retüialfflnchunin'H  beruht,  iletn'n  jener  Ans(b"iick  Genüge 
'eistet,  oder  aber  nach  der  JtHtthisvhe»  Mvfhode,  die  im  Wescnthclien 
darin  besteht,  dass  man  jenen  Austbuck  ziivürderst  in  ein  heatimruiet; 
'»ti'ffiiil  verwandelt. 

(lenaii  dasselbe  gilt  auch  vom  Ausdruck  (0.).  Nur  liciUirl'  es 
nier,  um  tue  Entwickehmg  wirkhch  zu  bewerksfplligon,  einer  viel 
Hrösseren  Mühe  ond  überhaupt  einer  viel  tiefer  gehenden  Unter- 
^'icliung,  —  sclion  deswegen,  weil  <ler  Ausdruck  (0.)  für  gewisse 
Werlhsystenie  von  2,  :,,  0  nnemUivh  grosn  wird,  wiilirend  {'^.] 
•lui'chweg  endlich  bleibt.  In  der  Tlial  ist  jene  Entwicklung  von  (^p.), 
S<!§enUber  der  von  (C),  gewissermassen  als  ein  elemvntfires  Problem 
zu  Ijpzeichnen. 

Das   eigentliche  Ziel   der  nachfolgenden  llntersnchimgen  besteht 

in  iler  Entwicklung  des  Ausdruckes  (C),  wobei  es  aber  noihwendig 

j^ein  wird,    die    Entwicklung   von    {'^.)    mit    in    Retrachl    zu    /Jelien. 

Es  mag  mir  gestattet   .sein,    die  Hauplrcsultale  meiner  Untersuchung 

hier  gleicli  von  vorneherein  in  Kürze  anzudeuten.     Ich  werde  dabei 

zuvörderst    die   allgemeine  Gestalt    dei    in  Heile   stehenden  Enlvvick- 

17" 


■üi 


iOi 


(!.  Neumann, 


liingon,    und    sodann    dio    nlilu'icii    llotlingniigcn    anzugeben    hal 
unler  denen  diesell)ea  gilllig  sind. 

Man  eiliiill   Ciii'  die  Ausdrücke   ''')?.''    und    lO-j    KnnntMn   von 
gcndei'  Geslalt : 

[A.) 


p»(^)  ^  2!  't'"' ''"/.(-)  ''"'.(=.)  <'«s''*^ 


Q„[/.\  4-  SW  .  2rriP„[Z)  =  ^iö„/,/;,/,(=''  a./.f:','  cosÄcD 


in  denen   Z  die  Bedculung  hal 


-h  1  I 


VI 


.'osO 


und  /  ==  l/—  I  isl.  Dahei  reiuilsetUiien  die  /*„,,  und  (?«/,  f^ 
jiingirlen  Kugelfnnclionen,  während  die  /'„,,  für  //  ^  n  niil  den  /'„^ 
idenliseh,  für  h'^n  ahcv  diireli  gewisse  andere  Funclionen  daigeslelll 
sind,  auf  v\elLlu3  liiec  nlilier  einzugehen  wenig  angemessen  sein 
würde.  Die  ^?l„^^  und  *^^^)^  sind  rnnsttiiiU'  Corffirirnlen.  Hingegen 
repriisenttil  9)f  eine  tutriable  yanze.  Zahl^  d.  i.  eine  Zahl,  dfireii 
Werlli  wesenllicli  abhUngt  von  den  augenblicklichen  WerUien  der 
Ai'gumente  2,  2,,  <t>. 

Die    Formel    [A.)     giebt    geradezu    die    linhvieklung    des  Aus- 
druckes   P,^[Z)  ,    d.  i.   die   FlnUvickhing    von    CiJJ.).     Andererseils 
hiUt   man   die   Entwicklung   des   Ausdrucks    (?„  (Z)    oder    (Cl.) » 
man  P„{%)  tius  den  beiden  Formehi   (vi.),  (R)  eliniiiiirl. 

Die  Forme]   {Ä.)  ist  ganz  alhjcmfin  gültig.     Bei  der  Fornjel  (//' 
hingegen  wirtl   \  urausgeselzt,  dass  die  complexen  Variablen  :,  z,  //r- 
wissen  lieilinguiiycii  cnlsprcchen.    Und  um  diese  Bedingungen  be((iit'ni 
angeben   zu   können,    wird    es   zweckmUssig  sein,    an  bekannte  geo 
nieirische  Belraclilungen  anzuknii|)fen,  indem  man  z  und   ;;,  als  zw 
vtinühh'  Punkte  in  der  :-Ebene  sich  vorstellt.     Von  besonderer  Wich 
keil,    sind    dabei    die   beiden    featcu    Punhie    —  1    und    -|-  I  ,    — 
m^gen  »lie  beiden  Polt;*)    heissen,    und   gh'^ichzeitig   mag  die  gei'a<Ii' 
Verbindungslinie  dieser  beiden  Pole  die  Poltinie**)  genannt  werden 


•  »■■  1 

(/Tj 

it'ni 
:eo-    ' 


*)  Bezeiclitii't  inüti  also  die  reelle  und  inia(<liiilre  Axe  der  c-l--hene  rcspectn*" 
Hill  ./•  und  fi ,  so  liefen  die  beiden  Pole  Jiiif  der  x-Axe,  zu  bcidfln  Seilen  <!»* 
Aufaugspunkles.  jeder  ia  der  EutfcruuiiK   AVha-  vou  deuiselbeii. 

'*j   J>ie.se /'ü//(Hif  wird  iui  I'ulgemleu  stüts  mit  Ä  liozoiclmcl  werdi'u.    AinK'Wr- 
scils  wird  eine  hi-liebigi.'  von  t'ittt>tii  I'üI  nun  ;m(Jt?rii  liiiiTende  Cune  mit  a  bci«iclin«'l 
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Denkt  uiau  sich  alle  von  WA  zu  IV>1  gelieiulen  Kmubuffvn  iitid 
4eren  teililwinkfitje  Tritjeiioricu  coüstruirt,  so  sind  dieso  Trajeclorien 
bekaoiillich  wioileriiiii  Kreise,  — -  sie  mögen  in  Zukunll  kurzweg  als 
das  Sysleiii  der  Üipolarkrcise'')  bezciclinet  werdL'ii,  —  Solches  fesl- 
geselzl,  lauten  alsdann  jene  den  Puncten  ;:  untl  j,  aufzuerlegenden 
Dcdiüsimgcd  folgenderuiasseu ; 

(«.)  Es  soll  R<^R^  sein,  wo  H  und  /(,  die  Kadien  der  re- 
spet'live  dureli  z  und  z^  gehenden  Dipolarkreise  vor- 
stellen. 

(ß.)  Es  soll  der  reelle  Theil  von  :  posiliv  sein,  mithin  der 
Punkt   :   rerfdn  von  der  imaginäieu  ^A\e  liegen*"). 

{/.)  Es  soll  der  Punct  z^  von  der  l*oUitiie  ilurch  ijgend  wel- 
chen Zwischenraum  getrennt  sein, 

Üenkl  ftnni  sich  diese  BcdijHjtnnjfn  (ct.),  (/!?.),  {y.)  wirklich  erfüllt^ 
M  mrdvH  nicht  nur  ilir  Fortuchi  (.4.),  (fi.)  in  Krnf'f  win .  sontlrnt 
ijkivfr.ciliij  nirtl  tthildtiii  ttiiih  (Uc  lienlimmunfß  der  dasvlhsl  auftrvletnlcn 
M/  5Ji  ciuc  tichr  einfache  nviu^  nämlich  zu  beiverkskdtiyeu  nein 
well  foltje ltder    Reijel. 

Man  eonstruire  die  in  (A,),   (ß.)    enlhaUeneu  Punkte    i,  r, ,  Z, 
überdies   noeh   einen   vierten  I'uncl  :'.    der  der  Formel  enlsiircchen 
soll:  ^'  z=z  zz^^  und  consirulre  sodann  die  gebrochene  Linie 
(L.j  (Z  ,  3',  5,)  , 

d.i.  eine  Linie,  welche  von  Z  geradeaus  nach  :',  und  von  :'  ge- 
radeaus nach  :,  gelil.  —  Ahdimn  wird  jene  Xiifif  5Jt  =;  0  scitt.  falls 
'iii!  Linie  [L.]  die  Pitllinie  ij  0  r  nicht  oder  uher  zweimal  tiber.schreHcL 
Uiitfie(ji'n  wird  die  Zahl  W  :=  -j-  I  sein,  falls  [L.)  die  PotUnie  nur 
einmal  iibersvkreilel ,  und  zwar  z=  -f-  t  oder  =  —  !  ,  jcnnchdeni 
^w  ei}imnU(je  Heber  schreit  umj  von  Oben  nach  Vnlen^  oder  um- 
%'h'ki  von  Uni e n   n  a e h  0 b e n   crfohß. 

Dahei  sei  bemerkt^  dass  die  so  eben  angedeuteten  Resultate  von 
"''•*  erbalten  sind  unter  Anwendung  der  Laptace'scheu  Methode. 


*]  Eia  soIl'Irt  Dij>olar/.rei!f  kann  iilsdaiiii  oücrvbar  aucli  als  diT  t;eoraelrische 
■''"*  eiuiss  Punktes  dcliiiirl  werden,  dessen  Abstandsvcrhiillnis  in  Heziig  auf  die 
'•«»den  Pole  Siels  deiLselhcrt  Werlli  liidiiill. 

'*,   Es  soll  tiäiiilitli,   Wiis  die  s-Eticiu'   t)e!riiri,    die  rncltt;  x-.\\c  inn  Links  nach 
"'^h,  und  die  imaginüre  >j-\\e  von  i'nten  nach  Oben  rortlaufetid  t^ctai^lit  werden. 


idfi 
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L'ebrigciis  ist  der  hier  von  ruif  lytrhamU-lle  Gcgonsland  srhou 
von  Heine  unlcrsuclit  wortlon,  jeduch  auf  einem  vvcsenllich  niuicrn 
Wege,  iiünilich  iiiilei'  Auweiuliini;  der  JuathiHchen  Methode.  Abgesehen 
von  dieser  Voiscliiedenlieil  lier  Methode,  heslelü  (Um*  Unlerseliifid 
meiner  Lntersuchung  gegenüber  der  [leint^'sclien  nunienllieh  d;uin. 
dass  die  von  mir  zur  Beslimmiing  der  Zeiht  ilf  gegebene  Kegel  durch_ 
besondere  Einfarhfteü  sich  auszeicbnci,  \vliliren(]  bei  Heine  im  Geg( 
Ihcil  die  Ueslimmuug  von  W\  mil  mancherlei  iiUihsainen  Siibslitulioi 
und  Unterscheidungen  verknü|>ri  ist.  Will  man  die  Art  und  Weil 
in  welcher  Heinr  die  Zahl  '^l  bestiniml,  sich  vergegenwiirligeu, 
hal  man  die  Au!>einander.setmngen  in  äeineni  Hanilbuch  der  Ktig^ 
limctionen  [Erster  Band,  Berlin,  1878)  auf  Seile  33ö  und  330. 
überdies  noch  die  daselbst  auf  Seite  1  (>ü  gegebenen  Vorschrillen  eir 
sorgtclhigen  Studiujn  /m  unterwerfen. 


Um  die  nachfolgenden  E.vposilioncu  mügtichst  übersichtlich  tiiid 
conlinuirlieh  zu  gestalten,  werde  ich  nicht  nur  die  Entwicklung 
Attsdi-ücke  {^,)  und  (0-)»  sondern,  gewissermasseii  als  (Jrumilage 
dazu,  auch  die  Entwicklung  der  einfnchcrctt  Ausdrücke: 

und 

\ 

in  Betracht  ziehen.     Hier  soll    /  :^  y —  1  ,    und  n  eine  beliebig 
gebcne  posidrv  ijtiitzc  Xtihl  sein. 

Uubei  werde  ich  in  der  Weise  verrahren,  ihiss  ich  mit  der 
Wicklung  von   ^,,.     beginne,  von  hier  aus  zu  der  von   \;^.)   übergehe, 
uud  sotlann  die  Ivnt Wicklungen  von   (0„.)  und  (Cl.y   folgen  lasse. 

Was  die  in  meinem  Aufsat/e   angewendeten  Bezeichnungen 
trilll,  so  sind  unter  f,, ,  ^,,  ^^,  #^,  etc.  t^ouslaiUen  zu  versieben,  v^ 
denen  die  erste  =  I  ,  alle  übrigen  aber  ^  2  sind.     Also: 
f„  =  \   ,         hingegen     t,  =  f,  =  t,  =  f,  =  .....  =  2 
Ueberdies    habe    ich,    was    tlie    hiujeij'unvütmvH    liclrilll,    lestgehalteü 
an    den    Bezeichnungen    meines   Vaters    (vgl.    K  Neumann :     BeilrS 
zur  Theorie  der  Kugetlunclionen,  Leipzig,    1878). 
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§.1. 

Zu  vorläufigen  Orientirung  über  die  Functionen  /*„  {z) ,  Q^  {z) , 

s,{z)  und  TJz). 

Die  Kugelfunctionea  P^  [z]  und  0„  [z]  sind  bekanntlich  parliculare 
Integrale  der  Diilerentialgleichung: 

(D,.)  n[n-{-\)U-  25 1/'+  [i  -  s»)  U"  =  0  , 

wo  die  Acccnle  Diflerenliationen  nach  z  andeulcn.  Aus  dieser  Glei- 
chung ('5)„.}  ergeben  sich  durch  wiederholte  Diflcrentiation  nach  :: 
die  Formeln  : 

(t,'.)  (n  _  t )  (71  +  2)  17'  —  4  3  U"  +{\  —  3«)  V"  =  0  , 

(D/.)  ;«  -  2)  (n  +  3)  U"—  6  3  £/"'+  (t  -  s«;  6'""=  0  , 

a.  s.  \v.,  also  allgemein: 

(t,W.)    (n  -  A)  (n  4-  A  +  <)  f/^*>  —  (2/t  +  2)  3  [/C*"^')  +  (1  —  3»;  (/(*+»)  =  0  . 

Führt  man,  an  Stelle  von  f/,  eine  lunic  Function  V  ein  mittelst  def 
Substitution : 

K=  [\  —.3')*  l/(*>  , 
so  gewinnt  die  Differentialgleichung  [^n^''-.]  folgende  Gestalt: 


iJ^H 


A.)  |u(„4.l)_-^Jl--JK-23V'+(<-3«)r=0  . 

Da  nun  den  früheren  Differentialgleichungen  (5)„.),  C5)„'),  (®n'-) 
1®»/''^-)  ö*^'^"o''  ^^""d  durch  die  Functionen: 


(I.) 


'»ö  Wird  der  (jeijenwärliijen  Differentialgleichung  (^nh)  Genüge  geleistet 
^Verden  durch: 

h_ 
(t-3*)*(?,.('')(3)=(>,„(3)     , 


(11. 


^^'^    P^hi^)  ""^  Ö„a(*)    nur  als  Abbreviaturen  dienen  sollen  für  die 
"'ör  angegebenen  Ausdrucke. 

Von  diesen  beiden  particularen  Integralen  Pn,f{z)  und  Qn|^{z) 
^^**  Gleichung  (®„ft.)  wird  das  erslere  illusorisch  für  h^n.  Denn 
'n   -,     ist    bekanntlich    eine    ganze    rationale    Function    «'<^"   Grades 
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von  z;  und  hiciaus  folgte  dass  /*„^*^(z),  mithin  auch  P„^{z)  für  /j^ii 
identisch  verschwindet.  Für  den  Fall  h'^n  haben  uir  ako  nur 
ein  particulares  Integral  der  Gleichung  (2)„ä.)>  i'ä*nlich  0„a(*)."  wm^  «< 
entsteht  also  die  Aufgabe,  das  andere  zu  finden.  Diese  Aufgabe  ist, 
wie  später  gezeigt  werden  soll,  leicht  lösbar  mittelst  der  FunctioneD: 


(in. 


Die  A'«"  Ableitungen  dieser  Functionen  nach  z  werden  wir  mit 
Sn"*^  {z) ,  T^'*^  (2)  bezeichnen,  und  zugleich  [analog  mit  (II.)]  folgende 
Abbreviaturen  einfuhren: 


(IV.) 


(<-^*)*V*M=)=s«a(») 


,/J  „t\  i   'p  Ui)  '.,\  7'  .  /. 


(h) 


(h^ 


'nA  ' 


Die  in  solcher  Weise  delinirten  Functionen  S, 
sind,  wie  hier  sogleich  bemerkt  werden  mag,  völlig  identisch  mil 
den  von  meinem  Vater*)  eingeführten  Functionen  <S„^*\  S^^,  T^^\ 
T„y,,  jedoch  mir  für  den  Fall  //]]>«,  nicht  aber  für  h'^n  . 


§  2. 

Bemerkungen  über  die  Functionen  PJ,z),  namentlich  tlber  ihre 
Werthe  fttr  ^  ==  +  1  und  z  =  00. 

Die  Function  P^  (2)  ist  bekanntlich  eine  ganze  rationale  Function 
von  z,  und  dargestellt  durch  folgenden  Ausdruck; 

"^2.4  (2n  — 1)(2n-3)  f  ■■■f  , 

wo  n;o)  =  n(i)  =  i ,  n(2)  =  i  .2,  n(3)  =  1.2.3  ist,  u.  s.  f. 

Hieraus  folgt  sofort: 


(2.) 


p„(- z)  =  {- \y' p„(z:  , 


und  hieraus  durch  Ä-malige  Differentiation  nach  z: 


(3.) 


z^,""!-^,  =  (-1)«+"/^, 


(/()/ 


')   I".  Neumann,  Beiträge  zur  Theorie  der  Kugelfunctionen.    Leipzig   <878. 
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Lebcrdics   können  wir  als   bektuml  voraussetzen,   dass  die   Funclion 
P„(z)   für   :  =  +  I    die  Werlhe  bat: 

^vas  in  Einklang  slebl  mit  der  Formel   i2.). 

Was  ferner  die  Werlhe  von    7^'''  (:)    für   :  =  -f-  1    bclrilTl,  so 
ergeben  sich  dieselben  am  Leichtesten  mittelsl  der  i'Ur  /*„  (z)  gellen- 

«len    Ditrerenlialgleicbungen    {%^.),    {5)„'.),    (D„".),    elc.    [auf  p.  407], 
tl.  i.   milleist  der  Gleichungen: 

n  (n  +  1 J  Pn  (=:    -  2  =  K  1=)    +  (<  -  =')  ''/(W    =  «>  . 

(«  -  <J  (n  4-  2)  A,'(5)  -  *-  C(5!)  +  (1  -  :=']  /V"(s)  ^  0  , 

(n  _  i)  („.  +  3)  P„"(z]  -  6  z  P,;"{z]  +  [^  -  .')  P,.""(3)  =  0  , 

elc.  etc.  clc. 


(5.) 


man  nämlich  hier  :  =  l ,  so  ergiehl  sich  mit  Rücksicht  auf  (4.): 


P,"«)   = 


Vl<)  =  -' 


2.4 
„  -2)(«-|)n(»4-l)^  +  g)(^<+3, 
2.4.6 
etr.  etc.  etc. 


allgemein ; 


(6.) 


Ind  hieraus  folgt  mit  Küuksitbl  auf  (3.)   sofort: 

17.)  /„     (-<)-(-!)        .27-n(ft]n(n-A)  • 

Was    ferner    die   Werlhe    der    Kunclioneri    /*,  (:) ,    Pj'^^  [z]     filr 
:  ^=  CO  iH'lriill,  so  ergiebt  sicli  aus  :l.j  durch  Dillerenlialioii  nach  z: 

2(2n  — <)      * 


"  •  ^        2"TT(Hin(«-l 


+ 


"^        2.4(2«-rif2H-3)         "  -(-•••[ 


"  '"'''        g"  TT  l;i]  n  {n  -  9;  1  2  (2 «  -  < )      "        "^ 


:i){» 


2.  4(2n  — 1)(2/j-3) 


s.  w.,  mithin  allgemein: 


ilO  G.  NeoMAWN,  [<ö 

/R  N      n  (h)  /-)  __  JT  iS^O f  „_/,       (/i-A)i/<  — /(  — 4)  ^„_,,_.  , 

.»•;     'n     l-i  -  ä«n>ytT(n  -h)  V  "    2""i2«  -  V,  "  "^ 

(„  _y,)  [n-h-\){n-h-'i){n-  h  -^  ^,^_^_^  _  1 

"^  2.4(2n— <)(2m-3)     "  ■  "  "t"---/- 

Und  hieraus  folgt  für  unendlich  yrosse  VVerthe  vou  z: 


(/.)M___     IU'±_.     .-«-A 


'^'^"'(=)  =  2^(;jh(^.)^'"^     (^^") 


§  3. 

Bemerkungen  über  die  Functionen  Q„ » ,  namentlich  über  ihre 
Werthe  für  ^  =  ±  i  und  für  z  =  oo. 

Was  die  Kugclfunctioncn  zweiter  Art,  nilnilich  die  QJ\z)  bclrilTl. 
so  ist  nach  der  Delinition  meines  Vaters  [Beiträge  zur  Theorie  der 
Kugelfunctionen,  Leipzig  1878  p.  I]: 

+  1 


(,o.)  (,„(,)  =/^^?[r, 

-1  ' 

die  Integralion  auf  reellem  Wege  erstreckt  gedacht  von  /  ^  —  I  bis 
y  ■=  -\-  \  .  Dieser  reelle  Weg  ist  offenbar  nichts  Anderes  als  die 
sogenannte  PoUiuic  ?.  [vgl.  p.  404].  Und  um  anzudeuten,  dass  das 
Integral  (10.)  über  diese  Linie  ?.  hinläuft,  ist  demselben  der  Buck- 
stabe ?.  in  Klammern  beigefügt. 

Aus  (10.)  folgt  durch  Ä-malige  DitTerentiation  nach  z: 

+1 
(10a.)         (^.W(.)  =  (-  1)"n(A)  /jt^tI/:-!  lA.   . 

Das  in  (10.),  (10  a.)  enthaltene  Argument  z  soll  im  AllgeiDcincn 
complex^  also  als  ein  variabler  Punct  auf  der  c-Ebene  gedacht  wer- 
den. Lasst  man  diesen  Punct  z  auf  der  genannten  Ebene  in  be- 
liebiger Weise  sich  bewegen,  so  werden  hierbei  die  durch  die  In- 
tegrale (10.),  (10«.)  dofinirten  Functionen  Q^iz),  (?,/*^(z)  Sclm" 
für  Schritt  in  sletiyer  Weise  sich  lindern,  falls  man  nur  den  Puncl : 
beständig  fern  hält  von  der  Integrationsliuic  A*).     Also  der  Satz: 


•)  Denn  so  lange  solches  der  Fall  ist,  werden  die  in  (19.)  und  (lOa.)  unter 
dem  Integralzeichen  stehenden  Nenner  [z  —  y)  und  (s— ;')''■*"'  niemals  zu  0 
werden  können. 
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Die  FuncUonen 

(106.)  QJz]  ,         Q^(f')(z)     und    Q„^{z) 

sind,  mil  alleiniger  Ausnahme  der  Pollinic  /.,  auf  der  z^Ebene  überall 
»tetig^).     Dass  nämlich  die  in  letzter  Stelle  au rgcfuhrtcn  Functionen 

Q„h{2)  ebenfalls  die  genannte  Eigenschaft  besitzen,  ergiebt  sich  ohne 

Weiteres  auf  Grund  der  Relation  (II.)  p.  407: 

Bemerkung.  —  Soll  die  Function  OnA(^)>  ""^  Ausnahme  der 
Pollinie  l,  nicht  nur  stetig,  sondern  auch  eindeutig  sein,  so  hat  man 
dieselbe  sich  ausgebreitet  zu  denken  auf  einer  (liemann'schen  Doppel- 
ebene, welche  die  Linie  X  zur  Uebergangslinic  hat. 

Wir  kehren  zurück  zur  Formel  (10.).  Dieselbe  ist  in  mancherlei 
andere  Gestalten  versetzbar.  So  z.  B.  ergiebt  sich  [was  hier  nicht 
weiter  ausgeführt  werden  soll]  auf  Grund  jener  Formel  (10.)  folgende 
Darstellung  der  Function  (?„(z) : 

(«  <  •)  Qn  i^)  =  «n(^)  +  Pni=l   f /^ ,  'M    , 

die  lütegralion  wieder  hinerstreckt  gedacht  längs  der  Linie  A .  Dabei 
repräscntirt  li„{z)  eine  ganze  rationale  Function  von  z;  es  ist  näm- 
lich: 

(42.)    R„[z)  =  -2{^:rlp^_^^,^^l!L=±p^_^^,Sl  + 

^'^^  das  letzte  Glied,  je   nach   der   Beschaffenheit   von  «,   bald   mit 
b  (i) ,  bald  mit  /*,  (2)  behaftet  ist.  —  Uebrigens  kann  man  die  For- 
"*^l   (11.)  auch  so  schreiben: 

(13.)  Q„  (z)  =  «„  [z]  +  P„  {z)  log  ^-±4  > 

^^^  alsdann  unter  dem  Logarithmus  diejenige  eindeutige  Function  zu 
"^^''stehen  ist,  welche  mit  dem  in  (11.)  stehenden  Integral  Uberein- 
'*»'nnit. 

Die  letzte  Formel  (13.)   lässt  sich  auch  so  schreiben: 

(u.)         <?„(^)  =  «„(^) +  *•'„(-;-  T^{z)  , 

*)    Die   Function  Q„{3)  wird    übrigens  weiterhin   bisweilen   auch    [vgl.  z.  B. 
*^'    ^13]  mit  Cii(^.  -■)  bezeichne!  werden. 
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wo  alsdann  S^^  und  T„  die  bereits  in  (lll.)  p.  408  genannten  Be- 
deutungen haben : 

lr„(3)  =-/>,(=).  log  (3 +  4)  . 

Sc(/.t  man  also  für  den  Augenblick: 

(*6.}  (\,iz)  =-P„lz)Aogiz-c)  , 

und  versteht  man  dabei  unter  c  eine  behebige  Constante,  so  sind 
S^{z)  und  r„(2)  specielle  Fälle  der  Function  f^i^)- 

In  Betreff  dieser  Functionen  (15.),  (16.)  mag  es  gestattet  sein, 
schon  jelzt  einige  einfache  Bemerkungen  einzuschalten,  die  in  der 
Folge  sich  als  nützlich  erweisen  werden. 

Bezeichnet  man  die  Differentialquotienten  des  Logarithmus 

(a.)  -    L  =  log  (3  —  c) 

nach  z  mit  L',  L",  L'",  . . .  L^''\  . . . : 


{(i- 


/'_      ^  I"-     -^  „,_(-1)M.2 

allgemein  also: 


(3 C)* 

so  ergiebt  sich  aus  (16.)  durch  A-malige  Differentiation  nach  :: 

...  +  Ap„(ft-.)(,)r+p„W(,)A], 

oder,  falls  man  die  Werlhe  («.),  (/^.)  wirklich  einsetzt: 

WO  33,  (S,  ...®  CoiwiawteM  vorstellen,  nümlich  nur  von /<  abhängen. 
Ordnet  man  das  Polynom  /*,,  (z)  nach  Potenzen  von  {z  —  c) ,  so  er- 
giebt sich: 

P„!»  =p„;c;4-y,(z-c)4-?',(3-c)*4-....+y„(=-c;«  , 
Pn{=)=  Vk        +2y.(=-c)4-....+wy„(5-c)''-'  , 

K\A=  2y,  +  ,...+«(M-1)y„(--c)— *, 

etc.  etc.  etc. 
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wo    die  y  nur  von  c  und  n  abhängen.     Diese  Werthe  in  (d.)    ein- 
geselzt,  crhHit  man: 

U-;   /;.^ '{-)  -  — ( --- ^  —  P„  (c)  +  T^zTi^pr^  +  1^=^^^"^  +  '  •  • 

wo  die  rV  nur  von  c,  n,  Ä  abhängen. 

Bringt  man  jetzt  die  Formel  («.)  in  Anwendung  auf  die  Special- 
fälle  c  =  1  und  c  =  —  1 ,  und  beachtet  man  dabei  die  bekannten 
Gleichungen : 

Pn{^)  =  ^ ,     /^„(-<)  =  :-<)», 

[vgl.  (4.)  p,  400],  so  gelangt  man  zu  folgenden  Darstellungen: 

(     S„(5)=-P„(z)log(z-<)  , 

.i.,     s(A),v;_n:i)!lI(i-i)  .  _ii_ 

in.)    |VM-; (JZI17 — +(rzril^. 


D, 


18. 


P„(;;)Iog(z  +  1)   , 


P„('')(3)log(a-1)  ,       rür//  =  1,2,3, 


T  Iz^  = 


(3  +  1)*" 

^(74nV"^-^«^''^^-)'''8^=  +  *~^   '       rürA  =  1,2,3, 

\vo  die  fl  und  E  die  Specialvvcrthc  der  ()  für  f  =  1   und  c  =  —  1 
vorstellen,  mithin  nur  noch  von  n  und  h  ahhihujcn. 

Zu  den  Formeln  (17.),  (18.)   mögen  noch  folgende  hinzugefügt 
werden  [vgl.  (14.)]: 

/^9^     f<?nW    =««(')    +5«  (3)    -ir„(-j  , 
^    •'      I  OnC^  (3-.  =  /?„(") »  +  ^s„(")  (.)  -  r„(">  (3)  , 

^^*^  '^»(*)   ßine  <;anze   rationale  Function   (w  —  1)*<"»  Grades  vorstellt. 
Aus  diesen  Formeln  (17.),  (18.),  (19.)  ergeben  sich,  mit  RUck- 
^'^ht  auf  (II.),  (IV.),  p.  407,  folgende  Sätze: 
Die  Functionen 

(20.)  S„{s!   ,         S„W{z)   ,         S„^{z) 

«'<*r</«>„  unendlich  für  z  =  -\-  )  .    Andererseils  werden  die  Functionen 


21 


Tn[^   , 


T-J'Ofs) 


'«A    - 


"  w  e  »I  (/  / 1  f.  /<  j^roÄÄ  /«r  z  =z  —  1 
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Und  Jemgemäss  werden  [wie  aus  (19.)   folgt]  die  Funciionen 

(22-)  (?n(-)    ,  <?,/"> (^)   ,  Qnhi^: 

unendlich  gross  sein  sowohl  für  z  =  -|-  1 ,  «i'e  auch  für  z  =  —  i 

Für  /i]>«  verschwinden  offenbar  Pj'''^z)  und  /f„^*)(2),  wodurci 

eine  wesentliche  Vereinfachung  der  Formeln  (17.),  (18.),  (19.),  um 

zugleich  der  bemerkenswerthe  Satz  sich  ergiebl,  dass  die  Functionei 

(23.)  V''^(2)  ,         T^^^H^]     »nd    P„W(;5) 

für  h'^n  rationale  Functionen  von  z  sind. 

Für  grosse  Wer the  von  s  (genauer  ausgedrückt:   für  modc^  1 
kann  das  Integral   (10.)    nach   fallenden    Potenzen   von  z  entwickel 
werden,  wodurch  man  erhält: 


f5i-     O   ,._2"-^'n*(n);/1p'       (;.  +  4)(»4-2)/n»-^-^ 
(24. ,     C>«  (-   -  n(2;r+ 1 )  \\ zj        +  "'2(2n-f-3r  u)        "^ 

(n  +  1)(n  +  2)(n4-3)(n  +  *;/n"-"''  . 
"•"        2.  4  i2n  +  3)(2«  +  5)        l^/       ^"- 

Hieraus  folgt  durch  Ditforentiation  nach  z: 

,  ,     ,,2"-^^n(n)n(n  +  1)//1V'^*  ,    (»  +  2)(n  +  3;./1\»-^'  , 

Qn  {-)  =  -  <)  — n  (2^r+T) —  tl . )     +   2(2M-ir-i7)    + 

(n  H-2)  (n  +  3)  (»  +  4)  (n  +  5)  H  \"-^" 
"^      "2.  4  (2w4-3)(2«-f-ö)         \zj       "^^  •. 
0"f.i-    f      ,>,2"-^'n(n)n(n  +  2)//1V'"'  ,    (n  +  3)  («  +  4;,  H  \"-^^ 

(n  +  3)  («  4-  ^n  +  5)  (n  +  6)  / 1^\"  +  ^  \ 

"^        2.4(2/1  +  3)  (2n  + 5)         \r/        "^  " "  "j 

u.  s»  w.,  mithin  allgemein: 

^«W(=) 

=  f    .,;,2»-^^n(M)n(/»+//)/Hy'-^/'-^'    (n+^-i-4)(n+^4-2H  y-^^-^» 
^     ''      na« +1.1      \\zl       "*"      2(2n+3)      U; 

_j_  ("+^^  +  <i  ("  +  /<  +  2)  («  +  />  +  3)  (m  +  /i  +  4)  /  i  \"+A+5  ^ 

"^  2  .~*'i2H  +  3j  2 «~+ 5j  \7/  "*" 


(25. 


l 
/ 


und  hieraus  folgt  z.  B.  fUi-  ein  unendlich  grosses  z: 

„6.,      ,„('■)(.)  =  (-.)"?^t;l'|^^i^(i)""- 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (II.),  p.  407,  dass 
Q„{z)  ,         Q„W[z'     und     Q„,Jz) 


Zrn  'liiiioitriv  ni<:i<  KiiiELiiNCTiONKN. 


i\'.j 


fergchu'intd'u  für  :  ^  oo.     ünil  tliiicli  Ziisaniinctit'assung  ilieses  Siilzt's 
■lit  (Jpin   friihoren  Stil/.  (lOt.)  golangl   iu;iii  /,n   IViliif^ndoni  Uositlliil: 

f^ir   Fntu't'nuirn 

find,    mit  Aiisuafnnt'  ili'r   PoUhuv  )..    attf  (lir    z-Khpue   ührrall  sh'lifi^ 
'juil  in   deti   uitrmHifft  ft'riwii    Pifiihtfii  (Hrsrr   Ehvnv  ührnill   t=.  0 . 


k 


§  i- 


(<• 


Heber  ilie  aus  0„(j)  ilnreli  Abäiitlcntii»:  dtT  Integratioiisciirvi' 
^m  entstell  ende  Function  0„('i.s). 

In  <lor  :-El)(*Tic  sei  eiii  \eAe\-  Punvl  :  inai'kfrl.  tiiid  ilbcrdics 
irgpnd  eine  iu  .v/VA  ztiriirhhnijhidr  (jtnir  von  hesfinimf  frsffjt'fiHzIt'r 
l^ichtimg  conslniiii,  deroii  aiifeinander  folgende  l'inKio  inil  ;'  bezcichncl 
F<yin  mögen.  Djis  üIkn'  liicsf  (jirve  und  in  der  Uiclilimij;  (lei'sellien 
liinerstrcckle  Integral 

My]'iy_  ,     .,  fP„[r)dy 

\\\vt\  «ifstlann  [zufolge  eines  hekannlon  Caneliy'sehen  Salzes] 

^k         (2.)  =?D1.2rr(/>„(s) 

sein,  wo  »  =:  y —  I  isl,  uml  9.1i  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  vorstellt.  Liegl  z.  li.  der  feste  Punct  z  aunserhaih  der  cnn- 
slrnirlcn  Curve.  so  ist  9)?  =^  (K  Liegt  liingegen  i  imtcrhufh  der- 
selben, so  wird  93f  =  —  I  oder  :^  -\-  1  sein,  jenarlideni  die  Curve 
jiOfiitir  oder  it(><i(tlir  um  :  licni  ml  Hilft. 

Diesen  Satz  wollen  wir  jetzt  in  Anw'endiinij  bringen  auf  ilie 
schon  beliandelle  Funclion 

+1 


I 


(3.)  ()„(=)  =C>„(A,=)==/^^^'W  , 

-1  ' 


und  daneben  auf  die  neue  Funclion: 

Dabei  soll  ilie  Integration  in  (4.)  hinerslrorkt  gedaelil  sein  lihufs 
ittjnui  urfihrr  voti  y  =  — 1  narft  j'  =  -j-  |  Imifcnfhn  Curw  a. 
Die  beiden  FunetioniMi  (3.)  und  (4.;   unterscheiden  sich  also  nur  da- 


durch  von  einander,  dass  bei  der  einen  die  Pollinie  /,  bei  der  an- 
dern die  Curve  a  als  Integrationscurve  dient.     Um  dies  in  deutlicher 
Weise  zur  Anschauung  zu   bringen,   ist  die  erslere,   nämlich  0„{^], 
mit  0„(A,2),  die  letztere  hingegen  mit  0„(a,z)   bezeichnet  worden 
[vgl.  die  Note  p.  411]. 

Die  Curven  o  und  A  bilden  zusammengenommen  eine  in  sie:;!) 
zurücklaufende  Curve.  Zufolge  des  Salzes  (1.),  (2.)  ergiebt  sicii 
daher: 

/-^ i"!  +7'¥^ w  =  ^ ■  «-■'■»w  . 

tf     z  —  y  «/     .3  —  y 


+  1 


d.  i. 


Also  tier  Satz :    Versteht  man  unter  a  eine  ganz  beliebige  vom  Pole  —    1 
zum  Pole   -j-  1    laufende  Curve ^   so  wird  stets  die  Relation  stattfindest: 

(ö.)  Q„{a,  z)  =  0„{k,  z)  -{.^.i7riP„{z)   , 

d.  i.  die  Relation: 

(6.)  Q„{a,z)  =  Q^{z)+m.%^iP„{z)  , 

wo   ^   eine  positive   oder   negative  ganze  Zahl  vorstellt^   deren  HVr"^/' 
von  der  Resch äffen heit  der  Curve  a  abhängt. 

Ebenso  wie  für  Q„{z)  oder  (?„(A,  z)  der  Satz  (27.)  p.  415  a  i> 
geleitet  wurde,  ebenso  wird  sich  offenbar  für  die  neue  Funclic::>" 
Q„  (ff ,  z)  folgender  Salz  ergeben : 

Die  Function 

(7.)  (?„((T,;5) 

ist,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Curve  o,  auf  der  z-Ebene  überall 
stetig,  und  verschwindet  in  den  unendlich  fernen  Puncten  dieser  Ebene, 
Die  in  (5.),  (6.)  enlhallene  Zahl  9JJ  ist  abhängig  von  der 
Curve  ff,  und  leicht  angebbar,  falls  diese  Curve  «,  sowie  auch  die 
Lage  des  Punctes  z,  in  bestimmter  Weise  gegeben  sind.  Betrachtet 
man  z.  B.  die  in  nachstehender  Figur  gezeichnete  Curve  a  und  die 
daselbst  angegebenen  Puncte  z  und  z'\  so  ergiebt  sich,  auf  Grund 
des  Satzes  (1.),  (2),  sofort: 

(a.)  Q^[a,z')-Q^[k,z')=^7tiP^[z')   , 

iß.)  Qn{a,z")-Q„{k,z")  =  0  , 

sodass  also  im  einen  Fall   5)?  =  1 ,   im  andern  5W  =  0   ist. 
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Diese   Formeln    («.),  {(i.)    bleiben   in  Kraft,   wenn   man    [wie  in 
der  Figur   angegeben  ist]  z   nach  z,  und  z"  nach  z^  wandern  lüsst, 


wo  Cj  und  z,  zwei  am  obe7'ii  und  nnteru  Ufer  der  Linie  A  einander 
gegenüberliegende  Puncte  vorstellen.     Man  erhalt  also: 

{'/■)  Qn{<f,  z.,)-Qn{X,z,)=i7riP„[z,)  , 

•^un  ist  aber  0„(o,2),  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Curve  o,  auf 
<'er  2-Ebene  überall  stetig  [Satz  (7.)],  mithin  z.  B.: 

Demgemäss  ergiebt  sich  aus  (y.),  (/).)  durch  Subtraction: 

Diese  Formel  kann,  weil  jP„(2)  allenthalben  stetig,  mithin  z.  B.  P„{z^) 
=  P„(:J,  überdies  aber  (>„(A,z)  identisch  mit  Q„{z)  ist,  auch  so 
geschrieben  werden: 

;=•)    <?„ {z,)-Qn(z:)  =  2/f/p„(3,)  =  2-7/p,, (3;  . 

ßomgemäss  gelangt  man  zu  folgendem  Satz: 

IHe  Umtetigkeit  der  Function  ()„(*)  längs  der  Linie  k  ist  leicht 
näher  angehbar.  Markirt  man  nämlich  auf  der  Linie  k  irgend  eine 
Stelle  z: 

(8-)         -'.    ^"^ ? ;? 

so  wird  jene  Function,   falls  man  an   dieser  Stelle  z  die  Linie  ?.  von 
Oben  n a ch  Vnte n  liberschreitet,  um  2 tt  1  P„  [z]    a n w achse n . 

Ein  analoger  Satz  ergiebt  sich   leicht  für  die  Function  0„(a,2) 
mit  Bezug  auf  die  Curve  o. 

AbhMdl.  d.  K.  OeaelUcb.  d.  Wissonsch.  XXU.  JS 
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Vollstaudigi'  Integniticni  der  Diff'ert'iitiulgleichuiig  der 
Kiigt'lfunctioncn. 

Zwischon    (/„,  /?,,,  S„,   !„    (intlel   dii'   einCtulie  Wezieliung  stall 

[(1 4.)  p.  *  i  r : 

Andrersoils  aber  sielien  S,,,  7'„  auch  zu  /*„  in  einfacher  Beziehung. 
Aus  (III.)  |i.  40K  ergicbl  sich  nllnUirh,  falls  man  :  iiii»  — :  ver- 
tauscht: 

also,  woil    f\,[—~)  —  (--  ri"^„if)   iintl   log(— C)  =  i.T-f-log;  >!*l: 

(-l)'»«,.!-^^  __p,,(3)[,-;r-flog(3-|-<)l  . 
also  iiiil  abcniiatigcr  Rücksicht  auf  (111)   p.  40S: 

[-i;"s„(-5;  =-/>T/>„{5)  +  r„(3)  , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(2.)  i^P,A-^)  =  (-<)"*''%[--)  +7'„(3)   . 

MiUcIst  dieser  Relation   wird   man   die.  Wcrdic  von  S^  auf  die  von 
Tj, ,  imd  umgekehrt,  zu  reduciren  im  Stande  sein. 

Aus  (1.),  (2.)   folgt  durch  A-malige  DitTerontialion: 

(3.)  Q„W  (s)  =  fl„{*)  {,)  +  S„(") iz)  -  r^C)  (s), 

(4.)       hcP„W(z)  =  (-i)'**"*«^«^!-  »)  -h  T„W(5)  , 

Nun   sind   aber   PJz)   und  /f„  (:)    «/«»sc   ralinnale   Functionen    von 
respcctive  vom  «'*'"  und   («  —  1)'^"  Grade.     DemgomUss  nehmen 
Formeln  (3.),   (4.)   für  Ä^«  die  einfachere  Geslalt  an; 

(5.)  (>„(*)  (5)  =  S„CA)  (;s)  _  r,/")  (;,)    ,  für      //>,., 

(6.)      «„(")  (-  s)  =  {—  1 )«  *''  r^C)  (5)   ,  für     /,  >  n   . 

Diese  Bemerkungen  vurausgeschicki,   gehen  wir  jetzt   über 
Absolviriing  der  schon  auf  p.  408  genannten  Aufgabe,  d.  i.  zur 
siiindtgc»   htkgnttiou   tUr  IHffvretü'tahjh'khnnij  der   Kuficlfutuiioucn. 

Nach  (Hl.)  \K  lOH  ist 
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S»(=;  =-P„(=)Iog(3-i)  ,  I   ntji  +  {] 

milbin :  ; 

und: 


S«»    =-P„'»log(;:-1)- 


•1  —  :;* 


><  1  '^3  1  I 

Mülliplicirl  man  diese  Formeln  mit  den  beigesetzton  Factoren,  und 
addirt,  und  beachtet  man  dabei,  dass  P„(z)  der  Differentialgleichung 
(!)„.)  p.  407  Genüge  leistet,  so  erhält  man: 

«  «  4-  <)  S„  [z]  -  2  z  S„'{z)  +  {\-  z*)  S,:'{z)  =  P„  {z)-\-2{z  +  i)  P„'iz)    . 
Hieraus  folgt  durch  wiederholte  Differentialion  nach  z: 

(« - 1)  {«  +  2)  S„'{z)  -  4  z  S„"{z)  +  ,  t  -  z*]  S„"'{z) 

=  3/^/(3i^-2(3-f  i)p;/'(s)  , 

" ^2.':  (n  +  3)  .SV'(=)  -  6  3 S„"\z]  +  (1  - -*)  V"(=) 

etc.  etc.  elc.  , 
luithin  allgemein: 

':.}      in-h)  (n4-Ä  +  <)S„W(=)  -  (2Ä  +  2)z  V-^')(;;)  +  (|_-.)S^/Ä-^0(;;)  = 

=  (2A  + 1)  P„W(3)  +  2  (3  + 1)  P„^"-''>(^}   . 

Diese  allgemeine  Formel  vereinfacht   sich  ftlr  //  =  «  und  auch   für 
liZ>n.     Zufolge  p.  410  (8.)  ist  nämlich: 

'''*^"\=)  =  ^I^  ,       mithin     P„("*'){3)  =  0  ,       P„(»**)(=)  =  0  ,      etc. 

Somit  folgt  aus  (7.)   für  h  =  n: 

(8.)     -  (2«  +  2;  =S„(»*0(=)  +  (1  _  3*)  .S„(«-*)(.)  =  ^j]^+^'   , 

i'^ci  andrerseits  für  /t  ]> «  : 

(9.)     _  (Ä  _  7,) ;/,  +  „  4-  i )  s„('') (s)  —  (2/»  +  2)  3  .S„(* -^0 1» 

-\-{\—z*).%(>>-^*){z)=0,         für     A>n  . 

Diese    letzte    Formel    ist    aber    identisch    mit    der  Differentiai- 
S^^ichung  (©n^*^.)  p.  407.     Somit  sehen  wir,  dass  diese  Differential- 
gleichung (^„^''l)   für  den  Fall  ä>w   nicht  nur  erfüllt  wird   durch 
K^''^{z)  und  0/^(^),  sondern  auch  durch  S/'^(j),  mithin  [zufolge  (5.)] 
»«ch  durch   T„^''\z).     Also  der  Satz: 

18» 
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Für  den  Fall  h^n  sind  sowohl  Pj-''\z),  Qj'''\^),  *ne  auch 
S/')(s)  und  T^,^''^'/;   Integrale  dei- 

(10.1  Differentialgleichung  !®„^*M   . 

Doch   ist  in   diesem  Fall   das  erste  dieser   Integrale,   nämlich   /*„^*^(:; 
illusorisch.     Denn  dasselbe  ist  für  /*]>«  identisch  gleich  Null. 

Dieser  Salz  übertragt  sich  [mittelst  der  Relationen  (IL),  (IV.) 
p.  407]  sofort  auf  die  Functionen  P„,, ,  0„;, ,  S„^,  T„f^,  und  lautet 
alsdann  folgendermassen : 

Für  den  Fall  h'^n  sind  sowohl  P„,,{^) ,  Qnhi^)^  *''*^  "*'^''  ^«a(*)' 
T„f^{z)   Integrale  der 

(41.)  Differentialgleichung   '5)„/,.)    . 

Dabei  ist  aber  P„i,{z)  wieder  als  ein   illusorisches   Integral  zu  be- 
zeichnen, weil  dasselbe  für  h^n  identisch  verschwindet. 

§  6. 

Die  Functionen  S/'^(^),  7;W(z)  nnd  S„„{z),  T„,{z)  ftir  /*>«. 
Dire  Werthe  für  z  =  ±\  und  ftlr  z  =  oo . 

Nach  p.  4i:j,  414  sind  S„^''\z) ,  T„^''\z)  für  /i>n  rationale 
Functionen  von  c,  und  dargestellt  durch  die  Formeln: 

,12.)      V^(-] ,-_^jA r  f._^,A-.  +    3_^, /.-!  +  •  •• 

MV,     rr/A.-^        (-<)^'""n(/>-1)  '/f  E 

wo  die    ö,    ß"    Constanten   bezeichnen.      Hieraus  ergeben    sich    mit 
Rücksicht  auf  (IV.)  p.  408  folgende  Sätze: 
Die  Functionen 

(14.)  .S„W(=)     und    .S,„,;3)   ,         /,>»  , 

sind    für    z  =:  \    unendlich,    sonst    aber  auf  der  z-Ebene   überall 
stetig. 

Und  andrerseits  sind  die  Functionen 

(15.)  T„('0{z)     und     T„,,{z)   ,         Ä>»  , 

für  z  =  — 1   unendlich,  sonst  aber  auf  der  z-Fbene  überall  stetig. 
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Es  sollen  nun  zuvörderst  die  Werlhe  der  Functionen  {\i.)  für 
z  =  —  1 ,  und  die  der  Functionen  (13.)  fUr  z  =  \  ermittelt  werden. 
Zu  diesem  Zwecke  greifen  wir  zurück  zu  den  Formeln  (8.),  (9.). 
Dieselben    lauten    [falls    man    nämlich    in    (9.)    das    h    successive 

=  (»»  +  1 ) ,  (n  -}-  2) ,  (»  +  3) ,  etc.  macht]  folgendermassen : 

(a.)  _(2„  +  2)36;(»-0(.)  +  (l_-)S„(«-)(=)  =1^^^  , 

■:/*.)     -1(2/t  +  2)S„("*0(3)_(2/,  +  4)  =  ÄV^"-0(3;  +  (|_5'-).S„(«*3)(-)  _o  , 

iy.)     -  2(2n  +  3)S„(«-^*)(=)  _  (2 n  +  6)  -  if„("-^»)(=)  +  [\  _;3»)S„(«-^«)(3)  =  0  , 

%)     -3(2«  +  4)S„('-^=')(5)  -(2nH-8);3S„(»-^%)  +  [K  _  5*)  i,'„(»--'')(:5)  =  0  , 
elo.  etc.  etc. 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  z  =  —  1  ,  und  beachtet  dabei, 
dass  die  ^^^^[z]  für  z  =  —\  endliche  Werthe  haben  [Satz  (1 4.) 
oder  Formel  (12.)],  so  erhält  man: 

TT  (2«  + Vi 


S(J^*^):—l. 


2»+'n(H4-<)   ' 


s'(«+*)' 4  i  —  Liii^Ldlll  s' («+ ') '     n 

*»^       ^ — ^1  —   2.  (/j4-2       "        ^~'i    ' 

^        '        2.(nH-3j      "  ^      ^    ' 

etc.  etc.  etc. 

Hieraus  folgt  sofort 


2«+ 'n  (/»  +  <} 

S(n-H.)(_<)_TLiin^2«_+2) 


2»+='T7in  +  3;     " 
etc.  etc.  etc. 

mithin  allgemein: 

Sin^J)-i]-'MzilLllj^!Ltä  für    ;  =  i     2     3     elo 

V      \     1)-      2„-^jTj(„_^y^       '        lur   j-1,  a,  3,  etc., 

oder,  falls  man  n  -\-j  =  ä  ,  mithin  j  =  h  —  «  setzt : 

,4b.)    V  ^— ij  =• 2^nrf7Ä) '  ^    ■ 

Hieraus  folgt  mittelst  der  Relation  (6.)  sofort: 
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Wir   wollen  nun  weiter   die  Werthe   von    S„^''^(z),  Tj-''^{z]  für 

z  =  oo    untersuchen,    und    kehren   zu   diesem   Zwecke  zuriicif  zur 

Formel  {d\)  p.  412,  welche  fUr  ä  =  » -j- ^  folgende  Gestall  an- 
nimmt : 

I>   ("X  P'l~\  P"'~\  /'{")'• 

^«1  — —  l/l  ^^  ^^  c^  ^« — C-  «» — i 

WO  5t,  35,  G,  ...  ®  Conslanlen  sind,  die  nur  von  n  abhängen. 
Setzt  man  c  =  1 ,  so  geht  /"„  über  in  S„  [vgl.  (15.),  ;16.)  p.  412]. 
Demgemäss  ergiebt  sich  also: 

...+(9'''-'"''" 


5  —  1 


Isl   nun  z  sehr  gross    (oder  wenigstens  mod.  2]>1),   so  wird 
nach  dem  Binomischen  Satz: 

1_       ^      1       ■    n-\-\        1  r„4,4)-„.^2;        j 

,   -    ^       «  +   f  _»l  +   I     "1  y|  ■»«  +  «"'"  ^  j  "     _»  +  3  '         •     •    •     • 

1  _         I  ,  "  _| /<     ./<    +     1  1 


5—1/'  J5«     '       1        S"*«      '  1.2 

etc.  etc.  etc. 
Und  subsliluirt  man  diese  Werlhe  in  (18.),  so  ergiebt  sich: 

oder  etwas  anders  geordnet: 

(20.;     \("*'>(,   =|li  +  dn_...|4_|dn_di4....|  . 

wo  /!,,  A^,  A.j^,  A^.  ...  Constanten  vorstellen.     Somit  folgt  aus  (6.): 

Ferner  folgt  aus  (20.),  (21.)    durch  Subtraction  und  mit   Rücksicht 

auf  (5.) : 


(22.)      c>,.("-0  -=2|d|  +  ii+...|  . 


Durch   Vergleichung   dieser   Formel    mit   der    früheren   Formel    ,2ä,, 
p.  i  1 4    letztere  bezogen  gedacht  auf  den  Fall  ä  ==  w  +  I     bestimmen 


.sich  die  Constanten  A,.  A,.  A  . 
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Was  die  Bestimmung  der  noch  übrigen  Constanlen  ^,,  A^,  A^,  ... 
betrifft,  so  mag  zur  augenblicklichen  Abkürzung  gesetzt  werden: 

(a.)  <pW  =  iJ„W  iz)  - 1  <?„(*)  (3)  ,  für  A  >  n  , 
oder,  was  dasselbe  ist  [vgl.  (5.)]: 

iß.)  (pW  =  r„(*) :»  + 1  p^C»)  (3)  ,  für  //  >  «  . 
Alsdann  ergiebt  sich  aus  («.)  für  h  :=  n  -j-  i   die  Formel : 

eine  Formel,  die  man  mit  Rücksicht  auf  (20.),   (22.)  auch  so  schrei- 
ben kann: 

(d.)  ^(«-H0  =  ii  +  4|  +  d|  +  .... 

A  ^  ^ 

Bekanntlich  genügt  nun  Q^^^[^]  der  Differentialgleichung  C^^j/^V; 
p.  407: 

n  —  h]  In  +  h+\)  Q^^f^z)  -  (?/.  +  2)  =  Qn^'''''H=]  +  (<  -  =')  C>„("-^*>(5)  =  0   , 
woraus  für  h  =:  ii  sich  ergiebt: 

Ueberdies  ist  nach  (8.): 

—  (an  -t-  xj  -  *„v      -» . vj  -f-  ,1  —  -.1  Ä„v      ''  [^j  —     2«n[/j) 

Multiplicirt  man  aber  die  beiden  letzten  Formeln' respective  mit  — \ 
und    1  ,  und  addirt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (y.) : 

Und  substituirt  man  hier  für  ff^**"*"'^   die  Entwicklung  (d.) ,   so  erhält 
man  zur  Bestimmung  von  4,,  A^,  A,,  ...  die  Relationen: 

-(2n  +  1)^-n=-27rn— -  ' 
-(2/1  — 1)yl3  =  t  ..1,   , 
—  (2n  — 3)yl5  =  3  .a,  , 
--(2n  — 5).i,  =5.yl,  , 
elc.  etc.   , 

woraus  folgt: 
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(^} 


^ 
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_  T]{in) 

^3  —  1     i;  S^nfn)  "an— 1   ' 


.••.  =  (-3)'S''" 


i.3 


2'*TT(n)     (2/j  — 1)(2/j— 3^.    ' 
elc.  etc. 


Diese  Werthe  in  {d.)   substiluirt,   ergiebt  sich  eine  Formel,  die  wir 
folgenderraassen  schreiben  wollen: 

■  1.2. 3.4  HY  \ 

"•"a.itan— 1)(2n  — 3)\3/        -^    ■f  ' 

Hieraus   erhalten   wir   nun  weiter   durch  wiederholte  OifTerentiatioD 
nach  z: 

■         2.3.4.5        ny  \ 

"•"2.41.2«  — i]{2«  — 3)  Is/        -^'-f- 

^  ^        '       2«n(>Ji     Wz}        2(2«  — 1)U/ 

.    -^    *»-6  /<V         ,         \ 

■^2.  i  2/»  — 1)(2»  — 3)\3/         -f----/r 

clc.  elc.  etc., 
mithin  allgemein: 

.'/•)     ^/>     -(1)  ^,rffj;;^         \\.j  2(2«— i)      \'zf  "^ 

!//  —  »)(/<  — /?  +  1),/<  — //  +  2)  7/— />4-3)H  v^-w-^«  ) 

■^  2.4(2m  — ^)(2w  — 3,  Uf  1---|» 

//>«   . 

Hieraus  aber  ergiebt  sich    für  ein   unendlich  yrosses  z  die    einfache 
Formel : 

oder,   falls  man  für  ^^''^  seine   eigentlichen   Bedeutungen    («.) ,   (^:^.] 
subslituirt: 

-^-'^      2MT>) \7)       '        ''>"  ' 

immer  vorausgesetzt,  dass  z  unendlich  gross  is(. 
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Für  ein  unendlich  grosses  z  ist  aber  0„^''^(2) ,  nach  (26.)  p.  i14 
proportional 

-)  ,   (1.  i.  mit  (-)       ,  ; 

sodass  also  das  in  (23.)  enthaltene  Qj-^^z)  gegen  den  daselbst  in 
öer  zweiten  Zeile  vorhandenen  Ausdruck  verschtcindet.  Solches  aber 
eriannt,  gewinnt  die  Formel  (23.)  die  einfachere  Gestalt: 

immer  vorausgesetzt,  dass  z  unendlich  gross  ist. 

§  7. 

Zusammenstellung  deqenigen  Werthe,  welche  die  Functionen 

^nh-Zii  Qnh\^)'>  ^nh{^)i  ^nA {^)  annelimeu  fflr  ein  unendlich 

grosses  2. 

FUr  ein  unendlich  grosses  z  ist  nach  (26.)  p.  414: 
femer  nach  (9.)  p.  410: 

W  ""'^^W^i-nwnin-/,)'"'"'      *^"' 

endlich  nach  der  letzten  Formel  des  vorhergehenden  Paragraphen: 

Oflenbar  gilt  aber  fUr  ein  unendlich  grosses  z  auch  folgende  Formel : 

(Vi  — 5')''  =  i''s''  ,         WO     i  =  V— T  . 

Durch   Multiplication   mit   dieser  letzten   Formel  gewinnen  aber  die 
Formeln  {A.)^  (jB.),  (C.)  folgendes  Aussehen: 

(«•)      <?n/.W  =  '^-^)''— 17(27+1) (l)  ' 

r-,  _,/.  n;2") 


{{i-l       /'nAW=tVTT7^f 


2'»n:>'n(n— /j)  =    ' 

ioimer  vorausgesetzt,   dass  z  unendlich  gross  ist.     (Vgl.  F.  N.  p.  77, 
78.  79.^ 
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Aus   diesen   Formeln    («.),    (/?.),    (y.)    ergeben    sich   nun  sofort 
folgende  Satze: 

Erster  Salz.  —  Die  Function 

(5.)  Qnh  (^) 

verschwindet  für  z  =  oo . 

Zweiter  Satz.  —  Die  Functionen 

ie.)         r«^^^)         und       l^"''^^-         r„,(.) 

werden  für  z  =  oo  stets  Wci'the  haben,  die  von  Null  verschieden 
sind.     Und  zwar  werden  diese  von  Null  verschiedenen  Werlhe  endlich 
oder   unendlich    yross    sein,   je  nachdem  die   Zahl    n  =  0    oder 
>0   ist.' 


§  8. 


Ueber  die  Entwicklung  von  (2  + 1  |/i  —  z'  cos  <»>)"  nach  den 
Cosinus  der  Vielfachen  von  <J> . 

Fuhrt   man    stall   der   rechtwinkligen   Coordinaten   J,  t),  5    die 
Polarcoordinaten  ein,  indem  man  setzt: 

j  =  r/t  . 


(i.)  <;t^=  rVl— /t'cos<t)  , 

5  =  rVl  — /t*  sin<t)  , 

so  nimmt  bekanntlich  die  Ditferentialgleichung: 
die  Gestalt  an: 

Der  Gleichung  (2.)  wird  aber  z.  B.  Genüge  geleistet  durch 

U=  i^-^iX})"  ,        wo    i=y—t  . 

Folglich  wird   der  aus  diesem  U  durch   die  Substitutionen   (1.)   ent- 
stehende Ausdruck: 


U  =  r»  ift  + 1  Vi  —  i»'  cos  0)" 
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ler    DilTcrünlialgleichung    (3.)    GenUije    leisten.      L'ml    hieraus    folgt 
weiter,  dass  der  Ausdruck 


/■=   (jH  -j-  ni    — /|'COS0)' 


ler  Gleich 


UDg 


»  /i 


+  •)/■ 


V 


+ 


{enUgl ;  sodass  man  also,  indem  iiuui  scidicsslich  den   HiichsUdx.Mi  /< 
turch   z  ei"setzl,  zu   folgendem  Salz  gelangt: 
Die  von  z  und  4>  nhhünfjendc   Function 

(4.)  /=  (3  +  /yT"=^i;o:s<i))» 

i»t  ein   hdcijial  der  Diß'erentiatyteichuny ; 

,5.)    ,„„  +  r,/  +  ^(i,_..,^_£)  +  -i_.i^  =  „. 

')abei  rejmhculirl  n  eine  heUebiij  zu  ivüMcmh  ComUmie. 

Es  sei   mm    n  eine  positive  yanze  Zahl.     Alsdann  isl  der  Aus- 
Üiiick 

(6.)  /■=  (=  +  /Vr^?cosO)" 

in  die  Form  versetzbar; 

/■  —  £■„  +  A',  cos  ttJ  +  /i,  cos'  <t)  +  lij  cos^  0  +....  +  /i",,  cos"  0  , 


(1.) 


0    die    £'s    ijunze   rationale    lutndionen   von   z   und    V\  —  :*    sind. 
uhstiluitl   man  liier   für    cos<t>,   cos*'t>,    cos^<J),   etc.    die   bekannten 

usdrückti: 

f(>.s  0  :=  cos  <}>  , 

COS^  (t>  =  J  cos  <t>  +  ^  fOS  :i  0    : 

elc.  etc.  , 

0  erhtill  man: 
(T.)     /■  ^  F„  +  2/i",  cos  0  -t-  2  F,  cos  2  0  -h  S F,  cos  3  0  +  . . . .  +  2 F„ cos  ;i  0  , 

Kler  einfacher  geschrieben : 

(VC  die  /'"'s  (ebenso  wie  die  ß"s)  //^/«rp  mtionnle  Fnndionen  von  :; 
ind  Vi  —  :*  vorstellen,  vviihrend  die  fs  die  fiüher  yp.  406)  fest- 
setzte Bedeutung  haben. 

Da  nun  /'  der  Dillerenlialgleichung  (5.)   genUgt,   so  ergiebt  sich 
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aus  (7.)  oder  (8.)  sofort,  dass  F\  folgender  Gleichung  Genüge 
leistet : 

Dies  ist  aber  die  Differentialgleichung  (S)^^.)'  deren  particulare  In- 
tegrale J*„^(z)  und  0„/,(^)  sind  [vgl.  p.  407].  Somit  ergicbl  sich, 
dass  F^  die  Gestalt  besitzen  muss: 

{\0.)  F^  =  aP^hi^}-\-ßQ„M  , 

wo  f(,  ß  noch  unbekannte  Comlanten  vorstellen. 

Die  Ff^  sind  (wie  schon  bemerkt  wurde)  ganze  rationale  Functio- 
nen von  z  und  Vi  —  z* ,  mithin  endlich  für  z  =  -f- 1  ,  während  die 
C>„/,(z)    [vgl.   (22.)   p.  414]    für    z=  -{-\    unendlich  gross   werden. 
Demgemäss  kann  in  der  Formel  (10.)  ein  mit  Q„|^{z)  behafleles  Glied 
nicht  vorkommen ;  woraus  folgt,  dass  das  dortige  /?  =  0  ist.     Somit 
ergiebt  sich: 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  F^  in  (8.),  und  schreibt  man  da- 
bei a„,,  für  «,  so  erhält  man: 

*  =  II 

(<2.)  /■=^€/.Cf„AP,.y,(3)cOS//0    . 

/i  =  ü 

Es  handelt  sich  jetzt    nur   noch   um    die  Bestimmung   der   Con- 
slanten  «„^.  —   Aus  (12.)  folgt  sofort: 

0 

oder,  falls  man  durch  (Vi  —  :*)''  dividirt,  und  zugleich  für  f  seine 
eigentliche  Bedeutung '  (6.)  substituirt: 

0 
WO  W  =   Vi  —3*     . 

Um  die  «„^  zu  bestimmen,  wollen  wir  jelzt  den  speciellen  Fall  be- 
trachten, dass  z  nahezu  =  1 ,  mithin  w  nahezu  =  0  ist.  Alsdann 
ergiebt  sich  durch  Entwicklung  nach  Potenzen  von  w: 

,     ,    .  ....  ,,r,    ,    M/t\vco.s0\   ,   n(w  — 4) /twcos(J>\*    , 

T]{n)  /t\vcos0\^  "1 
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Substituirt  man  dies  in  {(i.),  und  beachtet  man  dabei  die  bekannten 
Formeln : 

1    /' 

—  /  (cos Oyi cos h<t>.(l<t>  =  0         für     y < h  , 

0 

-  /{cos <!))'•  cos A 0  .  ^/0  =  /i j '   , 
so  erhalt  man : 

WO  C,  D,  ...  gewisse  Constanten  vorstellen,  anf  deren  Wortlie  es 
nicht  weiter  ankommt.  Lasst  man  nun  in  dieser  Formel  {y.)  das 
2=1,  mithin  w  =  0  werden,  so  folgt: 

oder,  falls  man  für  i*,/*^(l)  seinen  Werlh  (6.)  p.  409  einsetzt: 
t.\     „     /iV'_L_    n(n+/0_  W[n)         fix" 

[^■)   ««Ä \ 2 /  n (/») ' n (n — />)  ~ n (/«) n (« — //)" \ 2/  ' 


oder,  was  dasselbe  ist: 


(^)  ««/.  =  '"ff 


_./,  n(«) 


n(n4-Ä) 

Substituirt  man  dies  in  (12.),  und  ersetzt  man  daselbst  zugleicli 
das  f  durch  seine  eigentliche  Bedeutung  (6.),  so  gelangt  man  zu 
folgendem 

Resultat.  —  Bezeichnet  0  eine  reelle^  z  eine  complexe 
Variable,  ferner  n  eine  beliebig  gegebene  positive  ganze  Zahl^  so  findet 
stets  die  Formel  statt: 

wo  i  =  y —  1    istf  während  die  fy^  die   auf  p.  40G   festgesetzte   Be- 
deutung besitzen. 

Bemerkung.  —  Was  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  Vi  —  z* 
bclriflltj'so  ist  zu  beachten,  dass  diese  Grösse  in  (13.)  links  und 
rechts  vorkommt*  denn  es  ist: 


Pnhi'^)  =  iy^^^')"j\y'H'^)    ■ 
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Bei  dieser  Auffassung  kann  nun  das  Vorzeichen  von  Vi  —  i* 
gewählt  werden,  nur  mit  der  Restriction,  dass  man  links  und  reclilt 
unter  Vi  —  z*   ein  und  dieselbe  Grösse  zu  verstehen  hat. 


§  9. 


Ueber  die  Entwicklung  von  P„{2z,-\-  Ki  —  2*  Vi  —  s/coso 
nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  <i>. 

Fuhrt  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  j,  ^,  5  die  Polar- 
coordinaten  ein,  indem  man  setzt: 


{)  =:  rVi  — /i*cosf/?  , 
,^  =  ry i  — ,ti* sin <jp  , 

WO  //  den  Cosinus  desjenigen  Winkels  vorstellt,  unter  welchem  r 
gegen  die  {-Axe  geneigt  ist,  so  nimmt  die  Dififerentialgleichung: 

die  Gestalt  an: 

2.     T-  'V  +^  ^-'."  h~  +1 ?'j— i  =  ^  • 

'    '     or\     or  I       oii\  Oll  j       1 — /r    0(p* 

Dieser  Gleichung  wird  z.  B.  genügt,  wenn  man 

setzt,  und  dabei  die  nur  von  /ii  abhängende  Function  F{jn)  der  Be 
dingung  unterwirft: 

Dieser  wird  [vgl.  p.  407]  entsprochen,  wenn  man  für  F(/i)  eine  dei 
Functionen  P„{jn)  oder  Q„{fi)  oder  auch  [vgl.  p.  41 G  (6.)j  die  all 
gemeinere  Function  C)»(a,/»)  nimmt.     Also  der  Satz: 

Versie/U  man  unter  r  die  Entfernung  des  Punktes  ({,  Ij,  3)  von 
Anfangspunkte  der  Coordinaten,  fernei'  unter  fi  den  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels von  r  gegen  die  j^-Axe,  so  sind: 

(3.)  r«P„C«)  ,         r«  (>„(.«)   ,         '•"(?„  (a,.«) 

Integrale  der  Gleichung: 

'    '  if'        »»'        >}' 
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Aus  dieseiii  Satze  selber  folgl  aber  sofort,  dass  die  Functio- 
nen (3.1  der  Gleichung  (4.)  auch  dann  Cienilgc  leisten  werden,  wenn 
man  unter  ii  den  t!osinui>  des  NeigungswinkeL^  von  r  gegen  die  Ij- 
oder  ,^-Axe,  oder  gegen  irgend  eine  andcrp  l'eüte  Axe  verstellt. 
.Markirt  man  also  irgendwo  im  Räume  einen  festen  Punkl: 

I?'.  =  '■./'i_j 

b,  =  »",  Vi  — 11^* cos (p^  , 

it   =  '■(  ^  '  —  .",*sin  (f,    , 

und  nimmt  man  an  Stelle  von  /i  den  Cosinns: 


i-os ;'  =^  /(/(,  +  14  —  it^  V  I  —  /(,•  tos  ((^  —  fyi- J   , 

(I.  i.  <liM»  Cosinus  desjenigen  Winkels  ;',  nnlei-  welchem  r  gegen  die 
fenk  Are  }\  geneigt  ist,  so  werden 

(6.)     r"P„(*-osy)  ,         r*'Q„{cosy)  ,  r»  (?„  (tf ,  cos  7) 

ebenfiiils  Integrale  der  tllciclmng  (t.),  mithin  auch  Integrale  der  [aus 
(i.)  durch  Transformulion   entstehenden]    (deichung  (2.)    .»iein.     Sub- 

.siituirl   mau   aber   in  dieser  lelxtern  Gleichung   an  Stelle  von   V   die 

Ausdrücke  (6.),  so  ergiebt  sich  sofort,  dass 

(7.)  P„{eosy)  ,         Q,,(vosy},         (?„((;,  cos y) 

folgcmiei-  Differctilialgleichntif}  (icuüge  feisten : 

,8.,     „,„  +  „,-+±((l-,O^)+^.^l^  =  0. 

Dieses  Hesnllal   (7.),  (S.)  nimmt,    falls   man  schliesslich  die  Be- 
zeichnungen 

cosy  ,         it  ,         //,  ,         fp  —  'f\ 
durch 

ersetzt,  folgende  Gestalt  an: 

Äni/  2,  :,,  0  hcliebitjt'    Vanat/k',  und  setzt  man 

(9.)  Z  =-  3  r,  +  Fi— 3*  \  1  — 5j*cos<t)  , 

90  werden 

der  Diff'ereniiaffjieichutKf 

(leuugv   leisteu.      lud    demp'mms    werden    diese    l'unvtioneu   (10.),    wie 


432  C.  Neumann,  38 

unmittelbar  aus  ihrer  Sifmmetrie  folgte  auch  folgender  Differeniialgleichmg 
Genüge  leisten: 

("  «•)  " '"  + ')  ''+ä^  ((<  -  '.*)  ^) + r^  •  »4^ = « • 

Der  Ausdruck  P„{Z)  ist  in  Bezug  auf  Z,  also  [wie  aus  (9.) 
ersichtlich]  auch  in  Bezug  auf  cos<t>  eine  ganze  rationale  Funclioo 
„ten  Grades,  also  von  der  Form: 

P„  (Z)  =  £•„  +  E^  COS  0  H-  /?,  cos»  0  +  . . .  -f  £„  cos"  <t>  , 


wo  die  E^  ganze  rationale  Functionen  von  c,  2,,  Ya  —  z* ,  V  •  —  ^' 
sind.     Hieraus  folgt  mittelst  bekannter  Formeln  [{i.)  p.  427]: 

P„(Z)  =  F„  +  2F,  cos<D4-2F,cos204-...+2F„cos«0  . 
d.  i. 

(12)  P„(^)=J'"«AfACosÄ<D  , 


wo  die  Ff^  (ebenso  wie  die  E,^)  ganze  rationale  Functionen  von  :, :,, 
V\  —z\   y\  —  z;  sind. 

Da  nun  P„(Z)  den  Gleichungen  (11.),  (IIa.)  genügt,  so  ergiebl 
sich  aus  (12.),  dass  Ff^  folgenden  Gleichungen  Genüge  leistet: 

("("+')-r^)^'+Ä(<'-=''^)  =«. 
(«("  +  <)-T^)'-i+o4,-(('-V'^)  =  «- 

Diese    beiden   Formeln    aber    repräsenliren    die   Differentialgleichung 
(5)„/,.),   deren  parliculare  Integrale  P„f^  und  0^,^  sind    [vgl.  p.  40' 
Somit  ergiebt  sich,  dass  F^  die  Form  haben  muss: 

und  dass  ferner  die  hier  auftretenden  A,  B  die  Form  haben  niUsf^*^^ 


(14)  fA--«P«;,(=j4-^(?„,.(5,)  , 


WO  «,  (i,  y,  ()  noch  unbekannte  Constanten  vorstellen. 

Die  F^  sind  (wie  schon  bemerkt  wurde)  ganze  rationale  Fund 
nen  von  z,  z, ,  y\  —  r*,   V\  —  z*,  mithin  z.  B.  endlich  für  z  = 
oben.so  für  z,  =  1.     Gleiches  gilt  von  P„^{z)  und  /^„^(z,);  währet 
die  Q„f,{z)  und  Q„l,{z^)  für  die  genannten  Argumente  unendlich  gr^ 
werden    (p.  414).     Demgemüss   können   in   der   Darstellung  von     - 
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b.  in  (13.)   und  (14.)   die  0„f^{z)    und  0„/,(2,)   nicht  vorkommen, 
nit  reduciren  sich  jene  Formeln  (13.),  (14.)  auf 

i.  auf: 

(15.)  p^:^aP^hi^)Pnhi^i)  ■ 

bslituirt  man  dies  in  (12.),  und  schreibt  man  dabei  «„^  für  m,  so 
lält  man: 

(16.)         P„{Z)  =^eÄa„/,P„Ä(^)P«/,(=JcosA0  , 
er,  was  dasselbe  ist: 


(17.) 


A  =  n 


PJZ)  ==2'h<='nhPnh{-^)  '  (VI  -3,*)"P„W(3j  .COSÄ0 


h=0 


wo:      Z=33, +1/1— s»yi  — 5,»COS0 


Um  die  Constanten  «„y^  zu  bestimmen,  lassen  wir  z^  ins  Unend- 
■he  wachsen,  wobei  alsdann  Z  ebenfalls  unendlich  gross  wird.  Für 
n  unendlich  grosses  Argument  3  ist  aber: 

Pnil)   =^r  ,  [vgl.  (1.)p.  408], 

Pn'(i)=Anf-*  , 
etc.  etc. 

'^^     ^"-'*n(»-Ä)* 
>  A  eine  Constante  vorstellt,  auf  deren  Werth  es  nicht  weiter  an- 
mmt.     Die  Formeln  (17.)  nehmen  daher,    falls   man  in  ihnen  2,, 
thin  auch  Z  im  Unendliche  wachsen  lässl,  folgende  Gestalt  an: 

l      Z=z,  (s  +  iVT^^cos0)  . 
äraus  folgt,  durch  Elimination  von  Z: 

(19.)     (=  +  /vT^::i^cos<|))"=^€,«„,/*^^II^  . 


*  =  0 


rgleicht  man   aber  diese   Formel   mit   der   früheren   Formel  (13.) 
429,  so  erkennt  man  sofort,  dass 

„     -A     n(n)  ,,     n(n) 

"*   n  («—/»)  ~"    n  («+/*) 

.    Somit  folgt: 

Abhaodl.  d.  K.  Oesellsch.  d.  WiBienscb.  XXU.  29 
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Dies  in   (16.)  snbstituirt,  gelangt  man  zu  folgendem 

Resultat.  —   Versieht  man  unter  <i>  eine  reelle  Variable,  /'ener 
unter  z  und  ?,  zwei  complexe  Argumente^  und  setzt  man: 


(2<  .)  /  =  5  5,  +  V  1  -  z.*  \  \  —  =,*  OOS0    , 

SO  findet  stets  die  Formel  statt 


I,  =  »I 


(£2.)      P„{Z)  =-2^„^|fq::-^|  /'„,,(=)  />.„{.^)cosA<t>  , 

wo  die  ff^  die  auf  p.  400  festgesetzte  Bedeutung  haben.     Vgl.  die  Be- 
merkung p.  429. 


§  10. 

Entwicklung  des  Ansdrucks -  -  —■ — -— —  nach  den 

Cosinus  der  Vielfaclien  von  <t). 

Ersol/.t  man  im  Salz   (4.;,   {").)   p.  427  die  Constante  n  durch 

-(»  +  <)  , 
so  orgiobt  sich,  dass  der  Ausdruck 

(,.,  f^ _± 

der  Difleronlialgleichung  Genilgo  ieisjel: 

Dabei   mag   <las   in    (1.),    (2.)    onthaltcne  n    als   eine  positive   ganz^ 
Zahl  angeschen  werden. 

Offenbar   kann  die  Function  f  (1.)   nur  dann  unendlich  werden 
wenn  ihr  Nenner  verschwindet,  also  nur  dann,  wenn 

-«  .  i 

t.os*<|)  =  —^-  -  ,        mithin    sin'<t>  =.  -- 


—  1  '  z-—\ 

wird.     Mit  andern  Worten:     Sie   kann  nur  dann  unendlich  werden 
wenn 

COtg<l>  =  J3 
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>vn-<j.    Dies   aber  ist  für  ein  reelles  <t>   n»ir  dann   möglich,   wenn  z 
'^**»*i    imaginär  wird.     Setzt  man  also  für  die  Zukunft  fest,  dass 

(3.)  <t>  stets  reell  , 

^f\d  ferner,  dass 

(4.)  der  reelle  Theil  von  z  stets  ^0 

sein  soll,  so  wird  die  Function  /'  (1.)  fortdauernd  enillic.h  und  über- 
haupt aucli    fortdauernd  stetig  bleiben,   mithin  z.  B.  enlwickelbar  sei?) 
Mach  den  (losimts  der  Vielfachen  von  4>. 
Bezeichnet  man  diese  Entwicklung  mit 

(=  +  /Vi  —  ;*co.s<t))"*'    ,:^» 

wo  die  tf,  die  auf  |).  40ü  festgesetzte  Bedeutung  haben  sollen,  so 
wird  Ff,  eine  nur  von  z  abhiingende  Function  sein,  und  <ler  Formel 
onlsprechen : 

(6.)         Ff,  =  ^    ffcQsh<t><l<i>  =  ^  /  /"cosAcDf/O)  . 
n  0 

Mittelst   dieser  Formel    übertrügt   sich   die   für  /'  geltende   Diflential- 

gleichung  (2.)   leicht  auf  h\.     Multiplicirt   man   nilmüch  jene   Glei- 

cos  AO  d^ 
chung  (2.)   mit   — — ,   und  integrirt  Über  0  =  0...2.T,  so  er- 

giebt  sich,  mit  Rticksicht  auf  (6.),  sofort: 


2,1 

ht\\    ,        i  /'ÖV     oos/(<Df/<|) 


0 


Der  letzte  Term  dieser  Gleichung  reducirt  sich  aber  mittelst  partieller 
luf: 

•l:t 

—  h*      r  „COS  h<t>d<t»  ,    .         „       — Ä* 


Integration  auf: 


1 

0 


/ — — —  ,         d.  I.  auf     j^^^h,  •■ 


so  dass  man  erhält: 

(7.)     „(n  +  t)fA  +  ,^((1--^^)^)-^^/'';,  =  0  . 

Dies  ist  die  Gleichung  (5)„/,.)i  deren  particulare  Integrale  /*„/,  (j) 
und  (?„/,(-/  sind  [vgl.  p.  iOV.  Doch  ist  das  Integral  P„h{z)  illuso- 
risch Qlr  den  Fall  h^n.,  und  in  diesem  Falle  zu  ersetzen  durch 
S^f/.z)    oder   T„^(r),    ^Satz   p.  420].      Nimmt    man    r„^(:;    als   be- 

ä9» 
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treflenden  Ersatz,    so    folgt  also  aus  (7.),   dass  F.   die  Form  lialicn 


rauss : 


(8- 


fh  =  «^n,y,(=)  resp.  T„^{z)]-\-(iO„f,{z)  , 


wo  «,  fi  Covsitinlcn  sind,  und  wo  iiineiiialb  der  eckigen  Khimraei 
die  eiste  oder  zweite  Function  zu  denken  ist,  je  nachdem  ä^« 
oder  A  ^  ri . 

Zufolge  (6.)  ist  Fft  endlich  für  2  =  1.  Gleiches  gilt  von  /'^^ :, 
und  T,,/,  f:),  ^vgl.  (13.)  p.  'i2<);i;  widirond  0„,,{z)  für  z  =  1  wmd- 
lich  yrass  Vi/\n\  |>.  i14|.  Denigeniüss  kann  C„a  (-)  >"  der  Formel  (^ 
vicht  vorkommen-  Ks  rauss  daher  fi  ^  0  sein;  jene  Formel 
die  Gestalt  haben: 

(9.)  /-'/.-«[/'„U^)  rcsp.  r„,,(=)]   . 

Substituirt    man    diesen  Werlh   in    [ü.)   und    (G.,   und   schreibt  ma^ 
dabei  «„^^  für  tc,  so  erhält  man: 

I  A  =  OD 

/iAf    handetl    sich   jetzt    nur    noch    um    die    Bestimmung    der 

Aus  (II.)   folgt,  falls  man  durch    (]/|  —  c')''   dividirt: 


stttftten  u,,,^ 


cos/»<t> .  rfO 
(z-  -f-  'vv  tosOJ' 


wo     w  ^  Vi  —  :' 


Um  nun  die  «„^^  zu  bestiuunen,  wollen  wir  diese  Formel  auf  Jen 
speciellen  Fall  anwenden,  dass  z  nahezu  =:  1  ,  mithin  w  nahezu  =  U 
Ist.     Alsdann  ergiebt  sich  durch  Entwicklung  nach  Potenzen  VOD  w: 

(s-t-fw-cüsOj""^'  ~  * 

Substituirt  man  dies  in  (a.),  und  beachtet  man  dabei  die  bebannten 

Formeln : 
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—  /  (cos0)^cosÄ<J).  rf<t)  =*0  ,         für    ^<A  , 

7t  t/ 

0 

n 

-J  (cos0)''cosÄ<t>.d<t)  =  (yk, 

'      0 

rgiebl  sich: 

(ß-)     or„A[PnW(-)resp.  r„('')(5)]  = 

die  C,  D,  ...    Constanlen  vorstellen,   auf  deren  Werth  es  nicht 
er  ankommt.     Setzt  man  jetzt  ^  =  1  ,  mithin  w  =  0,  so  folgt: 

„.,  .>iP.c>),.,.esp.r„c>)(„i='-;;;'^;+^'('f, 

r  ausfuhrlicher  geschrieben : 


(«JO 


a,,r,W(1)=       ^^^^^^^^^^       (-)    .         für    Ä>n. 


substituirt    man    hier    endlich    für    P^'^^^S)    und   r„^*^J)    ihre 

Ihe  [;6.)  p.  409  und  (17.)  p.  4211,  so  folgt: 


{«•) 


«n.=  (-/)^^^,         für    AS«, 


«./.  =  (-'rn(»)n(/,-.-i)  '      '"''  ''>" 


Substituirt  man  diese  Werthe  der  «„^  in  die  Formel  (10.),  so 
Igt  man,  mit  Rücksicht  auf  die  in  (3.  ,  (4.)  gemachten  Voraus- 
ingen, zu  folgendem 

Resultat.  —  Es  sei  4>  eine  reelle^  z  eine  complexe  Va- 
e,  und  es  werde  vorausgesetzt^  dass 

(12.)  (der  reelle  Theil  von  5)>0 

Veberdies   bezeichne  n  eine   beliebig  gegebene  ganze  Zahl.     Ais- 
findet Siels  die  Formel  statt: 

3-)     ,     ,    -vi i -Z^nr.  =  2^h«nh  IKhi-)  »"esp.  T^his)]  cos h<t>  , 

(s  +  iVi  —  3«cosq))"*'      H  =  n 

'ie  Constanten  n,^f^  die  Werthe  besitzen: 
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(14.) 


a„,=={-i)'^^^,        für    h^n, 


(n)T[{h—  n  —  \)  ' 

Dabei  ist  in  ( 1 3.)  innerhalb  der  eckigen  Klammer  die  erste  oder  :r  weile 
Function  am  Platze^  je  nachdem  h^noder  h'^n.  Fernem-  n-- 
präsentiren  die  f^  die  auf  p.  406  fesltjesetzten  Constanten.  Vgl .  Jic 
Bemerkung  p.  429. 

Beiläufig  bemeriit,  folgt  aus  i13.)  sofort: 

15.      -  .   /       -^  ^^^  =  „„,  [Pnhi--)  resp.  r«;, {=)  ..     . 

eine  Formel,  von  der  später  Gebrauch  zu  machen  ist. 


§   M. 

Ueber  die  Entwicklung  von  C>«  i*^,  +  |/i  —  2*  V\  —  Vcos<^ 
nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  <i>. 

Erster  Theil:    Geometrische  Betrachtungen. 

Es  seien  z  und  z,  zwei  beliebige  Punkte  in  der  z-Ebene.  Führt 
mau,  an  Stelle  von  z  und  2,,  zwei  neue  Variable  w  und  w,  ein 
mittelst  der  Substitutionen: 

,,    ^  _   _   1_-hW  <+W, 

^     '  '■'~  1— w   •  '•  ~  1— W,   ' 

woraus  z.  B.  folgt: 

1  —  >\  '  1  —  \v, 

so  ergiebt  sieh  sofort : 

wo   r  und  r   die  von  den  Polen   4-  '    "^^d   —  I    nach  z   laufen  ^ 
Radien   vorstellen,   während   xp  und  1/;'  die  Azimuthe   dieser  Rac^' 
gegen  die   reelle   Axe   d.  i.   gegen   die   x-Axe   bezeichnen    (vgl.       * 
folgende  Figur  .     Aus  (3.)   folgt  sofort: 

(4.)     inod\v  =  ->  .        Ebenso  wird:     modw,  =--V  , 
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>vo  »',  uml    i\    die  von    -f-  '    ""<^  —  ^    ^^'^    *i   'aufeßtlen   Radieu 
vorsilellen. 


Diese  Formeln  führen  zu  cinluchcn  geometrischen  Betrachtungen. 
Setzt  man  z.  B. 

(5.)  uiod  w  =  Const.  =  A'  , 

SO  wird  diese  Gleichung  [nach  '4.:1  identisch  sein  mit  -  =  K,  also 
Punkte  z  liefern,  die  mit  Bezug  auf  die  beiden  Pole  —  I  und  -]-  I 
alle  eitt  und  dasselbe  Abstandsverhähniss  haben,  und  die  daher  zu- 
sammengenommen eine  KreisUnie  bilden.  Eine  derartige  Kreislinie 
mag  in  Zukunft  ein  den  Polen  —  1  ,  -}-  1  entsprechender  Kreis  ^  oder 
kürzer  ein  DipoUtrkreis  genannt  werden.  —  Der  durch  die  Glei- 
chung 5.  dargestellte  Dipolarkreis  verwandelt  sich  für  K  =  1  in 
die  imaginäre  Axe,  d.  i.  in  die  //-Axe,  ferner  für  A'  :==  Ü  in  den 
''ol  -f.  I  ,  und  für  Ä  ==  oo  in  den  Pol   —  I  . 

Nimmt    man    ferner    für    K   zwei    zu   einander  reciproke   Cou- 
^'«»nten:    K  und  -p,  so  crhJilt  man  zwei  Dipolarkreise : 

A 

1 


(6-1 


luod  w  =  A'      und       mod  w  = 


die  wie  leicht  zu  übersehen  ist  beide  von  (jleicher  Grösse  sind,  von 
^•GDon  nümlich  der  eine  das  Spiegelbild  des  andern  in  Bezug  auf 
^"c  y-Axe  vorstellt.  Zwei  derartige  Kreise  können  kurzweg  als 
U'i-'ichgrosse  oder  symmetrische  Dipolarkreise  bezeichnet  werden.  Denkt 
'^»»n  sich  also  z.  B.  zwei  Punkte  z  und  z^,  für  welche 
(7.)  mod  \v)  (tüodwj  =  1 
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und  Z|  beide  auf  ein  und  dm- 


(«•) 


ist,  so  werden  :  uiul  :,  auf  zwei  zu  eiiumder  fit/minrlrischcti  iTtpular- 
kreiscn  gelegen  sein. 

Sollen    hingegen   die   Punkte    z  und    z^    der   Ail   gedacht  wer 
den,  dass 

(8.)  iiiod  w  ^  mod  \V| 

ist,  öO  würde  hieraus  folgen,  dass 
selben  Dipolarkri'ise  liegen. 

Wir  werden  iiu  Folgenden  zwei  Punkte  z  und  2,  belrachlen." 
die  sich  in  der  :-Kbene  beliebig  bewegen,  dabei  aber  stets  der  Be-g 
dingung  enlsf>rechen  sollen: 

|/f<^/i,,    H'O   R    tk'ti   llmlius  (Iva  dairh   :,    und  li^  den 
\  Hadins  des  durch  z^  tjvhendi'it  fiijudtukrcm'S  bczctrhnvl. 

Da  R  und  ß,  ihrer  Natur  uach  stets  ^0,  und  stets  ^00  sio^ 
so  kann  man  die  Formel    «.)   auch  so  schreiben 

Hieraus  folgt  z.  B.: 

fl<oo  ; 

der  durch  ;  gehende  Dipolarkieis  kann  also  niemals  unendlich  grc 
werden,  d.  i.  niemals  iilentisch  werden  niil  der  y-Axe.  Demgemöss 
wird  also  der  Punkt  z  niemals  die  ly-Axe  überschreiten  können,  mit- 
liin  beständig  auf  derudbcn  Seite  der  y-Axe  bleiben.  Um  die  Vor- 
stellung zu  tixiren,  setzen  wir  fest,  dass  diese  Seile  die  rec 
sei.     Also: 

ilhr  Punkt  z  soll  .•itefs  auf  dvr  rrvhteu  Seite  der  tj- 
[8)      ^hkiben.      Mit   iiiidcrn    Worten:     Ikr  reelle    Thcil   von 
[soll  stets  po  s i f i i>  i/edacht  werden. 

Ferner  folgt  aus  [A.) : 

der  durch    z,  gehende  Di|Kjlarkreis  kann  also    niemals  den  Radius^  0 
anueluiien,    und   der   Punkt  z^   selbej-   kann   daher   niemals   idenlis 
werden  mit  einem  der  beiden  Polo  —  1  ,  -f-  l  .     Diese  schon  in  (^ 
resp.  [A.)    enthaltene  Bedingung  wollen  wii-  noch  weiter  verslÄrkfl 

indem  wir  festsetzen, 

{diiss  der  Punkt  :    ritu  der  Pollinie  slcls  durch  init 
wctrhcu  Zirischenriinm   i^elrenut  bleiben  soll. 
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Bemerkung.  —  Denkt  innn  sich  die  Punkte  z ,  3,  in  zwei  Po- 
sitionen .4,  A^  und  B,  B^  i4ogeben.  dor  Art,  diiss  jede  dieser  Leiden 
Positionen  den  Bedingungen  («.).  (//.),  (y.)  Genüge  leistet,  so  kann 
m.in  die  Puukle  z,  z^  >lels  in  solcher  Weise  aus  der  einen  Position 
in  die  ;»ndero  ühcrfülireii ,  dass  walirend  dieser  Bewegung  die  ge- 
nannten Bedingungen  von  Augenblick  zu  Augenblick  erfüllt  bleiben. 

Um  diesen  Salz  zu  beweisen,  nehme  man  eine  drille  Position 
C,  C^  zu  Hülfe,  wo  C  den  Pol  +  •  u'"^!  ^'1  irgend  einen  (voui  An- 
Tangspunkt  verschiedenen)  Punkt  der  y-Axe  vorstellt.  Alsdann  ist  die 
Richtigkeit  des  Siiizefi  leicht  erkennbar  für  die  Positionen  Ä,  A^  und 
C,   r,  ;   ebenso  für  fi ,    tf,   und  C,   C^  .      U.  s.  w. 


§   '2. 

Zweiter  Theil:    Die  in  Rede  stehende  Entwicklung  für 
reelle  Wertlie  von  :  und  z. 


*! 


Es  seiea 

j  i  und  z,  beide  reell » 

l  und  übordies  sei:      l^r<[2,  : 

was   in    Einklang   steht    iiiit    den    :>oehcn    festgesetzten    Redingiingen 

'«.',    ß.),   17.).     Diese  in    9.     cliaiakterisirten  Wcrlhe  von  :,  z^  sind 
fül^endeimassen  dafslellbar: 


[(!).)        3^003/^  = 


,<^+i'-i^ 


3.  ^  cos  <\>.  = 


f     wo  alsdann  »V,  i'/^  ]  ebenso  wie  z,  2,  selber]  reell  sind,  und  der  Re- 
lation entsprechen    0  S  *7  <[  //, . 

Versteht   man    nun    unter  <J>   eine   feeUe  Vjiriable,    so   wird    der 
Ausdruck 

(H.)  if=  3:, +V<  — 3*>^1  — =,*cos(t)  , 

zufolge  (9.),  sielB  reell  sein,  und  stets  zwischen  den  Grenzen  bleiben: 

33, +vT^r7«yi_3,*    und    3  3^— yr=^v*  — 3,^ . 

Diese  Grenzen  sind  [mit  Uucksicht  auf  (10.  ]  auch  so  darstellbar: 

eos?"(,i^-  t>J        und       ros  i  {!} -\- 3 ^]   , 

folglich  beide  reell,  und   [weil   OSt^<^i>^    ist]  auch  beide   ^1. 
Für    alle  Werthe    des    'reellen     0    wird    also    /    reell  sein   und 
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zwischen  zwei  Grenzen  bleiben,  die  beide  ^  I  sind.  Mit  andern 
Worten:  Für  alle  Werthe  von  <i>  ist  Z  reell  und  ^  I  ,  Folglich  isl 
i^nach  Satz  p.  4I5J  Qni^]  ^^^  "'^^^  Werthe  von  0  sleliy,  mithin  enl- 
wickelbar  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  0: 

02.)  C>„(Z)=^l,,F,cüs/t0  , 

A  =  tl 

WO  die  t\  nur  noch  von  z,  z,  abhängen  und  der  Formel  entsprechen: 


(13.)  F^  =  ^fQJZ)i-osh<i>.d<t>  . 


Da  (?„  /;  den  Ditrerenlialgleichungen  ll.,  ,11«.)  p.  131  Genüge 
leistet,  so  ergiebt  sich,  auf  Grund  der  Formel  (13.),  dass  F^  folgen- 
den Gleichungen  entspricht: 


(14.) 


Vgl.  den  analogen  Uebergang  auf  p.  434  von   ,2.)  zu  [l.]. 

Diese  Gleichungen  (14.)  sind  identisch  mit  der  Differential- 
gleichung v5)„/,.;,  deren  particulare  Integrale  /*,,,  und  ()„^  sind  vgl 
p.  407\  Doch  ist  das  Integral  /*„,,  illusorisch  für  den  Fall  Ä]>«- 
und  in  diesem  Falle  zu  ersetzen  durch  S^,^  oder  r„^  Salz  p.  42<^:- 
Nimmt  man  T„,,  als  betreffenden  Ersatz,  so  folgt  aus  14.  ,  dass  h 
die  Gestall  haben  nmss: 

^'/.  =  A [/'„,.{=)  rcsp.  T„,,{z.)]-\-BQ,„,{z)  , 
oder  kurzer  geschrieben: 

(15.)  n  =  Ai/>r,i„,,(=)4-BC>„/,(=)  , 

und  dass  ferner  die  hier  auftretenden  A,  B  die  Form  haben  mUss-^ 

(16)  (A  =  «Lfrj„„(.^j+/^c„„(.,)  , 

wo  (c,  fi^  ;',  f)  noch  unbekannte  Conslanlen  sind.     Dabei  ist  alsdc* 
in  (lö.\     M).;    innerhalb  der  eckigen  Klammer  das  P  oder  das 
am  Platze,  je  nachdem   h'^n   oder  h^ti . 

Zur    Bestimmung    von    A,  B,  m,  fi^  y,  ö    betrachten    wir   (^ 
durch  Combination  von   (13.;   und   (15.)   entstehende  Formel: 
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(I 
in  welcher  z,  *,    beliebig  variiren   dürfen   innerhalb  de«  iu   (9.)  an- 
gegebenen  Spielraums;   so  dass   also   z.  B.  der   Punkt  z  längs   dei' 
reellen  j;-Axe   nach    I    rücken   darf,   und  2,   längs   dieser  Axe   nach 
Rechts  ins  Unendliche  wandern  darf. 

Für   c  =  I    reducirt  sich    Z   (II.     auf  z,,   mithin   die   Formel 
17.}   auf: 

0 

Nun  ist  \PT]^f^[\)  endUch  [Satz  'lö.}  p.  420',  hingegen  0„/i  '■  '*"" 
endlich  gross  |Satz  ,22.)  p.  414^  Hieraus  folgt,  dass  Q„i,{\  in  der 
vorstehenden  Formel  nicht  enthalten  sein  darf,  da.ss  mithin  B  r=  0  ist. 
Da  nun  B  =  0  ist,  so  nimmt  die  Formel  (17.),  falls  man  in 
ihr  für  A  den  Werth   ;^16.)  substituirt,  die  Gestalt  an: 

jt  •/ 

II 

Lasst  man  jetzt  z,  längs  der  iC-Axe  nach  Rechts  ins  Unendliche  rücken, 
so  wird  Z  (II.)  ebenfalls  unendlich  gross;  so  dass  also  die  For- 
mel  (18.)  hierbei  die  Gestalt  annimmt: 

/C  •' 

0 

Nun  ist  aber  Qn'.oo]  —  ü,  ebenso  (>„/,  ;oo;  =  0  [Satz  (27.)  p.  41  öl, 
hingegen  [PTl^,,  (00)  von  0  verschieden  [Salz  U.)  p.  420 1.  Somit 
ergiebt  sich,  dass   a  =  0   sein  muss. 

Demgemllss  reducirt  sich  die  Formel  (18.)  auf: 
.1 

(<9.)       F;^  =  W'c>„(Z)cOSÄ0.(/<l>  =  /i^„ftC>„Ä(^.)l.Pn„/.(=)     , 
>c  •/ 

II 

wo  ßnh  ^^^  (^  geschrieben  ist.  Diese  Formel  (19.;  ist  übrigens  auch 
so  darstellbar: 


(20.) 


71 

(I 
wo  /  =  - -^  4.  n  _  -i  y^l-  3,-  COS<t>  . 
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Um  nun  schliesslich  die  Conslanten  ß^f^  zu  bestimmen,  wollen  wir 
den  Punkt  z^  nochmals  längs  der  x-A\e  nach  Rechts  ins  Ünendiiche 
rücken  lassen,  wobei  alsdann  Z  ebenfalls  unendlich  gross  wird.  Da- 
bei sei  beachtet,  dass  fUr  irgend  ein  unendlich  grosses  Argument  \ 
folgende  Formeln  stattfinden: 

Qnil)      =pT,         [vgl.  (24.)  p.  414], 

Qn'ii)      =-(«+<)p^, 
etc.  etc. 

Qn'  '\\)  —  {-  l)    ~^\\ll) ;»  +  *  +  «    ' 

wo  A  eine  Constante  vorstellt,  auf  deren  Werth  es  nicht  weiter  an- 
kommt. Lässt  man  also  in  f20.)  das  2,,  mithin  auch  Z  unmüxA 
gross  werden,  so  ergiebt  sich: 


(«. 


f'Acosh<i>.d<t^_  ^  ^       ..^T\{n  +  h)         A 

J  Z^' /'«AC-i)  (-1)      n(n)      •.»***' t'^^^«*''  ' 

(I  \  I  i 

Z=5,(3  +  lV4— 5*COS0)     . 

Hieraus  folgt  durch  Elimination  von  Z: 

Zufolge   der   früheren  Formel  (15.)  p.  438   ist  aber   die  linke  Sei 
der  Gleichung  {/?.) 

Somit  ergiebt  sich: 

wo  r(„i^  die  früher  [in   ;14.)   p.  438]  angegebene  Constante  vorstel 


'A) 


a„.=  (-'i*^^^.         für    h^n, 


Man   erhält   daher   schliesslich   für  die  zu   berechnende   Constante  ("?« 
folgenden  Werth: 


wo  die  f{^,,  die  in  (21.)  anffeffelmum  Camtanivn  rejm'inentireu,  tnlhreud 
die  ef^  die  auf  jl  40G  feM(jesf't:ten  livdcnluufji'u  haben.  Dabei  ixf  in 
(24.)  und  (25.)  innerbufh  der  pckiijctt  Klammern  der  Biichatttfjf  t* 
oder   Tarn   Plnlze^  jviutchdem    h^n    odvr   h^n. 


Dritter  Theil:    Die  in  Rede  stehende  Entwicklung  für 
oomplexe  Werthe  von  :  und  z,. 

Es  seien  z,  z,  irgend  zwei  den  Uedingungen  («.),  (p.)y  (y.) 
p.  440  enlspiechendc  feste  Puncic.  Kerner  sei  <t>  eine  reelle  Va- 
riable und 

(86.)  Z=  3  3, +VT^^K<  — =i*cos(t)  , 

oder,  was  dasselbe  isl: 

(27.)  Z  ^  z'-h  ="eos<t)  , 

WO  z'  und  z"  die  BedeuUingen  haben: 

[28.:       3' =33.       und       z"=  Vi      z*yj^ 


Alsdann  repräsenliren  2',   :"   [ebenso  wie  z,  zj   feste  Punkte    in  der 
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z-Ehene,  hingegen  Z  einen  von  <t>  abitängenden  und  mi(  <l>  zugleich 
I»  licwegwu/  begriffeticn  Punkt. 

Wäre  z  zuPdllig  =  0 ,  hätte  also  die  Formel  (27.)  die  Gestalt 
Z  =  z"  cos  0 ,  so  würde  offenbar  der  Punkt  Z,  während  <t>  von  0 
bis  2 TT  bis  4  7r  u.  s.  w.  wächst,  hin-  und  herpendeln  längs  der  j«- 
raden  Linie  ( —  z",  -f-  z"  d.  i.  längs  derjenigen  geraden  Linie,  deren 
Endpunkte  in  — z"  und  -\-z"  liegen.  Analoges  gilt  aber  auch  von 
der  in  Wirklichkeit  vorliegenden  Formel   (27.; : 

Z=  :.'+r"cos<t)  . 

In  der  Thal  bemerkt  man ,  dass  der  durch  diese  Formel  sich  be- 
stimmende Punkt  Z,  falls  <P  im  Wachsen  (oder  auch  im  Abnehmen 
begriffen  ist,  hin-  und  herpendeln  wird  längs  der  geraden  iMf 
iz — c",  j'~j-j"j,  d.  i.  längs  derjenigen  geraden  Linie,  deren  End- 
punkte in  z — z"  und  s'-f-z"  liegen,  und  deren  Mittelpunkt  oder 
Halbirungspunkt)   also  in  z   sich  befindet*). 

Biese  gerade  Linie  {z  —  z\  z  -j-  z")   hat  die  merkwürdige  Eigen- 
schaft,  dass  sie  von  den  beiden  Polen  [d.  i.  von  den  beiden  Punkten 
-j-  1   und  —  1 1    slets  durch  irgend  welche  Zwischenräume  getrennt  isU 
immer  vorausgesetzt,   dass  die  Punhte  z  und  2,  den  Bedingungen   «.:, 

(/?.),   (;',)  p.  440  entsprechen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  setzen  wir    |Cbenso  wie  in  (1.^ 

(2.)   p.  438] : 

1  4-  w  _    _  ^  +  w, 

''  ~  T^^  '  ''  ~  \  —  w,  * 

2''^^  il :-       2n^ 


1  —  w  '  1  —  \v, 

wodurch  die  Formel   (26.)   übergeht  in: 


_  {i  +  w)  (<  +  wj  —  4  Vw  V  w,  cos<t) 


Hieraus  folgt: 


*)   Auch  in  Zukunft  wcrdo  Ich ,    wenn   A ,   B   irf>cnd    zwei  Punkte  sind ,    dl 
VerbmdiinifsUnii'   derselben    kurzweg    mit    {A ,    tt)     bezeichnen.      Sind    ferner    du 
Punkte  A,   H,   C  gegeben,    so   soll    unter  (.t .   B,   C)    die  von  A   über  B  nach 
gehende  (jehrochene  Linie  verstanden  werden. 


i7' 
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a  '^'  -H  W,  —  2  V  W  Vw,  POS0 

<  — w)l<  — w,) 


tl7 


74-1  =2 


1  -4-  \v \v,  —  2  V  w  V  w,  cos <l) 


^1— \Vj[l 


w. 


iiiilliin : 

29        ^-  '  _  (Kw— Vw>'»,    K^—V^ <.•-'•♦) 

liier  ImliiMi  uii'  «vcliler  llaml  oiiu-n  lliurli  rnil  zwei  KactoiH'n  mm 
Zulilor  Hiitl  uiul  zwei  Kactoicn  im  Nonner.  htn'  rrslc  Fnctnr  th's 
ZähUTH    kann   nur   dann   vfiÄchwintlon,    wenn    —  =  <?*'*   isl,    also 

weil  <I>  Siels  recÜ  sein  soll     nur    dann,    wenn    niod  —  =1,    H.  Ii. 

NN, 

inod  \v  =  nioilw,  isl.  .Mit  tindrrn  Worlen  [vgl.  (8.)]:  /■*'■'  *''■•**/'' 
Fador  des  Zählen  kann  tun  (hiini  verschwinden,  wenn  die  Piinkle  z 
lind  :,  beide  avif  dewsvihvit  l>ipülarkrcise  liegen.  Gleiches  ergiebl 
sich,  wie  man  leiebl  idtersielil,  fdr  iIgu  nceilen  Fniior  des  Zühlerst. 
Ferner  kann  dev  erste  Fnclor  des  Nenners  nur  dann  verschwinden. 
wenn  ww,  ==  e*  ist,  also  nur  dann,  wenn  nioil  w  mod  w,  —  1 
ist.  Mil  andern  Worlen  vgl.  '7.)]:  Der  erste  Factor  des  !S\:tiuer.s 
kann  nur  dann  verschwinden,  wenn  die  l'unkle  ;  und  ;,  auf  zwei 
:m  einander  stfnnnetrischen  Dipolarkreisen  liegen.     (Jleiches  ergiehl  sich 

Kr  den  zteeitm  Factor  den  Nennerts. 
Alles  zusamnienc;efa.ssl,  ergiebt  sich  also,  dass  jener  in  (29.)   Rh 


(30. 


/+^ 


ani^egebene  Werlh  nur  dann  verschwinden  kann,  wenn  :  und  :,  auT 
denifudhen  Dipolarkreise  liegen,  und  nur  dann  unendlich  werden  kann. 
wenn  z  und  c,  auf  zwei  zu  einander  tiifmmefriachen  Dipolarki-eiseii 
sich  belinden.  Der  eine  wie  der  andere  Fall  ist  aber  uunHiffllclt, 
zufolge  der  Bedingung  («.):     R<^Ii^. 

Der  Ausdruck  (30.)  kann  daher /i/efnai«  =0,  und  auch  niemak 
=  oo  werden.  Mil  andern  Worlen;  Z  .selber  kann  niemalx  =  -|- 1 
werden.  (Jder  geüuietri.sch  ausgetblickl :  Her  Pmdit  Z  t,-ann  nie- 
mals, vrJrheu  Wrrlft  nuin  der  reellen  Viiriidde  0  ituelt  znertheilen 
niay^  in  einen  der  heiilen  hdv  hineinjollen.  FtAylitft  wird  die  gerade 
Linie 

(3  —  s  ,     -  -f-  5  ; 
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huifis  welcher  »/er  Punkt  Z,   bei    uathiieiulern  <t> ,    hin-    uml  lieiyendn 
t>on  den  beiden  Polen  steta  (furch  irgend  welche  Z wisch enrnui 


tjctrenut   fiein.     Dabei  hüben  wir  (wip  zu    Anfang  dieses    Paragraphen' 
liei'vorgelioljcn  wurde)    bestärtäiif  vorausgesetzt^   äass  die  Punkte 
den  Bediuijuntjcn  («.),  {(i.)y  [y.)  entsprechen. 

Dies  ist  der  zu  Ijeweisende  Salz.  Uebrigens  würde  der 
wie  man  leicht  erkennt,  mich  dann  gültig  sein,  wenn  von  den  tlrei 
üedingungen  («.),  (^.),  iy.)  nur  die  erste  festgesetzt  worden  wJire. 
Der  üebersichtlichkeil  willen  erscheint  es  aber  zweckmässig,  diese 
Üedingiiiigen  :«.),  f/y),  [y.)  nicht  von  einander  zu  trennen,  sondeni 
sie  stets  solidarisch  aufrecht  zu  erhalten. 

Bemerkung.    —   Im   EiiiklatiK   mit  den  Bedingungen    [a.].  [ß.™ 
[y.],    an    üünoii  st(?ts  festgeliallcn  worden  soll,    kann  man  die  Punkte 
IS,  x^  z.  B.   auch   in  diejenige  l^age  vcrsetxcD,  welclic  ihnen  zu  Ao 
des    vorhergehenden   l'anif^nijjhen    zuerlheiU  wurde,    also    in   dicjeoig 
Lage,   welche  den  Vor;mssel/.uugei)  eulsprichl : 

fz  ,    z^     beide  reeli  , 
In  diesem  Falle  wird  alsdann  die  gerade  Linie   (St.): 

ihrer  ganzen  Lunge  nach,   auf  lior  x-A\e,   und  zwar  rectiU  vom  Pol»"| 
liegen,    und   von   beiden  Idolen   durch  gewisse  /imcAenräuuic  gelrao 
sein;    wie    solches   aus   den    einfachen    Betrachlungen    zu    Antang 
vorhergehenden  l'^ragraplien  soforl  sich  ergielM.  — 

So    ilienl    also    die  Untersuchung  dieses   speriellen   Falles  zur 
släUgung  des  »llgemcinen  Satzes  (31.). 

Wir  gehen  über   ziu'  BetraehtuDg  der  Function  Q^  (a»  ^,  wo 
ein  variabler  Punkt  der  i-Ebene  sein  soll*).     Diese  Function  ist, 
alleiniger   Ausnahme   der   Curve    rr,    auf   der    c-Ebene    iiber;dl   st 
[Satz  (7.)    p.  4lö^|.      Die   t^urve   n   liUill   auf  beliebigem    Wege   v< 
einem  Pol  zum  andern,   und  kann  daher,    weil   diese  Pole  von  ^^ 
geraden  Linie    [z  — z'\  z -\- :"]    durch  'luiachenräume    getrennt 
vgl.    31.}),  in  solcher  Weise  constrnirl   werden,   dass  sie  von  j< 
Linie  ebenfalls  durch  einen  gewissen  Zteischenraum  geschieden  ist 


•)   Wir  dürfen  diesen  variablen  Punkt  nicht  z  nenneti.     Denn  der  BuchstaL^? 
ist  bei  der  gegenwärtigen  Betrachtung  von  uns  bereits  zur  Bezeichnung  eines 

wissen  festen  Punktes  verwendet  worden  [vgl.  z.  B.  (i6.)]. 


EnfsprecJit'u  die  l*imkte  z,  i,  den  liedittgungen  («.),  (/?.),  {y.)^ 
40  lassen  sich  die  beiden  Pole  stets  durch  eine  Cttrve  a  verbinden,  die 
von  der  geraden  Linie  (^  —  z",  z-\-z"]  durch  Wffend  welchen  Zwischen- 
raum getrennt  ist.      Und  die  dieser  Curve  a  entsprechende  Function 

(32.}  Qnio,  ?) 

wird  alsdann  im   Bereich  jener  Linie  stetig  sein. 


Sie  wird  also  die  Eigenschüt'l  der  Stelij^keit  z.  B.  auch  besitzen 
für  solche  Punkte  ^,  die  auf  der  genannten  Linie  liegen.  D.  h.  sie 
wird  stetig  sein  ftlr  alle  aus  der  Formel 

bei  wachsendem  <t>,  sich  ergebenden  Punkte  Z.     Also  der  Satz; 

Entsprechen  die  Punkte  z,  %^  den  Bedingungen  («.),  (/?.),  (y.), 
so  werden  sich  die  beiden  Pole  stets  durch  eine  Curve  a  verbinden 
lassen,  welche  von  der  geraden  Linie  [z — z",  z' -\- z")  durch  irgend 
welchen  Zwischenraum  getrennt  ist.  Und  die  dieser  Curve  a  ent- 
sprechende Function 

(33.)  <?„{<?,  Z)  =  (?„(tf,    s'+s^cos^) 

wird  alsdann  eine  stetige  F'unction  von  <t>  sein,  mithin  z.  B.  enl- 
wickelbar  sein  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  ft>. 


•)  Unter  dem  Bereich  einer  gegebenen  Linie  verstehe  ich  einen  schmateti 
Ftächejtslreifcn  von  solclior  Layc  tnid  üesljijt,  duss  sänmitltche  l'unktc  der  ge- 
gebenen  Linie  himrhultj  (ntclit  ;irn   Uitnde)  dieses  FlJichenstreifens  liegßö. 

Abhaiidl.  d.  K.  OeiteUtoli.  d.  Wia^eriy^'k.  Xlll.  |0 
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Die  Satze  (31.),   (32.),  (33.)    sind   gültig  für  jedwede  den  Be- 
dingungen   («.),    (/?.),    (y.)    entsprechende    Lage    der    Punkte  z,  :,. 
Lässt  man   diese  Lage,   unter  Aufrechterhaltung  jener  Bedingungen, 
sich  ändern,   also  die  Punkte  2,2,,  mithin   auch   die  Punkte  :', :" 
und  die  Linie   {z  —  z'\  z'  -\-  z")    in  Bewegung  gerathen ,  so  wird  die 
in   (32.),   (33.)    auftretende   Curve   a  sich   gleichfalls  ändern.    Denn 
sie   wird  vor  der  in  Bewegung   begriffenen   Linie    («'  —  z",  z-\-^'; 
beständig   zurückzuweichen  haben,   um   in   solcher  Weise   von  der- 
selben stets  durch  irgend  welchen  Zwischenraum  getrennt  zu  bleiben. 
Sie    wird    also    anzusehen    sein    als    eine   in  Deformation   begriffene 
elastische  Curve ,  deren  Endpunkte  fest  liegen ,  nümlich  stets  in  den 
beiden  Polen  bleiben. 

Eine  solche  den  Bedingungen  («.),  (/?.),  (y.)  entsprechende  Be- 
wegung der  Punkte  z,  z,  mag  nun  wirklich  eintreten.  Sie  mag  aus- 
gehen von  einer  gegebenen  Anfangsposition,  und  fortdauern  bis  zu 
irgend  welcher  Endposition. 

Und  zwar  mögen  die  Punkte  z,  z^  zur  Zeit  der 
Anfangsposition  die  im  vorhergehenden  Paragraplien 
besprochene  Lage  besitzen,  also  den  Vorausselziingei» 
entsprechen : 

z ,   z^    beide  reell , 
i^5<5,  ; 

was  in  Einklang  ist  mit  den  Bedingungen  (a.),  iß-:-» 
iy.).  Ferner  mag  die  elastische  Curve  o  zu  jener 
Zeit  zusammenfallen  mit  der  Pollinie  A.  Sie  wird  al»" 
dann,  wie  leicht  zu  übersehen,  zu  jener  Zeil  von  de» 
geraden  Linie  (z  —  z",  z  +  z")  durch  einen  gemi^'^ 
Zwischenraum  getrennt  sein. 

Zu  jener  Zeit  der  Anfangsposilion  liegt  nämlich  die  gerade  Li*** 
(z — 2",  z'-f-z")  auf  der  j;-Axe,  rechts  vom  Pole  1,  von  demselb^ 
getrennt  durch  einen  gewissen  Zwischenraum  [vgl.  die  Bemerku"^ 
p.  448^.  Durch  ebendenselben  Zwischenraum  wird  sie  also  a«>  * 
von  der  Curve  a  getrennt  sein,  falls  man  diese  Curve,  wie  in  (^ 
festgesetzt  wurde,  mit  der  Pollinie  A  zusammenfallen  iSsst.  —  Q.  ©  - 

Andrerseits  sei  die  Endposition  in  ganz  beliebiger  Weise  geget>^ 
Genauer  ausgedrückt : 


CU.) 


w 


Zlr  Theosie  i>kr  Kügelfukctionen. 


t5l 


[35. 


[  Die  EHdposüion   der  Punkto  z,  :,  soll  wiUkiiHirh 

'  gegeben  sein,  jedoch  der  Art,  dass  den  Budioguiigen 
(a.),   (ß.)^    (/.)    enlsprocheo  wird. 


Dass  unter  diesen  UmslUnden  die  Punkte  :,  *,  aus  der  Anfangs- 
position (34.)  in  die  Endposition  (35.)  mittelst  einer  Bewegung  ge- 
langen können,  die  den  Beduufumjen  («.),  (/?.),  iy)  enlsprichi,  unter- 
liegt keinem  Zweifel  [vgl.  die  Bemerkung  p.  441].  Und  diese  lie- 
wegung  ist  es,   welche  im  Folgenden  naher  untersucht  werden  soll. 

Für  die  AnfamjsptiHHion   (34.)  gilt  die  Formel  (25.) : 

0 

eiae  Formel,  die  man  auch  so  schreiben  kann: 

(36.)     ^  fo^iü,  Z)cosh<t^  .d<t>  =  ß„,Q^„(z,)[PTUiz)  ; 
ij 

denn  man  hat  zu  beachten,  dass  die  hier  allein  in  Betracht  kom- 
mende Anfangslage  der  elastischen  Curve  o  reprasentirt  ist  durch  die 
Pi>llinie  X  [vgl.  (34.)],  und  dass  (/„(A,  Z)   identisch  ist  mit  Q„[Z). 

Lässt  man  nun  die  Punkte  z,  z^  aus  der  Anfangspositiou  in  die 
Endposition  Übergehen,  so  werden  die  zu  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung (36.)  stehenden  Functionen  von  z,  z^  einander  gleich  bleiben, 
falls  nur  jede  dieser  Fmicüfinen,  wührend  der  genannten  Bewegung, 
in  steliijcr  Weine  sich  fortsetzt.  [Dies  ergiebt  sich  aus  einem  be- 
Jiannlen  CrtttcAy'schen  Satz.] 

Eine  solche  stetige  Fortsetzung  erfolgt  |weil  die  Punkte  z,  z^ 
fortdauernd  den  Bedingungen  («.),  (/if.),  (y.)  unterworfen  sein  sollen] 
tei  der  Function  revhter  Hand  ganz  von  selber.  Denn  J*„/,(z)  ist 
auf  der  2-Ebene  allenthalben  slelig.  Ferner  ist  T^f,\Z}  überall  stetig, 
ausser  im  Pole  — 1  [Satz  (15.)  p.  420%  dieser  Pol  aber  für  den 
Punkt  z  nicht  erreichbar  ,zuto\^Q  der  Bedingung  (ß.)].  Endlich  ist 
^••ä'*i'  ^"*  *'*-''■  --Ebene  überall  stetig,  ausser  in  der  Pollinie 
[Satz  (27.  p.  415],  diese  Linie  aber  für  den  Punkt  z,  nicht  erreich- 
*^r  ijtufolge  der  Beilingung   {/.)]. 

Aber  auch  die  linke  Seite  der  Formel  (36.)  wird  sich  in  steliger 
'^eise  fortsetzen,,  falls  man  nur  über  die  elastische  Curve  a  in  ge- 
^*^neler  Weise  disponirt.     Wahrend   nüinlich  z  und   r,  sich  bewegen, 

so» 


i^ri 
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wird  die  gerade  Linie  [z'^z",  z'-j-z")  ebenfalls  in  Bewei^uns!  be- 
griffen sein,  dabei  aber  stets  fern  bleiben  von  den  beiden  Polen 
LVgl.  (31.)L  DenigeniiUs  kiinn  man  die  Verbindungslinie  der  beidm 
Pole,  nändich  die  elaslischc  Curvc  0,  sich  üo  bewegen  lassen,  dass 
sie  von  jener  geraden  Linie  [z — z'\  z' -\- z")  stets  durch  irgend 
welchen  Zwischenraum  gelrennl  bleibt.  Alsdann  aber  wird  di< 
Function 

in   jedem    Augenblick    im  Bere'u-h   der  Linie    iz'  —  2",  z'-j-z")   steli^^ 
sein  [vgl.  (32.)],  also  in  stetiger  Weise  variiren  nicht  nur  Imp  dics&  w 
Linie,    sondern   auch  beim  Uebergange  derselben  aus   einer  Lage  i 
die  }n'ifhstj'i»hjcn(it'.      Hieraus  aber  folgt,  dass  die  linke  Seite  dorFoi-— 
mel   1 3(3.1,    bei    dej-  in  Rede   siehenden  Bewegung,    von  AugenbliL-^  I» 
zu  Augenbhck  in  steliger  Weise  sich  lindert. 

Alles  zusa  in  menge  fasst,  ergiebt  sich  also,  dass  die  Formel  36-)' 
von  Augenblick  zu  Augenblick  gültig  bleibt,  und  dass  sie  also  z.  B- 
auch  gültig  sein  wird  zur  Zeil  der  hJmlpunition  von  z,  z, ,  0.  — 
Dabei  ist  es  allerdings  unangenehm,  dass  die  Bewegung  der  Curve  0 
nicht  gut  von  Augenblick  zu  Augenblick  verfolgbar,  mithin  aucli  die 
schliesslichc  Endposilion  dieser  Curve  nicht  gut  angebbar  ist.  Diesen 
üebelstand  einstweilen  bei  Seile  lassend,  können  wir  das  erhalle»* 
Resultat  so  ausprechen: 

Für  die  Endposilion   (35.)   der  hinkte  z ,  z, ,  yitt  die  Formel: 

n 

0 
iro  (j  eine  noch   u  nheh  n  nnle  Curve  vorsteUl.     Jcihnli  fveisH  man,  d^' 
diese  Curve   die  beiden  Pole  verbindet,   und  dam'  sie   von  der  (feraii^^ 
Linie   [z  —  z",  z  -j-  s")   durch  injend  welchen  Zwischenraum  gelrennt  i^^' 
Aus   dieser  lüigenschaft  der   Curve  o   folgt   sofort    [Satz    (33-3^   ' 
dass  die  in  (37.)  enlhalleno  Function  0„(*j,  Z)   entvvickelbar  ist  n»  ^"^ 
den  Cosinus   der  Vielfachen    von  0,     Und   diese  Entwicklung   wi» 
auf  Grund  Af^t  Formel   (37. j,  ohne  Weiteres  angebbar  sein,   nümli- 
folgendermassen  lauten : 

(38.)    Q,A^i a\  =  ^ tiJ,,^,%^A--.)\P'^\.h{^^^^i^<^  ; 

wofili"  man,  mil  RUcksiclil  auf  (6.)   j).  -ilö,  auch  schreiben  kann: 


831 
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(39.)   (^„(/fj  +  an.2/t-»p„(;^)  =  ^*A/^,.Ag„A(5,)[pr]„;,(r)cosAci>  , 


*=ü 


wo  alsdann  ^|  eine  uttbch<tnnle  ganze  Zahl  vorslelll. 

Die  Formeln  (38.),  [ß\).]  beziehen  sich,  ebenso  wie  (37.),  auf 
die  EnJpotfiiion  der  Punkte  z,  :, .  Diese  Kndposilion  isl  aber,  nach 
(35.),  abgesehen  von  den  Bedingungen  («.),  (,:?.),  '';'.),  eine  ganz 
belicbiye.     Denigemäss  fuhrt  die  F"orniel    (39/,    zu  folgendem  Salz: 

Versfehl  man  ntilrr  0  eine  reelle  Vuriahte,  [enuT  ttnter  z,  z, 
irgend  zwei  licn  Ikttirnjuntjen  (a.),  (/?.),  (/.)  p.  440  tnlsprechende 
Punkte,  und  selzl  nrnn: 

(40.)         z  =  3 3.  -h yv^^ Vi  —  z,* cos <r>  , 

so  tfiU  die  Formel: 


M-xt 


[H.]     Q„(-?)H-äJl.2/nP„(Z)  =  ^£,//„,(?„„K):Pr]„,(5Jcos/.c|>  , 

wo  die   f I, ,  fi^f^,   [PT"\f^   dieselben    Uedeutuiujen   hüben,   wie   im    Salze 
p.  443. 

Dabei  bezeuhnel  das  in  der  Formel  41.)  enthaitene  9)1  eine  un- 
bekannte ganze  Zahl,  deren  Werth  offenbar  nur  abhängen  kann  von 
ien  übrigen  in  jener  Formel  cidhalienen  Argumenten^  also  nur  tib- 
hiingen  kann  vtm  r,  z^  und  (t>. 


I 


t)   14. 

Vierter  Theil:     Bestimmung  der  Zahl  ^L     Scliliessliches 

Resultat. 


Steht   irgend    ein  Punkt  /   zu   zwei    anderen   Punkten  *  und  z, 
in  der  Beziehung; 

So  sind,  wie  man  leicht  erkennt,  die  beiden  Dreiecke 

0  1  3       und       0  3,  Z 

einandiT  ähnlich,  vgl.  die  folgende  Figur.  Sind  also  z.  B.  z  und  z, 
gegeben,  so  lial  man,  um  Z  zu  linden,  nur  nöthig,  über  der  Linie  Oz 
ein  dem  Dreieck  0  1  z  ähnlivhea  Dreieck  zu  conslruiren.  Die  dritte 
Ecke  dieses  lelztern  wird  alsdann  der  gesuchte  Punkt  Z  sein.  Diese 
einfache  Ueberlegung  ftihrl  sofort  zu  folgendem  Salz: 


4SI 


Jkumanh, 


I5i 


Setzt  man 


Z  ^  3Z, 


und  iäsat  »höm,  bei  fesUjehaUenem  2,,  ilen  Punkt  z  geradlinig  nach 
1  wandern,  «0  wird  gleichzeitig  der  Punkt  Z  geradlinig  nach  2, 
gehen.  Diese  siiuulkinen  Bewegungen  der  beiden  Punkte  sind  \n  der 
nachstehenden  Figur  angedeutet  durch  die  beigesetzten  Pfeile. 


*Sl 


-1 


*i 


Dies  vorangeschickt,   kehren  wir  zurück  zu  unsern  eigcnlliclieo 
Betrachtungen.     Wir  haben  zuletzt  die  Formel  gefunden: 


A  =  ■» 


h  =  n 


wo   Z  die  Bedeutuna;  hat: 


/■(=,    =.:'f) 


{42  0. )     Z  =  3  3,  +  V  <  —  3»  )^  4  —  3/  cos 0  —  3'  4-  s"eos(D  , 
und  -5)1  eine  iittbehnmitc  ganze  Zahl  vorstellt. 

Zufolge  des  Satzes  (41.)  wird  diese  Formel  (42.)  in  Kraft  blei 
ben,  wenn  man  die  .Argumente  z,  *,,  <l>,  Z,  unter  Aufrechlerhaltun 
der  Bedingungen  (ff.  ,  (/?.),  (;M,  von  einer  gegebenen  Anfotujspositior'^ 
zu  irgend  welcher  t^tidposilion  übergehen  lässt.  Kino  derartige  Be-" 
wegiing  wollen  wir  nun  in  der  Thal  eintreten  lassen ,  und  zwar^" 
unter  Festhattung  des  Punktes  2,.  Auch  mag  die  End]»üsitior» 
dahin  specialisirl  werden,  dass  bei  ihr  2  =  I  und  O  =  ^,  mithiO 
[vgl.  (42«.)]   Z  =  2,  sein  soll.     Wir  noiiren  die  Hauptsache: 


(An 


ZUH  TllEOBlB  DEK   KuGELFüNCTIOflEJf. 


fangspositioii :    3,   3,.  <t>,    I   '  Während   der  fjanzen  Bc 


Endposition 


I 


3.,    g,    5, 


wegnng  soll    der  Funkl 
z^  festgehalten  worden. 


Da  I,  fest  bleibt,  so  isl  die  rechte  Seite  f(z^z^,<^)  der  For- 
ifil  (42.)  nur  noch  eine  Function  von  z,  <J>,  und  zwar  eine  atetiye 
^'unclion  voo  ;,  <t>  [wie  sich  solches  leicht  ergiebt  aus  der  auf 
'p.  451  über  T,,,,  2  gemachten  Bemerkung.  Diese  rechte  Seite  der 
Formel  42.  wird  daher,  wJlhrend  der  in  Rede  stehenden  Bevvegung, 
Schritt  für  Schrill  in  dditjer  Weise  sich  lindern,  (gleiches  gilt  mithin 
auch  von  der  Unken  Seile.  Ccborschreitel  also  der  Punkt  Z  in  ir- 
gen  einem  Augenblick  die  Polhnie,  und  wachst  also  in  diesem 
Augenbh'ck  C>„  :  um  -f- 2  ;T r  P„  ; /)  an,  so  muss  in  demselben  Augen- 
blicke die  Zahl  9)i  wachsen  um  4"  '•  Dabei  gelten  die  oberen  oder 
unteren  Vorzeichen,  je  nachdem  der  ücbergang  vom  oben}  zum  müern 
Ufer    der    Pollinie,     oder    in    umtjch  ehr  lern    Simte    eiiblgl    ,vgl.    i^8.} 

p.  4n;. 

Im  Allgemeinen  wird  der  Punkt  Z,  wahrend  das  System  i,  2,, 
^ ,  Z  aus  der  Anlangsposilon  in  die  lindj>osition  übergeht,  die  Pollinie 
irgend  weiche  Anzahl  roit  Mtilfti  überschreilen .  Wir  wollen  zuvörderst 
annehmen,  dass  nur  eine  solche  Ueberschreilung  statlf^clnde,  und  dass 
diese  von  oben  iituh  uitten  erfolgte,  etwa  von  0  nach   LI. 

M  I  Anfangspoaitinn ' 


Z  (Endpositiont 


Bezeichnet  man  die  Zeil  der  Anfangsposition  tiiit  ff,  sowie  die 
^^ilaugenblicke,  in  denen  der  Punkt  Z  in  0  und  U  einlritlt,  respectivc 
•"^M  <o  und  fjr;,  endlich  die  Zeil  der  Endposition  mit  t^,  so  wird 
^*e  zur  Zeit  der  Anfangsposition  geltende  Formel     42.): 
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okm  Aenderung  der  Zahl  M  fortbestehen  während  des  Zeitraumes 
(.1^.  Sodann  aber  wird  im  Zeitelement  tgt^j  die  Zahl  ^  um 
—  I   wachsen.     Und  die  so  entstehende  neue  Formel 

wird  nun  ihrerseits,  ohne  Aenderung  der  Zahl  {9R  —  1),  in  Krall 
bleiben  während  des  Zeitraums  t^4^,  und  speciell  im  Augenblick  (j^ 
[vgl.   (43.)]  die  Gestalt  annehmen: 

Der  hier  auftretende  Ausdruck  fii ,  z^,  ^j  hat,   wie  aus  (42.) 
ersichtlich  ist,  den  Werth: 

d.  i.  den  Werth: 

denn  es  ist  e^=  i ,  ferner  /9„„  =  1  ,  und  0„o  =  On  [^8'-  P-  *^^' 
femer  (21.)  p.  445  und  (II.)  p.  407].  Somit  geht  die  Formel  [l^] 
über  in: 

woraus  folgt: 

m-i  =ö  , 
mithin : 

Wl=\  . 

Dieses  3Ä  repräsentirt  aber  den  Werth  von  5Jl  in  der  Formel  {l^^■]•, 
d.  i.  den  Werth  von  501  in  der  Formel  (42.)  zur  Zeit  der  Anfan^s- 
position.     Also  der  Satz: 

Durchschreitet  der  Punkt  Z,  während  das  System  z,  z^,  0,  ^ 
aus  seiner  Anfangsposition  in  seine  Endposition  übergeht,  die  Pö^' 
linie  nur  einmal,  und  zwar  von  Oben  nach  Unten,  so  wird  das  * 
(42.)  enthaltene  W  zur  Zeit  der  Anfangsposition  =  1   sein. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  man,  wie  nun  leicht  zu  überseh»  ^ 
ist,  zu  folgendem  allgemeinern  Satze  gelangen: 

Durchschreitet  der   Punkt  Z,   während   das   System  z,  z,,  O, 
aus  seiner  Anfangsposition   in  seine  Endposition  übergeht,  die  PoUit^ 
im  Ganzen  (9Zq+  9Zj,r)   Male,  und  zwar  '^q  Male  von  Oben  nach  Unter''' 
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«/  '^yif  Male  von   L'nteit  nttift  Oben,    so  ivird  das  in   (42.)   enthailctie 
zur  Zeil  der  Anfan gsposilion  den    Wetth  besitzen : 

I  (44.)  Ü)t-=gio-tlt^r    . 

iftci  i*/,  tt'ic  immer,  vorausgesetzt,  dass  die  Dedinyiüttjeii  («,),  (/?.),  (y.) 
Unndig  aufrechl  erhalten  bleiben. 

Man  kaoii  aber  die  Bewegimg  der  Argumente  z,  z, ,  <t>,  Z  aus 
T  Anfangs-  in  die  Hndposilion   {"olgendeiriiassen  bewerkstelligen. 

1.  —  Man  denke  tiicli  zuvörderst  das  System  z,  z,  ^  O,  Z  in 
iner  Anfaufjspfmtion ,  und  lasse  nun   {ohne  sonst  etwas  zu  ündern) 


rr 


B  reelle  *,    von  seinem  Anfangswerllie  aus,   zu  ~   wachsen  oder 
nehmen*  .     Hierbei  wird  der  Punkt 


f  (45.)       Z=   S'+3"COS0  ==    5S,  +  K1  —  3*Vi  — 3,*C0Sa> 

geradliniger   Bahn    furtlaufen,    nämlich    llings    der    Linie    (z  — s", 

iz")  hingleiten,  und  schliesslich  in  die  Lage  hineingelangen: 
b    (46.)  ^r=3'=33,    . 

i   dieser    Bewegung    bleiben    2,   z^    ungeiindert,    mithin    die    IJe- 
igungen   («.),   (/?.),   (y.)   unverletzt. 


7r 


II.  —  Sodann  halte  man  den  Punkt  z.  und  den  Werth  0  r=  — 
(f,  lasse  aber  den  Punkt  z  in  ijeradliniger  Bahn  zum  Pole  \  wan- 
iTQ.  Hierbei  wird  der  Punkt  Z  [Satz  m.)  p.  454],  von  seiner  Po- 
üon  (46.)   aus,  in  (jeradlini^er  Bahn  zur  Position 

(47.)  /=.. 

beigeben.      Auch    werden    bei   dieser  Bewegung   die    Bedingungen 
*•)>  iß')y   (/■)»  ^^'^^  "*^"  leicht  idjersJeht,  wiederum  unverletzt  bleiben. 

Nach  Ablaut'  der  beiden  Processe  L  und  II.  befindet  sich  als- 
on  das  System  z,  z, ,  4>,  Z  in  seiner  t^ndposition  [vgl.  (43.)]. 
^ieich  sieht  man,  dass  der  Punkt  Z  bei  Ausführung  der  genannten 
>cesse  die  gebrochene  Linie**) 

(48.)  {Z,    -J,  z,] 

abläuft,  wo  unter  Z,  z',  z^  die  Anfangapositionen  dieser  drei  Punkte 
i^erslehen  sind. 

J  Nämtich   wachsen  oder  abnehmen,  je  iiaclideiu  der  gegebene  Aafangswerlh 
y*^   kleiner  oder  grösser  als  —  ist. 
Vgl.  die  Note  p.  446. 
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N)i\^  =   t     und 


Zufolge   des   Salzes    (44.)    wird   dahür   die   io    (42.)    enilia1t«ue 
Zahl  W  zur  Zeit  der  Anfiitujsposilion  den  Werth  haben 

(49.)  gji  =  oio-^?Ir. 

wo  ^\(j  und  91  f:  angeben,   wie  oft  jene  gebrochene  Linie   (48. 
Pollinie  von  Olien  nach  öüteu,  respeclive  von  Linien  nach  Oben 
schreitet. 

Nun  wird  ollenbar  die  gebrochene  Linie  (48.)  die  Pollinie 
weder  gar  nicht,  oder  zweinud  oder  nur  eittmai  Uberschreiten.  F 
*/ör  kt'itte  Ueberschreilung  stall,  so  ist  91^=  0  und  9tp  =:  0, 
hin  auch: 

Finden  zwri  lleberschreitungen  stall,  so  wird  (wie  die  geo-  , 
metrische  Anschauung  zeigt)  die  eine  von  Oben  nach  Unten.  ^H 
andere    von     Unten    nach    üben    erfolgen,     njtthin    '^^  '     ""* 

^Ifj  ^  I  ,    und   folglich 

{B.)  m  =  o 

sein. 

Findet  endlich  nur  eine  einmalige  Uebersch reitung  stall,  so  w 
falls    dieselbe    von    Oben    mu-k    tnlcu    erfolgt,    9l(j  :=  1,    Hiljr 
mithin 

(C.)  3)1  ^  \  , 

und  andererseits,  falls  dieselbe  von  ihlai  nnvh  Oben  erfolgt,  9Jfj  = 
^f^,.  =  1  ,    mithin 

(C.)  9)1  =  —  t 

sein. 

Diese  Angaben  fA.),  (ß.i,  (6'.),  (C.)  bestimmen  die  in  der 
Formel  (42.  enlhallene  Zahl  ^  zur  Zeit  der  Anfangsposilion.  Jene 
Anfangsposition  war  aber,  abgesehen  von  den  Bedingungen  «.i 
(/J.),  (/.),  eine  ganz  beliebige.  Detngemass  gelangt  man  auf  Gruwl 
iler  Formeln   (42.),   (A.),   iß.),   (C),   (C)   zu  folgendem 

Resultat.  —  Versteht  mau  unter  ft>  eine  recUe  Variable,  fcnttr 
ttnter  z,   z     irgend    zwei    den  Bedingungen    \a.),   (ß.),   {/.)  p.  440  ent- 


sprei 


hende   Punkte,   nnil  setzt  mtui. 


(50. 


+v< 


yt 


cos  0 


80  gilt  die  Formel. 


Zur  TtiEOBJE  der  Klgelfunctiosen. 


A  =  OD 


;•  =  n 
**  '*»  Ä»A   L^-^n/i    *i^^sf^^^^^^   liedeuitinfjen    haben   wie   in  den  früheren 
Sätztn  (p.  i45  und  p.  453'.     Ks  besitzen  also  die  (^  die  auf  //.  4()G 
tmtjegebetmi  Wertbe.     Ferner  ist 

U{n  —  h] 


(5^.: 


t^nh 


Tl(n 


für     A  ^  n  , 


/'n/i  = 


n[/i  +  «)TT(A  — n  — i)   ' 


/"«>•       A  ]>  7J 


Ciwi  endlivh  ist  unter  \J*T''nf^  die  Funvtioti  P,,,,  oder  1]^,^  :u  verstehen, 
je  uachdem   h  ^  n    oder  h  ^  n   ist. 

Die  in    51.     enthaltene  Zahl  '^l  ist  je  nach   L'in.'itändeH   =^  l)  oder 
=  I  oder   r^  —  1  .      ikn   hierüber  entscheiden    zu   können,    v.07istruire 
OMin  deti  Punkt  z'  =:  zz^  imd  die  gebrochene  Linie 
(53.)  (Z,   z\   =,)  . 

Akdann  wird  9)?  =  0  sein,  wenn  diese  gebrochene  Linie  die  PoUinie 
mitkieäer  gar  nicht  oder  zweimat  überschreitet.  Hingegen  wird 
?)?  =  -j-  1  sein,  falls  die  gebrochene  Linie  die  Ptdiinie  e  i  n  m  a  l  iiber- 
ickreiU't,  und  zwar  =  -\-  1  orfer  =  —  1  ,  jcnachdem  diese  einmalige 
Memchreitung  von  Oben  nach  Unten  oder  aber  von  Unten 
nuch  Oben  erfolgt.  —  Vgl.  übrigens  die  Bemerkung  auf  p.  429. 

Es  entsteht  schliesslich  noch  die  Frage,  ob  die  soeben  zur  Be- 
slimuiuog  der  Zahl  Wl  gegebene  Regel  unter  allen  Umstunden  brauch- 
bar und  ausreichend  sei,  —  ob  also  die  Anzahl  der  Punkte,  in 
denen  die  gebrochene  Linie  ■^53.]  die  Pollinie  überschreitet,  unter 
alleo  Umständen  einen  der  Wertbe  0,  1,  2  besitzt.  Es  wäre  Ja 
z.  B.  denkbar,  dass  die  Punkte  Z  und  z'  beide  auf  die  Potlinie  fallen 
tonnen:  alsdann  aber  wurde  ein  Theil  der  gebrochenen  Linie  mit 
<l^'r  Pollinie  zusaniiuenfallen,  mithin  von  bestimmten  Ucbersuhreitungs- 
pimklen  der  einen  Linie  durch  die  andere  nicht  weiter  die  Rede 
seia.  Oder  es  würe  vielleicht  auch  möglich,  dass  die  gebrochene 
Uaie  unter  ümst'änden  durch  einen  der  beiden  Pole  hindurchgeht. 
Ittd  alsdann  würde  es  zweifelhaft  sein,  ob  ilieses  Hindurchgehen 
(iurch  den  Pol  als  eine  Uebersckreitung  der  PoUinie  aufzufassen  sei 
öder  nicht. 

Um  über  derartige  Schwierigkeilen  hinwegzukommen,  sei  zu- 
»ürderst  hervorgehoben,  dass  0„{Z]   für  einen  Punkt  Z,  der  auf  der 
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Pollinie  liegt,  gar  keinen  bestimmten  Werth  iiat  [wie  solches  aus  dem 
Satze  p.  417  sofort  sich  ergiebt].  Soll  also  der  Werth  von  Q^l] 
überhaupt  angebbar,  respective  in  eine  Ueihe  entwickelbar  sein,  so 
muss  der  Punkt  Z  von  der  Pollinie  durch  irgend  welchen,  weno 
auch  noch  so  kleinen  Zwischenraum  getrennt  sein. 

Beachtet  man  nun  überdies,  dass  stets  an  den  BedioguDgen 
(«.),  {ß.),  (/.)  festzuhalten  ist,  und  dass  also  der  Punkt  z^  ebeofalls 
durch  einen  gewissen  Zwischenraum  von  der  Pollinie  getrennt  sein 
wird,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Ausspruch: 

J         Die  beiden  Endpunkte  Z  uod  z^  der  gebrochenen 
l  Linie  (53.)  liegen  stets  ausserhalb  der  Pollinie. 

Andererseils    sei    daran    erinnert    [vgl.   p.  457] ,    dass  die  ge- 
brochene Linie  (53.)  eine  Bahn  vorstellt,  welche  der  Punkt  Z  durch- 
laufen würde,  falls  man  den  Argumenten  z,  z^,  <t>  eine  gewisse  den 
Bedingungen     («.),    (/?.),    {y.)    entsprechende    Bewegung    zuertheilen 
wollte.     Bei  derartigen  Bewegungen  aber  kann  der  Punkt  Z  [nach 
Satz  (31.)  p.  447]  niemals  in  einen  der  beiden  Pole  hineingeratheo- 
Folglich  wird  jene  gebrochene  Linie  niemals  durch  einen  der  beiden 
Pole  hindurchgehen.     Mit  andern  Worten: 

Die  beiden  Endpunkte  der  Pollinie  werden  steti? 
lusserhalb  der  gebrochenen  Linie  (53.)  liegen. 

Aus  den  beiden  Sätzen  {A.)  und  {B.)  folgt  nun  aber  sofort, 
dass  die  Anzahl  von  Malen,  in  denen  die  gebrochene  Linie  (53.) 
die  Pollinie  überschreitet,  stets  in  ganz  bestimmter  Weise  durch  eine 
der  Zahlen  0,  1 ,  2  ausdrückbar  ist,  —  mit  Ausnahme  eines  einzigen 
Falles. 

Dieser  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  z'  auf  der  Pollinie  liegt,  über- 
dies aber  Z  und  z,  beide  auf  derselben  Seite  der  Pollinie,  z.  B.  beide 
auf  ihrer  oberen  Seite  sich  befinden: 


'«•'  {«, 


»1 


ZuB  Theorie  der  KiiiELPUNCTioNEN. 
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>.. 


Al.sdann    nümlkh    wird  jeno  Anzahl    von  Malen,    in   denen    die 
gebrochene  Linie  die  Pollinie  übiMschreitel,  nach  Belieben  ^0  oder 
=  2  zu  setzen  sein,   jcnaclidem    man    den   Piinkl  z    auf  dem  obern 
[oder   untern    Ufer    der    Poliinie    sich    vorstellt.      Hierdurch    eolstebl, 
glücklicher  Weise,    für   die   Bestimmung   der  Zahl   ^f    keinerlei    Un- 
isicherheit.    Denn  diese  Zahl  9)?  ist  ja,  nach  unserer  Regel,  ein  und 
\dieielbe,   einerlei   üb  die  Anzald  jener  üeberschreitungen    =  0    oder 
1=2  ist. 

Alles    ziisaniiuengefasst,    gelangen   wir   also    zu    folgendem  Aus- 
spruch : 

Der  Satz  (51.)  ist  selbstversimidlich  nur  dunit  anwendbar ,  wenn 
f(l^[2)  einen  hestimmim  Werlh  hui;  und  dies  wird  nur  dann  der  Fall 
«in,  wenn  der  Puukl  Z  von  der  Poliinie  durch  irtjend  nrlehen,  wenn 
auch  noch  so  kleinen  Zwia ehe n räum  (jctrennl  ist.  Solches  aber 
torausgcaetzt^  wird  die  von  tins  [bei  (33.)  1  zur  iieatimmumj  der  Ztthl  ^l 
ffhi'nc  Hegel  unter  allen  Lmsttinden  brauchbar  und  ausrei- 
chend sein. 


Anhang. 


£s  inrd  gezeigt,  dass  Bäinmtliche  Kugelfuuctionen  Pj''\  C>„^'^\ 

gjh)^  yrjA)  diiijitellbar  siiiil  als  Ditfereiitialquotieiiteu  einfachiir 

trigouometriBcher  Ausdrücke. 

Es  mögen  /',  m,  i»,  {/,    V  folgende  Bedeutungen  haben: 


IS.) 


f 


(cOSClf I  SlQ  It)  COS  ff)" 


u  =  f   fcoship  .dtp  , 
r  =  f  /"sin  h  tp  .dtp  , 


U  = 
V  = 


u 


(sin  w) 

V 

(sinw) 


H  ! 


Hier  soll  »  eine  positive  ganze  Zahl,  und  i  ^  y —  1  sein;  wahrend 
h  eine  complexe  Constante  vorstellt  untl  w,  ip  complexe  Variable  sind. 
Dabei  sind  die  Integrationen  hinerstreckt  zu  denken  in  der  <^-Ebene 
über   irgend  eine  geschlossene  Curve  t. 
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Wir  wollen  nun  diese  Ausdrücke  u,  v  ,  U,  V  einer  näheren  Inier- 
suchung  unterwerfen,  indem  wir  dabei  ah  Basis  unserer  Untersuehu^ 
den  Umstand  benutzen,  dass  der  Ausdrutck  f  (1.)  der  Differenüül- 
gleichung 

(3.)    nin^i)r+J-.nsinJM  +  -±-.fL=0 
'       ^  "       sinij    b(o\         biaf       sin*w    b<p- 

Genftge  leistet  [vgl.  (2.)  p.  434]. 

Aus  (3.)  folgt  durch  Multiplication  mit  cos h(p .d<p,  uod  In- 
tegration über  a: 

(4.)    n(n-{-\)u-{-—. —  -r — fsinftjr— )  +   •  «      /  T-4cosÄa).dflp  =  0  , 
*    '       \     ■     /      '   sinj^    ^j^y         ^^^|       sin*(t}Ja  b<p^  ^      ^ 

WO  u  die  in  (2.)  angegebene  Bedeutung  hat.     Diese  Gleichung  [i] 
aber  kann  mit  Rücksicht  auf  die  Identität: 


^coship  =  ^^^coshfp-\-hfs\nhqi^  —  h*fco8h<p  , 

und  mit  Rücksicht  auf  die  hieraus  entspringende  Formel: 

/   y^coshcp.d^  =  — h*  I  fcosh(p  .dff  ^ — h*u  ,         [vgl.  (2.)], 
auch  so  geschrieben  werden: 

(5.)     (n(„  +  <)_J^)u  +  ^~(sinc.^)  =  0, 
oder,  falls  man  cosco  =  fi  setzt,  auch  so: 

(6.)     („(„  +  „_^)„_«„^  +  (,_p.,»i^  =  0  ; 

dies  ist  die  Gleichung  (5)„|,.)  p.  407. 

Führt  man  jetzt,  mittelst  der  in  (2.)  festgesetzten  Relation: 

n  =  (sinw)* U=H-f4*)*  U  , 

U  an  Stelle   von  u  ein,    so    gewinnt   die   Differentialgleichung   (< 
folgende  Gestalt: 

(7.)     (n-Ä)(n  +  A  +  4)t^-(2A-h2)|U^-h(4-^«)^=0  ; 

und  diese  Gleichung  mag,   ähnlich  wie   früher  p.  407,    mit  (^^(' 
bezeichnet  werden. 


Zl  K   TllRORI»:  IJKR   KllGBLFlTNCTlOnEN. 
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f/=/_i_\''/"  cos  kfp.iiip 

\s'\n  i<t}  Ja  [roscj  —  i sin lu i-os^/i)""*"*  ' 

V  =  f-LV'  /'  smhtp.dfp 

\sinitj/  Ja 


Analoges    ergiebt    sich    in    üiialoger  Weise    liir  v    und   V.      Die 
Mdrücke 

^P  '         \sinw/  «/ff  (cos  w  —  i  sin  w  cos  </?]""'■'   ' 

rden  also,   welche  Liuje   und  GeaUiU  man  der  ^eschhssenen  Ctirve  <j 
der  <f-Ef/f)U'    auch    zuertfieilen   mag,    sk'L<i    Integralf   j^ein    der  Dif- 
etitialglntfnimj   ('Dnt'').) : 

P      (9.)     („_A)(„  +  A4-<)F^(9/,+2)/i^-^+(1-^«')^=0   . 

bei   beteiektui    h   eine    beliebig    yetjebene    complejce    Coustünle^ 
igegen  n  eine  positive  ganze  Zahl. 

Die  in  (8.)  angegebenen,  Über  die  Curve  o  sicli  hiuerst reckenden 

egrationen  sind  wirklich  ausführbar,  falls  man  nur  über  jene  Curve  o 

geeigneter  Weise   verfUgL      Wir   führen    zu    diesem   Zwecke,    an 

ille   von  (0,   zuvörderst  eine  neue  Variable   ein,   die  wir   (aus   be- 

idern  Gründen)    einstweilen    mit  tp^  bezeichnen,    und   die  zu  i»  in 

re/iebuug  stehen  soll: 


(iOa.) 


cos  to 


t  t'OS  (p^ 


coso» 


siDtp^    ■  ''        isinw 

solcher  Weise  erhalten  wir  für  ü  (8.)   den  Ausdruck: 

"'    ^       '"'       -fn  {tms(p„~t  cos  tp)^*^  ' 

er,  was  dasselbe  ist,  den  Ausdruck: 

^m  cos  h  (p 


d  (cos  <p} 


Um  nun  die  Integration  wirklich  auszuführen,  wollen  wir  zwei 
lenen  benutzen,  die  f/-Kl)ene  und  die  «-Ebene,  und  in  der  einen 
end  zwei  Punkte  tp^^  und  <p,  in  der  andern  ebenfalls  irgend  zwei 
nkle  z^  und  z  uns  vorstellen.  Zwischen  diesen  Punkten  mögen 
(  Relationen  stattfinden: 

H      (a.)  z  =  cos fp       lind     z^  =  cosip^  . 

^ann   ist:     dz  ^=  — sin  tp.dfp,    mithin: 
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iß') 
und   foldich: 


(y) 


d^ 


fPo 


dz 


\  1 


/ 


VI 


Durch    («.)    ist  z    eine    eindeutige  Fiinclion   von   <p. 
auch    umgekehrt  tp  zu   einer  eimieidhjen  Function  von  z  zu  inacLeo, 
bedarf  es  noch  weilerer  Festsetzungen,  die  sich  leicht  treuen  lü 
im  Anschluss  an   die    aus  («.)    entsprungene  Forme!   (;'.}•     Ist  vA 
lieh,  wie  wir  annehmen  wollen,  z^  verschieden  von   +  *  ■.  und  deoKi 
man   sich    um   z^   eine   geschlossene   Curve  s  von    solcher   Kleinheit 
heruingelegt,  dass  keiner  der  Punkte  z  =^  -\-\    innerhalb  s  liegt, ^^| 
wird  jenes  y,  auHiriind  der  Formel  (;'.),  eine  innerhalb  s  eittdeuU^^ 
und  skliffe  Function  von  z  sein,  und  zugleich  für  z  =:  z^  in  tp^  übci- 
gehen,    falls   man    nur   die    lulogralionscurve   z^...z   auf  das  Innt're 
der  Curve  s  beschrünkl,    und  zugleich  das  Vorzeichen  von    y\  — :'    I 
in   geeigneter  Weise   deterrainirt.     Solches  festgesetzt,   wird  also  f, 
niitliin  z.  ß.  auch 


(d.) 


SlOf/) 


eine  innerhalb  s  eindeutiffe  und  atetige  Function  von  z  sein 

Demgemliss    entspricht    jetzt    dem    Punkte    z^    ein    beslimnil 
Punkt    (f.^    iu    der    y<-libene,    ebenso    der    Curve   s    eine    besliuiuile 
Curve  o   in  jener  f^-Ebene.     Denkt   man  sich  nun  die  Formel  H. 
in  Anwendung  gebracht  auf  diesen  Punkt  (p^  und  auf  diese  Cii 
so  kann  unin  dieselbe,   mit  HücksiehL  auf  i'«.),  auch  so  schrei! 


(12.) 


U 


wo 


(i2a.) 


A«)  = 


cos  h  fp 
sin  (p 


eine  Function  von  z  reprasentirl,  die  [vgl.  (d.)]  innerhalb  der 
herumgelegten   Curve  s    überall    eindeiifig   und  stetig   ist.     Nach  bfr^ 
kannten!  Satze  ist  daher: 


i/f    3  —  5, 


ZiR  TiiEoniE  DER  Kdgelfunctionek. 


4«; 


woraus  durch  «-malige  DilVerentialion  nach  z^  sich  ergiebt : 
^  f      f{^)dz  8/ri     ff/-(^..) 

TominSigl  aus  (12.): 

*      (.3.)         ^=?£fi!„to,.r.^.^, 

1er,  falls  maa  für  z^  und  /';:^)   ihre  eigentlichen  Beticutungen  [vgl. 
t.)   und   (i2a.)]  sub&liUiirl; 

In  analoser  Weise  wird  man  für  V  die  analoae  Formel  erhalten: 


[14.) 


,„^.A  +  ,       \  sin  ff«/ 


((U'osf/^J" 

fzeichnel  man  daher  diese  Ausdrücke  t',  V,  nach  Abscheidung 
ihrer  conslanlen  Factoreu,  mit  11,  35,  und  setzt  man  zugleich  für  tf^ 
den  Buchstaben  \py  so  gelangt  man   auf  Grund  des  vorhergehenden 

■^tzes   (8,1,    (9.)   zu  folgendem  Resultat: 

^B        Satz.    —    IHe    mit    der  eomplexen  Conskinlcn   h   behaftelen   Aus- 
^mtücke : 

m 


«6.) 


oosw  = 


sin  (// 


cos^ 


COSbJ 


/  siniü 


(.sin ,/;)-'»-' ö"(5^^1  , 
*       ^^  \s\inp  }  ' 

tn  rfenen  D  für  -. stehL  köntim,  falh  man 

^^^^      (17,)     sinrüsio  j// =  <   , 
^^mr  ubtrdie» 

^L  (IS.)  COStU  =:  /l 

»e/z(,  wüi'A  livlichi'it  als  Fundmnen  von  ip   oder  als  Fuuiiiomm  von  w, 
^(w/cr  aui'/i  als   Fuitctioncn  von  fi   atiffesrhcti   werden. 
^         Ik'tjin'ml   mau    aidt    zur    Irlzkn   Auffmstnujuwciüe ^    so    werävu    U 

und  ^   hdftjrale  nein  dir  Dijl'ert'nüahjltncbunij    j£)„('').): 

(19.)     („_/,)(„  +  A  +  1)F-(2/,-f2)^i^  +  {l-.O^=0   . 


Abtuindl.  d.  K.  Oeullacli.  d.  WisNouKck.   XXII, 


3< 


i(t{) 


C.  N 
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Zusatz.  —  Ist  hisbeaomierv  h  eine  positive  ganze  Zakly  und  :u- 
fßeich  ^  n ,  so  wird  das  Integral  53  illusorisch  sein^  nämlidi 
identisch  verschwinden .  An  seine  Stelle  tntt  iu  diesem  hall, 
iils   Intcijral  der  Differentialtßeichumj   (l*J.  '  f'dtjendcr  Auftdnick: 

cos  !t  t/v 


(21).} 


Beweis  des  Zusatzes.    —   Es   $ui  A    eine   positive   game  Zt 
die  ^n  ist,    und  e    eine   «cAr  kleine   positive  Conslante.     Ztifulg« 
so  eben  bewiesenen  Satzes   (<^.l   ist  niiu 

fsinÄt/' 
ein  Integral  der  Gieiclmng   (l),,^'').),   und  ebenso 


25 


*       ^  \  siini»  / 


iß' 


'         ^      -J-  ^  \       sin  i/'       ^ 

ein  Integral  der  Gleichung  {^n^^*^^-)- 

Du  b  ririe  positive  ganze  Zahl  sein  soll,   so  ist  bekanntlich 
eine  ganze  rationale  Function  von  cOüt/;  : 


siuii' 


sin  h  (/; 

sin  l/' 


\;»-i 


=  /((cosi/;)"-'  4- ß  (cos  <//;," -=■  + 


Hieraus  aber  folgt,   tvfil  h  überdies  ^n  *mi  suU,  sulort : 

also   [nach   (a.)]   auch: 

9?  =  (h   ;  q.  e.  d.  primo  loco. 

Was  ferner  iL>,   bei  rillt,   so  ergiebt  sich  aus  {ß.)   durch  Enlwic 
lung  uüch  Potenzen  von  e ,    und  mil  Itücksicbl  auf  [y.) : 

\      am  ip  f 

wo  i5",   ®,    ...  Kuuctiunen  von   j/;  sind.     Da  nun  i',  der  Diflerenl« 
gleiehiing  CA),*       '  •)   Genüge  leistet,  so  gilt  Gleiches  auch  von  —  ■ 
Der  Ausdruck : 

\      sini//  / 

ist    also    ein    tntegra!    der    (ileidiwig    {'^n  ')■      •li«^''"<ui>   -«her 

wenn  man  C  zu  Null  henib.^inken  liisst,   dass  der  .\usdruck 


(»^"^)"***'»1^'^1 


ein  Inlesral  lier  Gleichung  C^i/*^-)    '*'•    —  ^-  ^-  *'•  •'"^fuiii/o  loco. 
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Isl,  wie  wir  hinfort  annehiaeu  wollen,  h  eine  positive  tjtmze 
4ihl,  so  sind  uns  gewisse  Integrale  der  in  (19.)  angegebenen  Dif- 
ferentialgleichung {'^n'*\)  von  früher  her  bekannt,  nämlich  die  In- 
tegrale : 

(2')  P,y'Hf'],     y,/''>L")r     \^%^},      T„Wiu), 

von  denen  indessen  die  beiden  letzten  nur  dann  GulligkeiL  haben, 
wenn  //^»  ist,  [vgl.  den  Satz  p.  420].  Durch  diese  schon  von 
früher  her  bekannten  Integrale  (21.)  müssen  daher  die  in  il6.), 
20.^  aufgefuhrlen  Integrale  U,  "i^,  %  •,  von  denen  das  letzte  nur 
Gültigkeit  hat  für  A^w,  in  linearer  Weise  ausdrückbar  sein.  In 
solcher  Weise  ergeben  sich   für   ft^n   die  Formeln: 

und  andrerseits  für  h'^n  folgende  Formeln; 
■  U  =AP„WC«)-HA'0,.W(»]  ,     I     ;,^„ 

wo  A,  A\  jß,  D',  A,  A',  B,  B'  noch  unbekannte  Constanten  sind. 

Um  diese  Comtanien  zu  bcslimmen  ^    führen    wir    neben  </;,  w,  ^i 
noch  eine  vierte  Variable  ij  ein,   indem  wir  setzen: 


(24. 


'? 


=  e'  */' 


Alsdann  folgt  aus   (17.;,     18.): 

NiaK   \  »COS0 

(25.)     ^t  =  cosw  =^ 


\+i}'- 


und       sin  (rjsiii  t/>  ^  1   . 


sint//         \  — 'j*  ' 

Dcnigemüss   ergeben    sich    folgende    drei   Systeme   ztftittmmvn(jvhöriijrr 
—  Wcrihc   von   «/; ,   t^ ,  /* ; 

■  ( '/'  =  0  ,       j  (//  =  »•  [ool   ,     r  V'  =  --  '■  ,oo]  , 

^L  (26.)     U  =^   .         •?=<>.  '?=oo, 

wobei  unter  dem  eingeklammerten    [c»]  das  positive  reelle  Unendlich 
zu  verstehen  ist. 

►         Bestimmung  der  Coustanten  A,  A\  //,  B'. 
Multipltcirt  mau  die  erste  der  Formeln  (22.)   mit   (I  — ,«*)'*,  und 
setzt  man  sodann  fi  einmal    ^  I  ,    das  andere  Mal    ::=  —  I  ,   so  er- 

gjeht   sich  mit  Rücksieht  auf  p.  420,    (12.),   (13.;: 

3*» 
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oder,  falls  man  jfür  U  seine  eigeotliche  Bedeutung  (16.)  eintret 
lässt,    und    zugleich   beachtet,    dass    [nach   (17.),    (18.)]    1— /j*: 

=  (sin(ö)'=  (-: — rl    ist: 
^         '  \sin  xpl 

Genau  dieselben  Formeln  ergeben  sich,  wie  man  sofort  übersic 
auf  Grund  der  «weisen  Gleichung  (22.),  auch  für  B,  F,  nur  mit  d 
Unterschiede,  dass  in  diesen  Formeln  sin htp  an  Stelle  von  cos 
auftritt. 

Ersetzt  man  also  die  SufQxe  ^  =  1  und  fi  =  —  1  durch 
damit  [nach  (26.)]  äquivalenten  Suffixe  ?/  =  0  und  jy  =  oo,  so 
hält  man  für  A,  A\  B,  ff  folgende  Formein: 


(27. 


WO  X  und   y  die  Bedeutungen  haben: 

X  =  (sinV;)'-''-D«^-^)  , 
^  \  sine/;  /  ' 

y=(sinv/)»-*-/>«(^^); 

dabei  dient  D  als  Abkürzung  für  -^ • 

^  acosip 


(28. 


Fuhrt  man  [mittelst  (24.)]  i^  für  %p  ein,  so  ergiebt  sich; 

.=  (i^pV(^'), 


(29.) 
und  gleichzeitig 


(30.)  D  = 


Aus  diesen  Formeln    (29.),  (30.)    erkennt  man  aber  leicht  [näm 
mittelst  der  Substitution  tj  =  ^'1,  dass 


9]  Zdr  Theorie  der  Kcgelfunctionen.  469 

t.     Demgemäss  folgt  aus  (SI7.): 

(31.)  M  =  ^'» 

dass  also  jetzt  nur  noch  A  und  B  zu  bestimmen  sind. 
Nun  ist  ferner  zufolge  (29.): 

<-*),=»=[(r'^'-(¥)L.' 

thin: 

W,  =  ao  =  »(>'),?  =  «    , 

a  nach  (27.): 

(32.)  A'=  iff  ; 

ass  also  jetzt  nur  noch  A  zu  bestimmen  ist. 
Zur  Berechnung  von  A  mögen  die  Ausdrücke 

rf  2rf  2d 


dcosi/;       rf(»?  +  »?"')       (4— iy-*)rf»?  ' 

(.i„^)»-»-  =  (^^)""'"  =  (|;(V-r'))""'" 


cosAy/  _  »(>?"  +  i?~^)  _  .  A_i  M-^2_ 


vickelt  werden  nach   fallenden  Potenzen  von  tj.     Man   erhält  in 
In  er  Weise: 

(a.)         Z)  =  2(1-i?-*  +  i?-«-^-  +  -...)^, 

Iß.)    {sinV/)«-A-^'  =  (ip  ''\«-Ä+^ (4  4-ai7-«+br *  +  •••)  , 

Q,  b,  ...,  51,  33,  ...  Constanten  sind,  auf  deren  Werth  es  nicht 
-Uer  ankommt. 
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Aus  {y.)  folgt  mit  Rücksicht  auf  (a.)  successive: 

/)»/^^j  =  ,-.2«(A_<)(Ä_2),jA-,_^3l'y-»4.]©Y"'  +  -- 
etc.  etc. 
(5.)      I)n^pi!L^\  ^  i  ^<in^f^_^^^f^_^^    ^^f^_n)rjh-n-i  _^^in)^h-n-i^ 

also  z.  B.,  falls  man  n  bis  [h  —  1)  wachsen  lässt: 

Hieraus  aber  folgt  durch  nochmalige  Ausführung  der  Operation  D  [mit 
Rücksichtnahme  auf  («•)]: 

Dabei  sind  sämmtliche  ^,  ^,  ...  Constanten.  Uebrigens  sind  die 
beiden  letzten  Formeln  (f.),  (^.)  vorläufig  unnöthlg,  und  hier  nur 
für  spätere  Zwecke  notirt. 

Multiplicirt  man  die  beiden  Formeln  (ß.) ,  (d.)  mit  einander,  und 
setzt  sodann  ^  =  oo,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (28.): 

W,,  =  <x.  =  (^f'''**'-2«(Ä-<)(Ä-2)...(Ä-n)  , 

oder,  was  dasselbe  ist4 

m         _/ir"*  2^-'n(/t-<) 

Somit  folgt  aus  (27.): 

(33.)    ^'=1»-    2n(A  — n  — i)'"2i'»-"n(Ä  — n  — <)  ' 

SO  dass  man  also  durch  Hinzuziehen  der   Formeln  (3i.),  (32.)   für 
die  vier  Constanten  A,  A',  B,  B  folgende  Werthe  erhält. 

(34.)  I '*"''*' ""2e«-»n(Ä-n-1)  * 

\b=  iA  ,      und      B'=—  iA  . 
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Bestimmung  der  Constauten  a,  a',  b,  b'. 

Nach    (23.)   ist: 

Dividirt  man  die  erste  dieser  beiden  Formeln  durch  ,«""'',  und  macht 
J^odann  u  =:  co ,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (9.)  p.  410  und  auf  26.) 
p.  414: 

oder,  falls  man  für  U  seinen  eiij;enlhchen  Werth  (1 6.)  substilüirl,  und 
beadilet,  dass  inach   (25. ll  —  = =  '^'"   .   ist: 

'-  ^       '  ^    f.1  cos  ((/  I  cos  J// 

L(/fos#"-'»     \  sin  v/  ;j,,,  ^  „        2"  n  (/i)  n  (« — h]  ' 

wo    der    beigefügte  Sutfix    if»  :=  0    äquivalent    ist   mit   dem  früheren 
Suffix  II  =  oo  [vgl.  (26.)].     Aus  der  letzten  Formel  folgt  sofort: 
yyi-h    2"  n  (nj  TT  (fl  — /() 


(36.) 


=  (!) 


■['-^'•"-(1^)L. 


TT(S>i)  L  V  jiii  »^  /j,i, 

Und    in   ganz    analoger  Weise   wird    sich    offenbar  aus    der    zweiten 
Formel   (35?)   folgender  Werlli  für  B  ergeben: 

,«-;i    2"n{n)TT(n  — A)| 


(37.)     8  =  (i)" 


Jliiu} 


{'-^" -(^^)l=. 


Nun   ergiebl  sich   durch  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen 


von  V' 


•    '  </cüst//  snwp    dip  \(//^    ^   ■      ^  ^       fdifj* 

cos/i  ip 


iß- 

(y. 


wo    0,  b,  und  31,  ^B,  Consianlen  sind.     Aus  (/!^.)   folgt  mJt 

Rücksicht  auf    «.): 

\  sin  ip  I       »/-'    ^       (/j  ^       ^  ^ 

\  sm  (/'  /         i//'  t/r  1^ 

etc.  etc. 
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In   analoger  Weise  ergiebt  sich  andrerseits  aus    {/.)    mit   Rücksicht 
auf  («.): 


^'■^       ^"('/'^)  =  Ä^+««/''+aKv* 


+  ...  , 


wo  die  ^,  Ö,  9)Z,  ...,    ebenso  wie  säramtliche   51,  35, Con- 

slanten  sind. 

Subslituirt  man  jetzt  diese  Werthe  (^.),  (f.)  respective  in  (36.;, 
(37.),  so  ergiebt  sich: 

d.  i. 

(j  vn-A 
7)      n(n-/o , 

und  andrerseits: 

(39.)  B  =  0  . 

Um  ferner  A',  B'  zu  finden,  multipliciren  wir  die  ersle  Gleichung 
(35.)  mit  (1 — /!*)'•,  und  setzen  sodann  fi  =  — 1.  Alsdann  er- 
giebt sich  mit  Rücksicht  auf  p.  418,  (3.):  * 

also  mit  Rücksicht  auf  p.  413,  (17.),   (18.): 

[(1-rfU]^  =  _,=A'(-1)*-«*'2Än(Ä-1)  , 

oder,  falls  man  für  U  seinen  Werth  (16.)  substituirt,  und  beachtet, 
dass  [nach   (25.)]  i  —  ^*  =  (sino>)'=(-^ — -|    ist: 

wobei  der  Suflix  /*  =  —  1  ersetzt  worden  ist  durch  den  mit  ihm 
äquivalenten  Suffix  t^  ==  00  [vgl.  (26.)].  In  analoger  Weise  ergiebt 
sich  aus  der  zweiten  Formel   (35.): 

<"■)  «'=yn[<-^>-— (*1^U..  • 

Nun   ist  nach   p.  469,   470,   nämlich   nach   den  dortigen  For- 
meln  («.),   iß.),   (y.)   und   (^.): 
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d 


V 


uod  ferner: 

Aus  dieser  letzten  Formel  folgt  mit  Rücksicht  auf  («.): 
\  sin^  /  '  ' 

\  SIDl//  /  '  ' 

etc.  etc. 

'  \  sini//  /  '  ' 

Multiplicirt  man  aber  diese   Formel  ((V.)  mit  (/?.),   und  setzt  sodann 
»^  =  00,  so  folgt: 

also  nach   (40.)  auch: 

(42.)  A'=0  . 

Was   ferner  B'   betrifft,   so   ist  nach    (24.):     tj  =  e*^' ,    mithin 
V  =:  -2^ .     Demgemäss  folgt  aus  (y.) : 

^^'o   die  91,  ©,  ...  Constanten  sind.     Hieraus  ergiebt  sich,  falls  man 
oie   Operation  D{a.)  im  Ganzen  A-mal  hintereinander  ausfuhrt: 

w^d  falls  man  jetzt  die  Operation  D  von  Neuem  (n  —  Ä)-mal  ausführt: 

UN     ™i/ .  coshil)\ 
\     smip  I 

[9i(n)  ^-t  _|_  (g(n)  ,^- 4  +  . . .]  log ,; 

°'''""'^+f"'-';i!!f-Vaw,-+«w,-+...] 
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dabei  sind  sämmtliche  01,  (^,  ...  und  ^,  fi,  ...  Comianten. 

Mulliplicirt  man  jetzt  die  Formel  («.)  mit  (/?.),  und  setzt  iy  =  oo, 
so  ergiebt  sich: 

_      <  ^n-Ä  +  i     2nn(„_A)n(Ä  — 4) 

IT) 

also  nach   (41.): 

I \n-A+i 


[,.„,r-.z,-(.^)]     =(J.)- 


(-<) 


TT^^ 


(I  \n-/i+i 
_|  {_<)2«-An{n-Ä)  , 


d.  i. 


(43. 


-=(l) 


1  \n-Ä-»n{n— A) 


Durch  Zusammenstellung  der  Formeln   (38.),   (39.),  (48.),  ;i3.) 
ergiebt  sich: 


(44.) 


X\{n-h) 
'^  —      jn-A        '  A  —  U   , 


B  =  0   , 


,      n(n  — Ä) 


B'  = 


2t»-*-'  * 


Schliessliches  Besnltat  der  im  Anhange  angestellten 
Untersuchungen. 

Substituirt  man  in  den  Formeln  (22.),  (23.)  für  U,  9S,  SS  ihre 
eigentlichen  Bedeutungen  (16.),  (20),  und  zugleich  für  A,  A',  B,  B, 
A,  A',  B,  B'  die  in  (34.),  (44.)  gefundenen  Werthe,  so  gelangt  man 
zu  folgendem  Satz: 

Satz.  —  Sind  die  Variablen  xfj  und  w  mit  einander  verbunden 
durch  die  Relationen: 

/•  \      •        •    .        I  icosxp  ,        cosw 

(I.)       SmWSini//=4     ,  COSW  =  — : ^,  cos«//  =  t-; —    , 

und  wird  überdies  cos«  =  /t   gesetzt,  so  gelten,   falls   W^n  ist,  die 
Formeln: 


(II. 


("" "^^  ^   lli^/  -  2,A-"n(A-n-1)  ' 


sin 


(A>»0  . 


vo«  Jeue«  rfie  letzte  [vgl.  p.  418  (5.)]  auch  so  geschrieben  werden  kann. 
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Und  andererseits  gelten  alsdann  für  den  Fall,  dass  h'^n  isty  folgende 
Formeln : 

(IV.)   J  vsinv;  '  (jg,,)  _ 

Dabei  steht  D  überall  zur  Abkürzung  für -,   mithin  D"   zur  Ab- 

*«'*^"«^  f^'  Jd^  ■ 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  die  Functionen  Sj-^\  ^n^^^  ä]>m, 
und  überdies  sämmtliche  Functionen  Pj'^\  Qj^^  darstellbar  sind  als 
Di/feretitialquotienten  einfacher  trigonometrischer  Ausdrücke. 

Dabei  sei  noch  bemerkt,  dass  diese  Formeln  vom  Verfasser 
sorgfältig  controlirt  worden  sind,  indem  derselbe,  auf  Grund  dieser 
Formeln ,  die  in  Rede  stehenden  Functionen  für  A  =  0 ,  1 ,  S  und 
n  ==  0,  1,  2,  3  wirklich  berechnet  hat,  wobei  sich  zwischen  den 
so  erhaltenen  Resultaten  und  den  wahren  Werthen  der  genannten 
Functionen  volle  Uebereinstimmung  ergab. 
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Zu  verschiedenen  Malen  hahe    ich  Gelegenheit  gehabl,  über  die 
erste  Entstehung  der  Nervenwurzeln  luul  iler  weissen  Substanz  mich 
auszusprechen ,    xulelzl   in   einem   vor   drei  Jahren  erschienenen  Auf- 
salze V.     Die  Klitrung  der  allgemeinen  Vorstellungen  scheint  auf  die- 
sem Gebiete    langsam  vor  sich    gehen  zu  sollen.      baniierhin    ist  nun 
auch  Kolli ker  nach  seinen  am  Schwanz  der  Froschlarve  gemachten 
Beobachtungen    zur    Ueberzeugung    von    einem    [teripherisclien    Aus- 
wachsen   der  Nervenfasern    gelangt-).      Vor  kaum   Jahresfrist    hatte 
sich  derselbe  der  Hensen'schen  Hypothese  zugewendet^)    und   die 
auffiillige  Bemerkung  gemacht,  die  Annahme,  dass  Nerven  als  Bündel 
feinster  Axencylinder    mit    freien  Enden   in   die   Peripherie  wachsen, 
siuize  sich,  genau  besehen,  auf  keine  directe  Beobachtung.    Ich  hatte 
g*?§laubt,   über  diesen  Punkt  keine  Zweifel   mehr  gelasf^en    zu  haben 
^^uti  komme  nunmehr  um  so  lieber  auf  die  Sache  zurück,  als  mir  die 
ielzle  Zeil    neues    und    vorzügliches  .Material   zugeführt    hat.      Es  ge- 
lieren dahin  insbesondere  zwei  vortrelTlich  erliallene  nienscliliche  Em- 
tii'yonen,  deren  einen  von  G,9  mm  N.  Lunge  ich  Herrn  Di'.  Brennecke 
■ö  Sudenburg-Magdeburg  veidanke,   während  mir  der  andere  10,9  mm 
lange  von  Herrn  Prof.  Dohrn  in  Neapel  geschenkt  worden  ist.     Die 
*>ci€len,  als  Bvi  und  als  N  bezeichneten  Embryonen  sind  nach  voran- 
S^Saugencr  Htimatoxylin-  und  Eosiufllrbung  in  Scheiben  von  je    1  0  /f, 
^Hiz.  für  die  frontal  getrotlene  Schlussstrecke  von  Br^  in  solche  von 


L 


')  Honogr.  über  die  lliiiinchcncnlw.    1868.    pg.  106  w.  ir.   und  1(58  u.  (f.   und 
Vosere  Körperform  pg.  93  u.   H".    Anatomie  nienschl.  Embryoaeii  I.  S.  40.     Archiv 
^'    Anat.  Physiol.     .^iiat.  Abth.  1880.   S.  474    und   1883.    S.  16.3    (in   dmi  rolgendcn 
Cilat^n  blos  als  »  Archiv  *  bezeichnet). 

'    Kölliker,  Histol.  Studiea  an  Balrachierlnrvea.    Zeitschr.  f.  wissensch.  ZooE. 
^^-  -KLIII,  pg.   1  u.  IT. 

^  Derselbe,    Die  Bedeulung  der  Zellenkerne  Tür  die  Vorgänge  der  Vererbung. 
f-lif'iiJas.  Bd.  XLtl.  pg.  37  u.  lt. 
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5  fi,  zerlegt  worilen.  Mit  den  in  fi  Uheicn  Arbeiten  behanclelteo  Em- 
bryonen Lij  und  ft  bilden  die  neuen  Stücke  eine  Keiiie,  welelie  fiir  die 
Aofaugsenlwickeiung  enlscheidende  Ansehauungen  gewahrt.  Dazu  kom- 
men ergänzend  hinzu  die  Eratirjonen  Hl,  A  und  B  und  für  die  Zeit 
zweiten  Monats  S|,  ScA,  ifj,  Zw  un*!  Lo.  llievon  sind  A  und  B  elv 
vorgerückter  als  Btty  Si  etwas  weiter  ais  N.  Die  dicken  Schnif 
meiner  alteren  Prüparale  beanspruchen  als  Uebersichtsprliparate  auch  | 
neben  den  feinen  neueren  Schnitten  immer  noch  ihren  VVerlh.  da  ' 
bei  ihnen  die  Massengruppiruns^  deutlicher  denn  bei  diesen  hervo^j 
tritt;  auch  zeichnen  sich  bei  den  feucht  geschnittenen  Prdparateo  ^^| 
äusseren  Formen  entschieden  scharfer,  als  bei  den  der  Paraflinein- 
schnielzung  unterworfenen. 


4 


Bei  Lg  {^\o  ntm  lang)  ist  das  KUckenmark  erst  Iheilweise  ge- 
schlossen, die  Anlage  rein  zellig,  von  Nervenwurzeln  und  von  Laiigs- 
strengen  keine  Spur  vorlianden.  ^j 

Bei  R  (55  mm  lang)  ist  das  Uilckeninark  durchweg  geschlossS^^ 
die  ersten  Aidageu  von  einem  MarkgertJst  und  von  motorischen  Wur- 
zclfasern  treten  auf,  dagegen  fehlen  noch  sensible  Fasern,  sowie  Längs- 
und  Commissuren fasern. 

Bei  Bti  sind  die  ersten  sensiblen  Fasern  ins  Mark  eingedruns 
die  vordere  l.ommissiir  und  die  i.iingssIrUnge  beginnen  sich  zu  bilc 
das  Rtlckenmark  hat  noch    keine  Blulgefcisse    und   die  peripheriscl 
Nerven  reichen  nur  bis  in  die  Wurzel  der  Extremitäten  hinein. 

Bei  N  sind  alle  Haiiptanlageu  vorhanden;  die  Zahl  der  mo- 
torischen und  der  sensiblen  Fasern,  die  Ausbiklung  der  Löngsstraiige 
und  diejenige  der  vorderen  Comniissur  hat  erheblich  zugenoirinien, 
unil  In  das  Rückenmark  sintI  niimiielu'  iuicli  Blulget>lsse  eingetretoo; 
die  NervenstUnime  sind  bis  in  die  Kxlremitliten  vorgedrungen,  oll 
indessen  schon  deren  l'eripherre  erreicht  zii  haben. 

Nach  ihrem  ungefiihren  Alter  und  nach   ihrer  Länge  ordnen 
die  in  diesem  Aufsatz  benutzten  Embrvonen  also: 


idoy 

1 


2.18 

mm 

,4.25 

- 

5.5 

- 

6.9 

- 

7 

- 

7.5 

- 

ca.    2    Wochen 
-   3— 3V2- 


-     4 


Seh 

Zw 
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Als  Material  t'üi  die  liisloIügi>che  Enlwirklung  des  Nervensysteius 
sind  iDcnschlicho  limbi  youc-'n  erlioblich  gün.sligcr  denn  irgend  welche 
voD  den  thieristlien  Enibryoncn,  die  ich  bis  jetzt  zu  untei^ucben 
Gelegenheit  gehabt  habe. 

Die  primäre  Gmiipining  der  Zellen  des  Rückenmarkes 
bis  zum  Begiuii  der  füiifteu  Woche. 

Schon  an  der  ungeschlossenen  Medullarplalte  {Lg)  sind  die  Zellen 
vorwiegend,  obwohl  nicht  ;iussch[iesslit'h  ,  cadillr  gestellt,  und  zwar 
zeigt  sich  eine  hüselielfönnigc  Cru|»pining  der  Art,  dass  kleine  Coni- 
plt'xe  radiilr  angeordneter  Zellen  dicht  zusamujengedrtingl  sind  und 
voQ  benachbarten  Complexen  durch  lundlicbe  oder  dui'ch  ovale  ZmI- 
sclieiu-Jlijnie  getrennt  bleiben;  dabei  lindet  sich  auch  vielfach  eine 
pinselfüniiige  Divergenz  der  demselben  Biiscliel  angehörigen  Zellen; 
die  Itbrig  bleibenden  Lücken  sind  stellenweise  Crei,  stellenweise  sind 
sie  von  anders  gestalteten  Zellen  eingenommen.  Eine  derartige 
büschelförmige  Gru[j|jiriing  ladiür  gestellter  Zellen  mit  spalHÜrmigen 
Llkien  kehrt  an  der  binenplalle  des  Medulhirrohres  noch  in  .«ipüleren 
l^ei'iodeu  wieder  und  giebt  derselben  tiin  eigenthiUidich  diirclibroehenes 
Ansehen   (Fig.  ü  und  7,  S.   4117  u.   500). 

Bevor  noch  das  MeduUarrohr  geschlossen  ist,  tritt  ein  Gegensalz 
•  in  In  der  Lagerungsweise  der  inneren  und  äusseren  Zellen.  Jene  sind 
dicliier  zusammengerückt  denn  letztere,  und  sie  erscheinen  nun  als 
die  vorwiegenden  Vertreter  der  radiär  angeordneten  Formen,  Das  Ver- 
liidlni^s  (indet  seine  nalurgeniitsse  Erklürung  in  der  Biegung  der  Platte, 
iDiOlorn  hierdurch  die  inneren  Schichten  eine  Zusaniinendrlingung,  die 
Süsseren  eine  Auflockerung  erl'ahrcn  müssen.  Ans  der.^^clben  Ursache 
eiilüii  es  sich ,  dass  von  den  der  lledianzone  angehürigen  Zellen  die 
äü.'iseren  zur  Seile  rücken,  derart,  dass  der  ventrale  Zusammenhang 
der  beiden  SeitenhJilften  nui"  noch  thu'ch  dU?  Zellen  der  Innenplalle 
'•ergestelll  erscheint'). 

^^il  zunehmender  Zahl   dei'  Zellen  nimmt    nicht  allein   die  Dich- 

''gkeit   ihrer  Lagerung  zu,   sondern    es  macht  sich    auch   hinsichtlich 

"öf  Axcnslellung  eine  sirengere  Geselzmüssigkeil  gellend.     Die  grosse 

•c^lirzahl  der  Kerne  ist   von  ovaler  Geslall   und  so  orientirt,  dass  der 


')  Arrlii\   t88.1,  p.   (65. 
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lange  Durchmesser  eioe  radiäre  Stellung  einnimmt.  Nur  die  ausser 
Lage  derselben  zeii;t  abweicliende  Richtungen,  schiHg  und  quer  zu, 
derjenigen  der  nach  Innen  liegenden.  Daneben  enthalt  sie,  besond^H 
in  ilireoi  dorsalen  Abschnitte  auch  solche  Kerne,  die  auf  dem  Quei^ 
schnitte  kreisrund  erscheinen.  Dieselbon  gehürcn,  wie  Längsschnitte 
zeigen,  soh-hen  Zellen  an.  welche  mit  ihrer  liauptaxe  longitudii 
orientirt  sind. 

Noch  ist   bei  Embryo  H  die    räumliche  Trennung   äusserer 
innerer  Zellenlagen   kaum    andeutungsweise   ausgesprochen,   dage| 
ist    dieselbe    bei    Embryo   liti    deutlich  eingeleitet.       Jederseits 
scheint    ein    äusserer    Streifen    abweichend     gelagerter    Zellen 
der     compacten     Hauptmasse    mehr    oder    minder    scharf   gescl 

den ,  als  ob  er  davon 
gesprengt  worden  wUie. 
sen  abgesprengten  Streifen  be-  , 
zeichne  ich  als  M  a  n  t  Q^^M 
Schicht;  derselbe  erreicht 
dir  Mitlelebene  des  Markes 
weder  auf  dessen  dorsaler 
noch  auf  seiner  ventralen 
Seile.  Vorn  sowohl  als  hint^ 
reichen  die  Zellen  der  Innel 
platte  bis  zur  Oberfläche  de> 
.^linkes.      Die  Mächtigkeit  (^H 


r^t^i 


S'^r^-f 


•>< 


^♦?.- 


:il 


'jTff^^ 


Fig.  i.    Durchscluiill  durch  das  Rückenmark  von 

Embryo  flr.t.     Links  ist  nur  die  Mantelscliictit  dtir- 

geslelll.    (Zu  verpl.  Fig.  t  der  Tafel.) 


Maiilelschicht  ist  in  ver- 
schiedenen Tiefen  eine  ver- 
schiedene. In  ihrem  hint<'ien 
Drittel  ist  die  Schicht  i  h\> 
3  Zellen  breit;  dann  folgt 
eine  Strecke,  innerhalb  deren 
nur  noch  ein  bis  zwei  Zellen  neben  einander  liegen  und  vorn  ver- 
dickt sich  die  Schicht  so,  dass  sie  mehr  als  die  halbe  Breite  d^' 
Medullarplattc  einnimmt  und  B  bis  S  Zellen  neben  einander  fa^^l■ 
DtM-  aulgetriebene  \ ordere  Theil  der  Manlelschicht  repräsentirt  <lif 
bckaniilc  Anlage  der  motorischen  V  o  r  d  e  r  s  ä  u  l  e  n ,  ihr  hinlerer 
Theil  geht  späterhin  in  die  11  in  ler  sii  ulcn  der  grauen  Substanz  ük'r 
uod  das  sclimale  Schal  tstUck  in  den  Hals  der  Hinlerhörner. 


7] 


Zur  Geschichte  des  Rickenmarees. 


Innerhtilb  dor  luolorischen  VortlersUulen  sind  die  Zellen  nicht 
gleichniüssig  verlheilt,  sondern  stellenweise  dichter,  stellenweise  mehr 
auseinanderliegend.  fm  Allgemeinen  lassen  sich  drei  llauptgruppen 
motorischer  Zellen  unterscheiden,  welche  iheitweise  durch  austretende 
Wurzelbündel  von  einander  getrennt  sind.  Diese  Gruppen  sind:  eine 
ventrale,  eine  dorsale  und  eine  miniere,  von  denen  die  lelzlere  die 
müchligste  ist.  Die  Kerne  der  Zellen  sind  vorwiegend  in  der  Rich- 
tung der  convergircnd  austretenden  Wurzeln  gestellt. 

Die  compact  gefugte  Innen  platte  bewahrt  ihre  grösste  Mäch- 
tigkeit (bis  zu  8  Zellen)  in  ihrer  dorsalen  EUilfte,  sie  verjüngt  sich 
innerhalb  der  motorischen  Sciulen  zu  etwa  vier  Zellenlagen,  und  am 
dünnsten  ist  sie  im  dorsalen  und  im  ventralen  Verbindungsstück  der 
beiden  Markhldflen.  Ich  werde  diese  Verbindungsstücke  in  der  nach- 
folgenden Beschreibung  als  Deckplatte  und  als  Bodenplatte  des 
Centralkanales  bezeichnen. 


Bildung  eines  Markgerllstes  (Myelosponginm 
oder  Nenrogliti). 

Schon  auf  der  jugendlichen  Stufe  von  Lg  entsenden  die  Rücken- 
markszellen, wie  ich  anderweitig  gezeigt  habe,  Ausläufer,  welche  zum 
Theil  unter  einander  in  Verbindung  treten.  Ob  diese  Ausläufer  bleibend, 
oder  ob  sie  noch  amöboid  retractil  sind,  lasse  ich  unentschieden. 
Jedenfalls  aber  entwickulu  sich  von  den  Stufen  von  Bl  und  von  /?, 
d.  h-  vom  Beginn  der  vierten  Woche  ab,  die  Anfänge  jenes  Gerüstes, 
das  späterhin  zum  Träger  der  Nervenfasern  wird  und  das  man  als 
Neuroglia  zu  bezeichnen  pflegt.  Die  Neuroglia  ist,  wie  wir  später 
zeigen  werden,  keine  einheitliche  Bihhiug,  und  insofern  ist  es  viel- 
leicht besser,  für  das  primär  auftietendc  Gerüst  einen  besondern  Na- 
men zu  wählen.  Die  Bezeichnung  einer  Markspongiosa  hat  schon 
.Schwalbe  gebraucht  und  ich  nehme  dieselbe  auf.  Als  Ausgangs- 
punkt des  .\IarkgerUstos  erscheinen  von  Zellkürpcrn  ausgehende  radiär 
gestellte  Verlängerungen,  deren  wir  innere  und  äussei-e  unterscheiden 
können.  Von  den  dem  Centralkaual  niüier  liegenden  Zellen  erstrecken 
sich  uugetheilte  und  relativ  breite  Fortsätze  bis  zur  Grenzfläche  hin, 
und  sie  bilden  hier,  indem  sie  unter  einander  zusammentretfen,  eine 
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haut  an  ige  Schicht,  die  Membrana  limitans  interna.  Mö^icber- 
weise  entwickeln  sich  schon  ziemlich  früh  Wimpern,  ich  finde  an 
meinen   Durchschnitten  vielfach    einen    krümmiigen    Saum,   der  viel- 


Fig.  3.     Gerüst  aus. der  dorsalen  RUckenmarksh&lfLe  von  EDibr)'o  Bl  (gez.  roll  Syt 

Leiti  «/»)•     VergT.  c.  4<00. 


leicht  als  verunslalteter  Wimpersanin  deutbar  ist.  Kittpröparale  siod 
indessen  für  derartige  Entscheidungen  wenig  günstig.  Manche  von 
den  inneren  Zeil  fortsetzen  sind  nur  kurz,  andere  etwas  langer, 
nachdem  die  zugehörigen  Kerne  in  kleinerem  oder  grösserem  Abstand« 
von  der  inneren  Markfläche  stehen.  Mit  starken  Systemen  untersiic 
zeigen  sie  alle  eine  deutlich  ausgeprägte  fibrillUre  Streifung. 


ZcR  Gesciiuiute  der  Hlckenmaiikes. 
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Das  ilussere  System  von  Zcllfortslilzen  zeigt  eine  gröisseie  Man- 

oigfaltigkeit  des   Verhaltens.     Manclie  von  den  gerUsIbildenden  Zellen 

entsenden  einlache  AusUiuCei-,    welche  weiterhin   gabhg   sich  spalten, 

andere  Zellen  sind  dieistrahlig  und  geben  nach  derselben  Haiiptrich- 

tuog   zwei  Aiiskiufer  ab.     Die  Ausl^uter   sind    slcltenweise    blallarlig 

verbreitert  und  sie  stehen  unter  einander  in  vielfachen  Verbindungen. 

Die  äusseren  Enden  derselben  überragen  das  Kerogcbiel    und  bilden 

eine  dünne    Belegsehichl,    als   Vorstufe   einer   weissen   Riickenmarks- 

suhslanz.      Im   dorsalen    Markabschnitle  erreichen    die    radiären   Aus- 

Uiufer  die   Wand   des   umgebenden   Kaiiales,  die  M.  li  mit  ans  me- 

aingea  und  sie  schliessen  sich  zu  einer  eigentlichen  Greuzliaut,  einer 

M.  limitans  niediillaris  zusammen.     In  den  vorderen  zwei  Mark- 

drillelu  laufen  dagegen  die  Eivden    frei   aus  und  bleiben  von  der  li- 

niitan.v  meningea  durcli  einen  Spaltraum  geschieden.     Die  Breite  der 

aus  Kiulilirfasern   gebildeten   kernfreien   Belegschicht   belrtigl  bei  Ein- 

br\o  R  an  den   breitesten  Stellen    10— 12 /f.     Auf  dem  Querschnitt 

gesehen,   ist  die  Faserung   eine    vorwiegend    frontale,    die  iiussersten 

EuilcD  der  Fasern  sind  hinten  leichl  venlralwllrts,  vorn  leicht  dorsal- 

wiirts  unigebügen,  für  die  Innern  Zellenforlsiitze  gilt  das  Umgekehrte; 

CS  beschreiben   somit   sowohl    die    vorderen   als   die    hinteren  Faser- 

sysieme  flache  Bogen*}. 

Die  Frontal-  und  die  Querschnitte   vom  Euibiyo  Ihs  geben  auch 

"»rerseits  vorzügliche  Bildei-  über  das  -Markgerüst,  auch  da  erscheinen 

^'t*  inneren   Verlilngerungeu   der  gerüstbildenden  Zellen  breit,    unge- 

^"^eiJi  un<i  fibrillUr  gestreift,  wührend  das  Kaliber  der  äusseren  Forl- 

'^«^Ize  wechselt,  stellenweise  verdünnt,  stellenweise  blatlartig  verbreitert 

^l-   Auch  da  kehren  die  gabiigen  Theilungen  der  F'ortsUtze  und  ihre 

stellenweisen  Verhinilungen  wieder.    Als  ein  vielfach  verzweigtes  Ge- 

ftlst  rnil  verschieden  gestalteten  Lücken  überragt  die  Belegschicht  die 

^üne  der  kernhaltigen  Zelleuleiber.    Einzelne  Theile  des  Gerüstes  sind 

2u  der  Zeit  von  Nervenfasern   bereits  durclisetzt,  andere  dagegen  sind 

"Och  völlig  frei  von  eingelagerten   Fasern. 

Auf  spateren  Entwicklungsstufen  nimmt  das  die  Kernzone  Uber- 
•"^gende  Markgerüst  an  Breite  erheblich  zu.  Dabei  erhalten  sich  aber 
®Uch  in  den  peripheren  Abschnitten  desselben  i-adiitre  Hauplzüge  von 


')   Arcliiv  «883.   Tat.  V.   Fig.  3  bis  8. 
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Fasern.     In    bestimmleii  Absliintlen   von  einander  stehend,    verleih 
sie  der  weissen  iMasse  ein  blättriges  GeCüge  und  aus  ihrer  Richtung 
sind  Uüekschlusse  über  die  eingetretene  Versehiebung  der  Massen 
ziehen    (Fig.  6  bis    tO,  S.   497— 50Ö). 

Die  Bildung    des   Markgerlisles    geht    derjenigen  v&i 
Nervenfase  PS trüngen   zeillich  voraus.     Letztere  entAvick* 
sich  in  die  von  jenem  tVeigelassenen  Zwischenräume  herein. 

Das  der  weissen  Substanz  angehürige  Markgerilst  ist  noch  be[ 
dem  Embryo  Zir,  d.  h.  gegen  Schluss  des  zweiten  Monats,  abgeseli 
von  BliitgeHissen ,  frei  von  kernhaltigen  Zeilenleiberu.  Bei  Lo  si 
sparsame  Zellen  in  ihm  zerstreut  und  ira  Verlaufe  des  drillen  Monats 
treten  solche  etwas  reichlicher  auf.  Von  den  Zellen  der  grauen  Sub- 
stanz können  in  der  Zeit  diese  Zellen  nicht  mehr  abgeleitet  werden, 
man  kann  sie  nur  als  .Abkömmlinge  von  Wanderzellcn  deuten,  welche 
von  den  Blutgefässen  aus,  oder  doch  mit  diesen  in  das  Mark  gelang 
sind  und  die  sich  hier  ausgebreitet  haben.  Die  in  neuester  Zeil  v<| 
Ran  vier  und  vonGierke')  wieder  eingehend  beschriebenen  Deiteri 
sehen  Pinselzellen  können,  wenigstens  insoweit  sie  der  weissen  Si 
stanz  angelWiren,  unmöglich  mit  den  gertistbildenden  Zellen  der  ecl 
dermalen  Markanlage  idenlificirt  \^erden ,  sie  sind  meines  Erachte« 
Uindegewebszellen,  welche  dem  pvimiircn  GeriJst  angelagert  sind.  In 
Betreff  der  in  der  grauen  Substanz  auftretenden  Zellen  wird  es  noch 
besonderer  Untersuchung  bedürfen,  um  zu  entscheiden,  welche 
primüreu  und  welche  der  secundüren  Anlage  angehören. 


l>ie  vorderen  Wurzelfaseru ,  die  Bogenscliicht  und 
die  vordere  Commissur. 

Die  ersten    im   Mark    auftretenden    unzweifelhaften  Nervenfas 
sind  vortlere  Wurzelfasern.     Wie  ich  dies  in    meinem  früheren  An 
satze'^)    beschrieben   habe,   so  siml    bei  Embryo  II   die    Wurzeln 
kleine  Büschel  kernloser  Fäden  angelegt  und  sie  lassen  sich   in  d< 


')  Raovier,  l-aboratoire  d'Histologie  du  College  de  France,  Travaux  de  ranrl 
1883.  p.  101.  Gierke  in:  Aniiiv  für  mikr.  Aiiat.  Bd.  S5.  S.  ii\.  Besondc 
betuerkeiiswertli  sind  die  Figuren  H  bis  \'6  von  Tu  f.  X.\I. 

'i)  Arctiiv  1883.  S,  «83. 
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vorderen  Markhalfle  zu  Zellen  zurttckverfolgen,  welche  im  Allgemei- 
nen nahe  bei  den  Austriltsslellen  sieben  und  deren  Kerne  gegen  die 
letzteren  hin  convergiren.  Ein  ähnliches  Bild  gewlihren  auch  die 
Schniüe  von  Brs,  nur  isl  hier  die  Zjihl  der  tiusiretenden  Fasern  und 
demgeniciss  der  Bezirk  der  zugehürigen  Zellen  enlschiedeo  grösser 
geworden.  Besonders  ist  zu  conslaliren,  dass  viele  \on  den  aus- 
tretenden Wurzel  fasern  aus  lieferen  Schichten  stammen.  Kleine 
Bilndek'hen  derselben  (Illingen  sich  zwischen  den  iliisseren  Zellen- 
gruppen hindurch,  um  die  Oljerfliiche  zu  erreichen,  allwo  ihrer  jewcilen 
wieder  mehrere  nach  einer  gemeinsamen  AusUiltsslelle  Irin  conver- 
giren. 


Fig.  3.    Motorische  Zelle  von  Embryo  fl,  dieselbe  überragt  den  Rand  des  Rikkenmarks. 
Letzterer  ist  an  der  Figur  durch  einige  (ierüstbntken  bezeichnet.    (Gez,  mit  System  Leilz  '/mO 

Vergr.  c.  nofl. 


Die  von  den  Zellen  abgehenden  Nervenfasern  lieginnen  in  der 
Nähe  des  einen  Kernpoles  mil  conisch  verbreilerler  Basis  und  sie 
zeigen  beim  Ursprtmg  eine  deullicli  fibriHtlre  Streuung.  Ausser  dem 
einen  Axencvlinder  sind  andere  Forlslilze  kaimi  andeutunesweise 
vorhanden.  Der  Zellenleib  Uberraüit  den  Kern  nur  um  Wenia:es  und 
da  wo  man  Gelegen  heil  hat,  denselben  etwas  frei  zu  sehen,  zeigt  er 
sich  mit  mehieren  sluuipl'eD  Spitzen  besetzt.  Demnach  iiillt  die 
Ausbildung  der  verzweigten  Fortsätze  der  Zeit  nach  er- 
heblich spiiter,  als  die  des  Axencv  linderfortsatzes. 

Neben  der  .^lehrzahl  von  Fasern,  welche  aus  den  Zellen  der 
motorischen  Sliule  in  die  Wurzclbundel  eintreten .  linden  sich  stets 
auch  einzelne,  welche  ventraKviirts  gerichtet  sind,  und  die  mit  den 
Fasern  der  Bogenschicht  in  die  vordere  Cominissur  eintreten.  Solche 
riickiciiuüge  Axencylinder  entstammen  vorzugsweise,    aber  nicht  aus- 
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schliesslich  der  ventralen  Zelleugruppe  der  VordersJlule.    Der  lelw! 
tritt     uioloriseher    Axencylinderforlsälze   in    die    vordere  Commiss 
ist  übrigens  eine  auch  für   das   ausgebililele  Kückenmark   conslatiri« 
That  Sache. 

Sümmtlichc  Zellen  der  Süsseren  Manlelschichl  entsenden  F; 
und  zwar  schlaaen  die  Fasern  aus  den  tlorsnlwilits  liegenden  Zt'lle: 
alle  die  UJchUmi^  nach  vorn  ein  und  sie  bcschjeiben  dabei  mehr  odef^ 
miudi'r  Hache  Höhenlinien.  Indem  sie  die  Sliule  der  motorisebei^B 
Zellen  erreichen .  durchkreuzen  sie  dieselbe  und  sie  sind  theilwt'ise 
bis  über  die  iMiltcllinie  des  Abukes  liinaus  verfolgb;tr.  Diese  Fas 
liebst  den  zugehörigen  Zellen  bilden  die  Bugenschichl 
Forma  tio  a  reu  ata.  Je  weiter  vun  hinten  her  die  Fasern  kom- 
men, um  so  sieiler  wird  der  Winkel  sein,  unter  dem  sie  die  Wurzel 
biindel  krcu/en.  Daäj;egeu  ist  die  Richtung  derjenigen  Fasern,  ^\elclle 
von  den  an  die  motorischen  Säulen  anstossenden  Zellen  konnuea 
von  derjenigen  der  Wurzeln  sehr  wenig  unterschieden,  und  man  b 
kominl  den  Kindi'uck,  als  beililrle  es  geringer  Richtungsunlerschjrti 
um  zu  bestimmen,  ob  eine  Faser  in  die  vorderen  Wurzeln  gelangt 
odei"  nicht.  Das  fuhrt  andererseits  auf  die  .Möglichkeit  einer  fimc- 
t ioneilen  Verwandtschaft  liinlcrcr  und  vorderer  MantelschicIilzoHen- 
Ich  veiiuag  indessen  kein  Ihatsiichliches  Material  zur  KnIscheidimg 
der  Frage  bei/.ubiingen.  inwieweit  Fasern,  die  aus  der  hintern  !Mark 
hallte  in  die  vordere  Commissur  Ubeigehcn,  jenseits  zu  inolorischi 
Wurzelfasern  werden. 

Die    Furmatio  arcuata  bildet  sich    aus    den  Zellen,    welche  d^ 
Oberiliiche  mehr  oder  minder  parallel  gestellt  sind  und  aus  den  dei 
selben    entslatmnenden    Fasern.       Die    hintersten    Fasern    ent.sprinp 
hinler   der   bjTilritlsstelle    dei'  sensiblen    Nerven  wurzeln;    ihre   Sküi.*^ 
niumit  von  hinten  nach   vorn    zu,   bis    sie    die    motorische  Söule  er- 
reichen.    Hier  zertheilen  sich  die  Fasern,  ein  Theit  derselben  durcb- 
selzt  die  SHule,  andeit^  umgreifen  sie  von  Innen,  einzelne  auch 
Aussen  her.     Venlralwürts  von  der  motorischen  Söule  sammeln 
die  noch  vorhandenen  Fasern,  und  ein   Theil  derselben  Uberschrei 
die  Mittellinie  und  bildet  den  ersten  Anfang  zu  einer  t'ommissu' 
anterior,     \iei  Jki  ist  die  Zahl  der  Bogen  fasern  innerhalb  der  vn 
Tischen  Sftule  eiheblich  grosser  denn  die  der  Conmjissurenfasern, 
Commissur  nimmt  zur  Zeil  nur  einen  Theil  von  jenen  auf.     Was 
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Enlwickelungsfolge  hetrtiTt,  so  zeigt  Emlnyo  R  noch  keine  Andeu- 
tung einer  vorileron  llüiimimissur,  bei  Br-j.  ist  sie  als  eine  sehr  dlinnc 
taserarme  Schicht  voi banden,  und  schon  bei  N  und  bei  S|  hat  sie 
RH  Mächtigkeil  und  an  Faserzahl  erheblich  gewonnen. 


h 

I  Vn 


Vorderstrangfasern. 


Von  tler  Zeil  ab,  da  eine  vordere  Conunissur  angelegt  ist,  ist 
auch  ein  Anlang  von  Vorderstriingen  zu  erkennen.  Die  ersten  Liings- 
fasern  treten  bei  Br^  in  dem  dreieckigen  Feld  auf  zwischen  dem 
vorderen  Ende  der  niolorischen  S<iule  und  dem  ventralen  Absclinitle 
der  Inncnidalle.  Auf  dem  Querschnitte  geben  sie  sich  als  Gruppen 
von  Punkten  zu  erkennen,  die  zwischen  den  Maschen  des  Mark- 
gerüsles  eingelagert  siud.  LUugsschnitte  dagegen  zeigen  die  Fasern 
zu  kleinen  Büscheln  angeordnet  mit  leicht  wellenfürniigem  Verlaufe; 
die  Entwickelung  dieser  Lilngsbündel  nimmt  rasch  zu  und  bei  Si 
und  N  nehmen  die  Vorderstriinge  einen  nichl  unbedeutenden  Thei! 
des  Querschnittes  ein.  Der  Llebergang  von  ('ommissurenfasern  in 
Vorderstrangfasern  ist  schon  bei  //rj,  noch  viel  ausgiebiger  aber  bei 
N  und  bei  den  uach folgenden  Stufen  zu  sehen.  Dagegen  habe  ich 
mich  nicht  davon  überzeugen  können,  dass  Fasern  der  Bogenscbichl 
in  den  Vorderstrang  derselben  Seite  eintreten;  soweit  dieselben  das 
vordere  Ende  der  molorischen  Sliule  erreichen,  sammeln  sie  sich 
alle  in  dem  Eingangsschenkel  der  vorderen  Commissur.  Die  t]om- 
missur  enthüll  sonu't  zu  der  Zeit,  wenn  nicht  ausschliesslich,  so  doch 
jedenfalls  vorwiegend  Fasern,  welche  aus  den  Zellen  der  hinteren 
Markhtlilfte  in  den  Vorderstraug  der  enigegengesetzlen  Seile  über- 
gehen. 

Spinalgunglien,  hintere  Wurzelfasern  und  Umterstrilnge, 

In    einem    frilheien    Aufsatze    habe    ich    die   Grtmde    zusammen- 

r  gestellt,  welche  damals  für  ein  Hereinwachsen  der  sensiblen  Wurzeln 

wääs  den  Ganglien   in    das  Rückenmark    sprachen').      Es    waren    dies 

\)   die  von  Waller  und  von  Bernard  experimentell  nachgewiesene 

tiophische  Abhilngigk(!it  der  Wurzel  fasern  vom  Ganglion,  2)  das  fridie 


•1   Arcliiv  1881.  S.  477. 
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Auftreteo  einer  Faserung  innerhalb  des  mit  dem  Riäckenmark  unveM 
bundenen    Giinijslions,    3)    die    gegen   das    Rückenmark    hin    sich   zii- 
spilxende  Antangsil'orni  des  obersten  WurzeUtückef^,  4)  der  Uinsland, 
dass  die  sensiblen  Fasern  im  lUk-kenmaik  eine  andere  Faserrichtui] 
haben  als  ausserhalb  desselben.     Obige  Wahrscheinlit-hkeilsgründi 
ich  nunmehr  im  Fall,  durch  einen  direclen  Beweis  zu  ersetzen.    Die 
spinalen    Ganglienzellen    des    Embryo    sind    bipolare    Ge^H 
bilde,    ihre    dorsaluiir Is    gerieUleten    FortscHze    treten    als^^ 

Wurzel  fasern  in  das 
Kücken  m  a  i*  k  ein,  d  i^j 
ventralen  gesellen  sic^H 
den  motorischen  Wur- 
zeln bei  und  dringe) 
in  deren  Begleitung 
nach  der  Peripherü 
V  o  r. 

Ehe  noch  sensible  Wui 
zelfasern  in  Verbindung 
dem  Mark   erkennbar  sie 
(so   insbesondere  bei   Em- 
bryo /f),  zeigen  die  Ganglien 
eine    meridianartii?e    Slreif- 


img    und    bei    starker  Yei 


n 


Fig.  A.    Zellen-  u.  Fasergruppc  aus  einem  Spitial- 

ganglioQ  von  Embrjo  N.    Gez.  mit  Syst.  V  von  Zeiss. 

Vergr.  ca.  500. 


grösserling  erkennt  man  al 
deren  Ursache  das  Vorhan-     . 
deusein     von     gestreckte(^| 
Auslilul'ern     der    Ganglien- 
zellen.     Es   sind   dies  die 
erslen  Anßinge  von  Wurz' 
fasern,    die   aber    noch  ohne  Verbindung  mit  Rückenmark  und  Pe 
plierie  sind.     Bei  Embryo  ihj  hat  sich    der    ventrale  Anschluss  fi 
einen  Theil  der  Fasein,  bei  N  jedenfalls  für  deren    grosse  Mehrza 
eingeleitet.      Die  Verhältnisse   von   Zellen    und    von    Fasern   sind 
den  Schnitten  dieser  beiden  Embryoneu  mit   unanfechtbarer  Schäirfe 
verfolgbar,  indem  die  Ganglien  noch  keine  Bindesubstanzdurchwac 
sung  erfahren  haben  und  ihre  Elemente  in  ziendich  loser  Zusaramcn- 
lagerung  enthalten.     Die  Ganglienzellen  und  deien  Kerne  sind  uarh. 
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der  Axe  des  Gesamiutganglions  orientirt  und  jene  entsenden,  sowohl 
an  ihrem  dorsalen  als  an  iln-ein  ventralen  Ende  je  einen  Ausläufer, 
von  denen  jetler  unter  conischer  Versdimülerung  in  eine  Käser  sich 
forl.iptzl.  Die  Zellen  liegen  gi'iippenvveisc  beisaiuuien  und  die  aus 
(lers^flbcn  Gruppe  konmienden  Fasern  sauinielo  sich  zu  kleinen  zu- 
sammenhängenden iJuudelchen.  Durch  breite  Zwischenräume  sind 
die  einzelnen  Zellengruppen  und  Faserbiindel  von  einander  getrennt, 
hier  und  da  findel  ein  Faseraustausch  benach- 
barter Bündel  slatt  oder  ein  ZusammentrcITen  zu- 
vor getrennter  Gruppen. 

Bei  den  Zellen,    welche    eine    reine  ProBI- 

ansicbt  gestatten,  zeigt  es   sich,    dass  die  Fort- 
sätze dem  Zellenleib  seilensländig  ansitzen.    Die 

beiderseitigen    Fasern    liegen     die    eine    in    der 

Veilüngeriing   der  anderen,    aber  der  Zellenleib 

ist  ilirer  Verbindunijslinie  seitlich  angefügt.     Am 

meisten  ex.ceulrisch   liegt   der  Kern,    dann    folgt 

sine  mehr    oder  minder   breite  Protoplasniazone 

und  diese  verjüngt  sich  an   ihren   beiden  Enden, 

una  mit  conischein  Ansatzslilck   in    die   Nervea- 

fasera  überzugehen.     Auf  elwas  späteren  Stufen 

^'^gen  die  Zellen  geilrlingler  zusaninion,  ich  linde 

'Qdei;sen    das    eben   beschriebene  typische    Bild 
^och  an  den  Ganglienzellen  von  Zw  wieder,  wo- 
gegen bei  Lo  schon   eine  vveiigreifende  Durch-   Fig.  s.   Einzelne  zdie  aus 
Wachsung  mit  parablaslischen  Zellen  und  die  Bil-  J^'"'-"'"  Spinaiga^giion  von 

^  .  ,        Embryo  ^,  Syst.  Leitz  Vjo. 

Qling  von  besonderen  Scheiden  erfolgt  ist.     HrsL  Vergr.  c. i ♦  oo. 

^'on  da  ab  scheint  sich  die  Umbildung  der  bipo- 
laren Zellen  in  üni|>olare  mit  zugehörigen  T-Fasern  zu   vollziehen'). 

Die  dorsalen  ForlsiUze  dei-  Spinalganglienzellen   dringen  als  sen- 
sible Wur/i'ln  in  das  Hückenniark  ein  und  zwar  geschieht  dies  suc- 


*)  In  den  Spinniganglieti  von  Plagioslorneri  hal  lipknnnllicti  Hod.  Wagner  sction 
'**  iatire  1»46  bipolare  Giiiifilienzellen  enldi'ckt  ,  und  kurze  Zeil  darauf  sind  Rubin 
''idBidiler  selbstsländig  auf  denselben  KuikI  |;t>kommen.  Wagner  hat  das  von 
"'*ö  «ufgefundene  Verhallen  in  seiner  prinfipicllen  WicliligkeK  wohl  zu  würdigen  ge- 
'*'^*'ssi,  und  er  war  aucli  überzeug!  davon  ,  dass  es  ein  durchgreifendes  sei.  Er  ver- 
^*^hlle  sich  keineswegs  die  SL-liwierigkeil  des  Nmcliwcises  der  bipolaren  Zellen  in  den 
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cessive,  derart,  dass  ihrer  Anfanois  nur  sehr  wenige,  dann  aber  immer 
grössere  Mengen  den  Hinterslrang  des  Uuckenniurks  erreichen.  Bei 
R  vermag  ich  noch  keine  sensiblen  Fasern  im  Rückenmark  zu  sehen, 
bei  Bfi  sind  nur  wenige  da  und  sie  bilden  nach  ihrem  Eintritt 
unscheinbares  Bündel,  das  als  erste  Anlage  eines  Hinlerstranges 
bezeichnen  ist.  Aus  diesem  kleinen  kreisrunden  Bündelchen 
der  die  Wurzelfasern  aufnehmende  Hinterstrang  bei  N  zu  einem 
breiten  ovalen  Bündel  geworden,  welches  von  seiner  Umgehung 
in  sehr  beslimujler  Weise  sich  ahhebt.  Die  Wurzclfasern  erreichea. 
dasselhe  an  seinem  vorderen  Saunte  und  /.war  geschieht,  wie  i\i 
Froutalschnille  zeigen,  der  Uebergang  der  Fasern  sowohl  in  auf-  als 
in  ab.sU'igender  Richtung,  Die  zueilst  in's  Mark  tretenden  Wurzel- 
fasern biegen  alle  in  den  Liingsstrang  um,  dagegen  vermag  ich  voo 
der  Stufe  von  N  ab  auch  solche  zu  erkennen,  welche  im  vorderen 
Theil  des  ovalen  Bündels  direcl  gegen  die  Zellenmassen  hingehen,  sowie 
solche,  die  von  dem  Ltlngsbündel  aus  die  letzteren  erreichen.  Nie- 
mals findet  sich  auch  nur  andeutungsweise  eine  Beziehung  von  hin- 
teren Wurzclfasern  oder  von  Hinterstrangfasern  zu  den  Zellen  des 
Markes. 

Das  Auftreten  Yon  Seiten  strangfasern. 

Die    Zone    zwischen    der   Eintrittsstelle    der   sensihlen    und 
Auslriltsstelle  der  motorischen  Wuizeln  besieht  in  ihrem  die  Zellen- 
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Ganglien  höherer  Wirbelthiere  und  er  legte  dem  Vodiaiulensein  der  fehlen  Scheiden 
Schuld  davou  bei.     Man  sollte  ebi'Q  bei  der  Di»socia(ion  der  Ganglien  meistens 
verslümraelle  Formen  von  ZcMen,  apolare  und  unipolare  bekommen.    UnlerWagnpr'^ 
Abbildungen  befindel  sieh  (Nourulogisthe  Uiilersuolningon  Taf.  II.  Fig.  6]  eine  leW 
welcbo  in  t-inc  unzweifethafl T-formige  Faser übergelil.  niospiiteren  l'nlersucher  konnia 
bei  hijhereii  Wirbellhieren  keine  bipolaren  Zt'lk'ii  vviedcHindon,  sondern  nur  unipolar 
.«0  besonders  aucli  Schwalbe  in  seiner  sorgf!iHi^«?n  Arbeit.      Mit  solchen  unipolar 
Zellen  war  aber  physiologisch  nichts  iiiizul'an^en  und  auch  aniitoaiisch  schieoeri 
widersinnig,    nachdem  einmal  durch  HolTs  Zühhiogen  gezeigt  war,   da;^  die  Me 
der  in  ein  Ganglion  eintretenden  Fasern  derjenigen  der  austretenden  gleich  ist.    R»n- 
vier's  Entdeckung  der  T-türmigen  Nervenfasern  itmcrhalb  der  Spinalgangiien  mu!<.'!te_ 
sonach  als  erlösender  .\ct  begrüsst  werden,   obwohl  es  nicht  an  Stimmen  gefehlt  hi 
welche  diesen  Elementen  nur  eine  uulergeonlnole  Bedeutung  zugej^chrirben  hab« 
Durch  obige  Ergebnisse  an  den  Spinalganglien  des  Embryo  ergiebt  sicli  nun  in  der  tli 
die  Bipolarität  als  ein  altgemeiner  Charakter  aller  diesen  Ganglien  angehörigen  Zellen. 
Die  von  mir  gesehenen  Formen  sehliessen  sich  am  näch.sten  an  diejenigen  an,  welch 
Freud  für  Ptjlrouiyzou  beschrieben  hat. 
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rbeil  aus  einem  schmalen  Slroift'n  \on  GorUüi- 
finden  sich  in  ilir  bei  Ar,  nur  geringi^  Miuigon  von 
\jaffusexu.  Es  sind  dies  Faserziige.  welche  unmittelbar  hinter  den 
Vflnfem  WarzeMasera  liegen  und  die  dem  Gebiet  des  spfttem  Vonler' 
Mteoslrsngs  angehören.  Von  da  aus  nach  rückwärts  enlhAlt  im 
flr,  das  Seitenstranirsenlst  nur  vereinzelte  und  ihrer  Natur  nach 
zweifeUuine  Löngsf^serchen :  bei  Kmbryo  .V  dagegen  isl  die  hinter 
(teil  motorischen  Wur/elo  betindliche  Anlage  der  Vonlerseiteuslritngo 
bereits  sehr  fasen-eich,  auch  sielil  man  Büschel  von  Käsern,  wolcho 

ri  der  motorischen  Zellensaule   sich  abzweigen  uiul   schrilg  dorsal- 
rts  ab  Markslralilen  in  die  Seilenslrnngbuhnen  einhicgon. 


Das  Einwachsen  der  Bhiti!;erässe  in  das  Mark 


Gehirn  und  Ruckcnuuirk  liegen  iiiich  rtlolgtoiu  Schltiss  \n  nniMu 
!{laU\vandigea  Kanal,  dessen  Wand  sie  iiut  stellenwoise  beruhrrh. 
Ks  wird  diese  Wand  von  Biiuiesubslunz  gebildel  iinil  sie  ci  Palui  im 
bufo  der  Entwickeiung  eine  /uiRihineinJc  Verdichtimg.  Ihn-  gliitlc 
Inncnschichl  habe  ich  als  \leiiil>runa  linüliius  nieuingoa  lH</.eich- 
nc(.    Die  dorsale  Obcinjichrj    des  Uik'keiimarkrs    \u\\'h\\    dii'scr    Ihuil 

ebis  in  eine  verlülllnissiLiüssig  s|itUe  Zeil.  uiuiitltcUKir  an,  wngcgru 
feine  Seilen-  und  Vonlernüche  frei  und  durrli  viiwn  /AVtschriuaiiin 
^on  der  Kanalwand  gelrennt  bleiben. 
)  Unmillolbar  jenseils  vuii  der  im-^uingealeu  Gien/haul  [\r\vu  Mlul- 
,^i^ni.st>e  auf,  welche  um  Uiiuipr  vuri  dru  bdrivnicdiralgt^nisseii,  ani 
Kopf  von  den  Aorlcn  aus  gespeist  weiden.  Im  Scbü^lrl  ciM'heinen 
i^io  /iicr>t  an  der  Uasis,  im  Wirbelgrbiel.  an  der  Vfirdiulllltlii'  «bis 
'''udennjarkes,  sie  breiten  sich  «Ihm-  weilcibin  rasch  itin  die  Holden 
^viind  lierum  aus.  Bei  E)nd>ryo  li  linde  ich  noch  kcifie  BliJtgcllihHt^ 
I  ''»  4t  L'nigebung  des  Maikes,  bei  //r^  dag<';ge»  liegen  gerauinigo 
j  ^^piliuren  dicht  unter  der  Grenzhaut  und  sit;  umgreifen  dut*  Mark 
I  '^'s  jenseits  von  der  Eiulrittsstelle  hinterer  Wurzeln.  Im  Buckeiünark 
UBlhst  sind  zu  der  Zeil  noch  keine  GefÜsse  vorhandtni. 

^^P    ')   Für  (Jas  Hüliociien  batiL*  irli  da^i  lli!reinw9ctfciM<n  der  Bim;  '    <         ><'    i'     «i  ,i|, 
^^  die  Sonderaiig  der  RückenniarV»häu(e  iicbon  vor  iHnKercr  Zeit  htt»chri«\wii.    Ilsiulii 
■^    itühk-ti  lii^  Kuqitfr:».     Beutel   iHbti.    S.  ir>.      t)i«  '  "1   von  dv»  liKlin 

^fflfeschlictieu  Etutjr^u  zu  tMfobactiUindtrn  kaum  v<rrM.'lii<'  j 
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Als  Anaslomosenkellen  meniiigealci-  Gefösse  entwickeln  sich 
neben   der  Mittellinie    verlaufende  Lüngsgeflisse,   die    Aa.    spinale 
anteriores.     Dieselben  sind  paarig   angelegt,   Illingen   aber   sieller 
weise  durch  Queranaslomosen  unter  einander  zusammen.     Ein  zweite 
Langsgefösssystem,  das  man  als  das  der  Aa.  spinales  posterior« 
bezeichnen  kann,   bildet    sich  unmillelbar  vor  der  Einlrittsslelle  de 
hinteren  Wurzeln.     Von  diesen  beiden  Systemen    aus    entstehen  Gt 
ftlsssprossen ,    welche    in    das   Innere    des  Rückenmarks     eindringe^-^ 
(Fig.  2  der  Taf.).    Zuerst  treten  zwei  Reihen  von  vorderen  Siümmche-: 
auf,   die  nach  der  Terminologie  von  Adamkiewicz   als  Arieria 
sulci')    zu  bezeichnen  sind.      So    linden    wir    die    Verhallnisse    bt 
Embryo    N.      In    nahezu    parallelem    Verlaufe     ilorsalwürls    gehen( 
erreichen    die     beiderseitigen    Sltimmchen    tlas    Rückenmark.       Nacli 
ihrem    EintriU    etwas    divergirend    gehen    sie   jedersciLs    vom  Rand«:* 
der   vorderen    Comuiissui',    lateralvvUrts    von    der    radiiir    geslreifle«^ 
Innenplalle  zwischen  ihr  und   der  Uogenschichl  nach    rückwärts  un<il 
ihre  Endzweige  reichen  zu  der  Zeil  bis  das  in  Niveau  der  einlrctei^  — 
den  sensibeln    Wurzeln.      Fronlolschnille    zeigen    das   Vorhandensoi^H 
verticaler   Anastomosen  zwischen   den   in   horizontaler  Richtung   vo«~— 
dringenden    Aa.    sulci.       Die    Innenplatle    bleibt    nicht   gePdssfrei,   ^« 
Ireten  auch    in    sie  Capillarschlingen    ein,    die   bis    in    die    Ntihe   d 
Cenlralkanales  vordringen  können,      Kurz   nach   dem  EintriU  in  d 
Rückenmark  gicbt  jede  A.  sulci  bei  Embryo  N  Seitenaste  ab,  die  sei  •-' 
lieh  in  die  motorische  Säule  eintreten  und  die  zur  Zeil  noch  eine  schr^^ 
dorsale  Richtung  einschlagen.    Bei  der  späteren  Dislocation  der  Vordem 
hörnei-  werden  diese  Acste  rückllUiflg  und  als  solche  zeigen  sie  dm  «^* 
Figuren  von  Adamkiewicz, 

Die  beiden  Aa.  sulci  dringen  von  sehr  früher  Zeit  ab  in  die 
jenigen  Bezirke  des  Markes  vor,  welche  sie  bleibend  zu  versorge  ^ 
haben,  denn  nach  der  Beschreibung  von  Adamkiewicz  sind  dic:3^| 
selben  die  Hauplgeflisse  der  grauen  Ruckenmarkssubstanz;  sie  ve^""" 
sorgtin,  indem  sie  von  der  Gegend  der  vorderen  (lommi.ssur  au= 
strahlen,  den  grösseren  Thcil  der  Vorder-  und  die  vordere  Hall 
der  Hinlcrsiiulen.     Die  beiderseitigen  Aa.  sulci  werden  weiterhin  ^** 
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cltir  Millellinie  ziisaiiuneiigeschoben  und  sie  versclifnelzcn  inil  ein- 
a Eider,  gleich  den  Aa.  spinales  ank-iioios.  Der  Zeitpunkt,  in  dem 
dies  geschieht,  fliill  in  die  6.  bis  7.  Woche,  bei  limbryo  Sek  linde 
id  1)  die  Stämme  noch  paarig,  bei  Zir  ilagegen  iinpaar  angelegt.  In 
d  icser  Zeit  haben  die  Vordeisl ränge  des  Rückenmarks  an  Ausdehnung 
t>^5deutend  gewonnen  und  sie  sind  sich  in  der  Mittellinie  bis  beinalic 
z:*jr  Berührung  enlgcgcngerllckl. 

Bald   nach    den  Aa.  sulci    waclisen   auch    von   den  Aa.  spinales 
pxDSleriores  aus  Gefösssprossen   in  da.s  UüLkenmatk  ein,  sie  erreichen 
cJiisselbc    in   einiger   lintfernimg   vor   det    Eintrittsslelle   der   hinleren 
^^'^urzein,   gelien  in  transversaler   Richtung   durch   die  Zellengru|)pen 
dieser  Gegend  hindurch   und  dringen  bis  in  das  hinlcrc  Ausbreitungs- 
gebiet der  Aa.  sulci  vor.     Diese  Geftisse,  deren  Bildung  bei  Embryo  iV 
Ciljea   erst  beginnt,   entspiechen  otVenbar  den  Aa.  cornu  poslerio- 
i-i.s  laterales.     Beim  Erwachsenen  sollen  sie  nicht  in  regelmässiger 
tteilwnfolge  auftreten.    Bei  Embryo  JV  zeigen  sich  da,  wo  diese  Sciten- 
fciliiuiiiie  den    lilndzweigen   der  Aa.  sulci   niilier  treten,    mitten  in  der 
Rückenmarkssiibstanz  gedriingt  beisammenUcgende  Gefösszellen. 

Noch  elwas  sptiter  als  die  zuletzt  genannten  Stiimmchen  treten 
solche  auf,  welche  mit  den  vorderen  Wurzelfasern  ins  Rucken- 
ttiark  eindringen.  Ihnen  folgen  dann  fernere  GePJsse  aus  der  Vaso- 
corona  (Adamkiewicz).  Zuletzt  bilden  sich  die  von  der  Dorsal- 
soile  herkomnieuden  Getrlsse,  deren  Erscheinen,  soweit  ich  aus  meinen 
'^'"üparaten  ersehe,  niclil  vor  Beginn  des  3.  Monats  flUlt. 

Da,  wo  die  dem  Rückenmark  zustrebenden  Gelilsse  im  Enlstehen 
"^^giilTen  sind,  erweisen  sie  sich  als  spitz  zulaufende  Sprossen,  aus 
•■spindelförmigen  Zellen  gebildet.  Die  in  das  Mark  eintretenden 
^er^isssprossen  bahnen  sich  ihren  Weg  wohl  unzweifelhaft  zunlichst 
"*  den  vorhandenen  Lücken  des  Markgerüsics,  diese  werden  aber, 
^enn  die  Geftlsse  einmal  vorhanden  sind,  ausgeweitet  und  zwai-  mehr 
^'s  zu  deren  Aufnahme  nülhig  ist.  Es  bilden  sich  mit  anderen 
'*^orten  frühzeitig  perivasculäre  Kanäle  aus,  deren  glatte  Wand 
^**s  dem  zur  Seite  gcdräioglen  Myelospongium  besteht. 

Es  ist  klar,  dass  mit  dem  Auftreten  der  Rlulgenissc  im  Ruckcn- 
^*Qrk  für  das  letzlere  eine  neue  Periode  der  Ausbildung  beginnt. 
^**tten  bis  dahin  die  compact  zusauimengcdrilngten  Zellen  dci-  Innen- 
t**^tte  in  respiratorischer  Hinsicht   unter    weil    ungünstigeren  Vcrhtilt- 
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nisscn  sk^h  Ijefinult'ii,  als  die  der  Aussenzonen,  so  wird  \  on  nun  ab 
das  Blut  niittou  in  die  dichtesten  Zellcncomplexc  hereiagefidirt  und  es 
ist  sicheiiii-l!  kein  zuflUliges  Zusamnicnlreffen,  wenn  von  dieser  Zeil 
ab  die  innere  Masse  mehr  und  mehr  sich  aullockert  und  an  Umfang 
gewinnt,  und  wenn  dabei  immer  reichlichere  Zellen  von  der  g«- 
schlosucnen  Masse  tler  Innenfihiüe  sich  loslösen  und  dem  laserl lullen- 
den Gebiete  beimengen. 

Umlagerung  der  primären  Bestandtlieile  des  Markes. 

Auf  den    Slnt'en   iler  Embryonen   ßrj,   B  nuil  .4    haben   wir  z« 
unterscheiden  vermochl : 

1)  an  zoUifCei  Anlai^icn: 

die  vorwiei*end  aus  radilirges (eilten  Zellen  bestehende  Innenplattv 
und  die  Manieisch  icht.  Letztere  zerlicl  in  d'w.  inolorischf 
Söulc,  in  die  Hinter-Sliule  und  das  schmale  Schaltslück; 

2)  an  Fasericehicteu: 

die  ans  <ler  motorischen  Säule  ausstrahlenden  vorderen  Wur- 
zeln, die  eisten  Anlagen  lür  ilie  Vordersiriinge  und  flu  die 
vordere  ('o  mnii  ssur ,  ferner  die  hintertm  Wurzeln  und  ilic 
n  i  n  t  ers  tranga  n  I  age  (als  ovales  Bündel),  die  ersten  S|uiren 
einer  Sei  lenstr anganlag e  und  die  Bogen  fasern. 

Die  Uogcnfasern  beginnen  als  Zellenausltiuler  der  hinlern  lUkllU' 
der  Mantelschicht  und  sie  bilden  mil  den  ziigeliörigeu  Zellen  die  Boden- 
schicht oder  Formatio  arcuala.  Sie  stellen  ein  von  hinten  nach  vorn 
sich  erstreckendes  Commissurenfiysleni  dar,  dessen  vorderste  Bahnen 
in  die  (lomni.  anterior  eintreten.  Die  motorischen  Siiulen  werden  von 
den  Uogenfasern  zum  TbeiJ  durdisetzt,  zum  Thcil  aber  auch  medial- 
würts  umgrilTen. 

Bei  den  Embryonen  N  und  S,  sind  die  aufgezählten  Bildungen 
noch  Schürfer  denn  zuvor  geschieden  und  zugleich  haben  sie  Lagen- 
und  Grossenveründerungen  erfahren.  Der  C.entralkanal  Uluft  nunmehr 
in  vier  scharfe  Rinnen  aus,  seine  WantI  ist  demnach  geknickt  und  si«' 
bildet  jederseils  zwei  gegen  die  Lichtung  vortretende  LüngswülsU". 
einen  schmalen  hinteren  und  einen  breilern  vorderen,  an  deren  jedem 
wieder  zwei  FÜiclien  unterscheid  bar  sind.  Vorn  sowohl  als  hintt^n 
stehen    die    correspondiicnden    Abschnitte     der    Innenplalle    beinnlic 


/litt  GkSCHICIITE  des  HliCKliN.HARKES. 


parallel  uqcI  begrenzen  je  einen  engen  Schlitz;  der  liintiM-e  Schulz 
ist  kaum  halb  so  liel'  als  der  vordere,  sein  Grund  isl  giiblig  gc.S[)allen, 
iod'-'iu  die  l)eck|>latle  bis  zur  Berührung  ihrer  beiden  Seiteuhliltieu 
gegen  denscUjcn  eingehogen  erscheinl.  Die  mit  der  Deckplatte  zu- 
saiiiüiengedrängten  hinteren  Abschnitte  der  Innenplatte  überragen  nach 
rückwärlü  das  ovale  Hinterstrangbündet.  Dieses  ist  nebst  dei"  znge- 
liörigen  Hinlersaule   der  lunenplalte   schräg   angelagert,   ^cin   lateral- 


Plg,  8.    Rückeiimurk  von  Embryo  S^.     Veryr.  <00. 


^^«iris  aijsspringender  Rand  bitdel  das  EinlriUsgebiet  der  sensibeln 
'Urzelbündel  und  liegt  im  Niv(nm  der  Seitenrinne  des  Centralkanales. 
Im  Ganzen  genommen  gliedert  sich  das  UUckenniark  jederscils 
l**  zwei  durch  ein  kurzes  Schallslück  verbundene  Abschnitle,  die 
**^n  als  vorderen  Markcylinder  und  als  hinleres  Markprisma 
^^eichnen  will.  Ersterer  umfasst  den  vorderen  Lilngswulst  der  Innen- 
•^'^Ite,  die  voi'ilere  Hiilfte  der  Konnatio  arcuata.  die  molorisclic  Säiule, 
^^Wlr^  di<«   Vorder-   und  die  Vorderseitenslranganlage.     Ao  der  Ober- 
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fläche  des  Rückenmarks  bildet  der  Markcytinder  eine  krüllige  Aus- 
ladung und  sein  hinleier  Rand  wird  durch  einen  liefen  Einschnitt,, 
die  Cylinderfurche ,  bezeichnet.  Das  hintere  Markprisma  hat 
einen  Anfangs  mehr  irapezfürmigen,  spälerhiu  einen  dreiseitigen  (Juer- 
schnitl.  Seine  mediale  Abtheilung  wird  vom  hinleren  Lüngswulsl  der 
Innen()latte  gebildet,  die  laterale  vom  ovalen  Hinterslrangbüudel  uud 
von  dem  unbedeckt  bleibenden  Abschnilt  derMantelschicbt;  die  vordere 
Grenze  des  Prisma  können  wir  uns  durch  eine  Linie  gebildet  denken. 
welche  von  der  Seilent'urche  des  Cenlralkanales  zum  vorderen  Rand 
des  ovalen  Ründels  gezogen  wird. 

Das  ScbaUstück  nimml  den  Raum  ein  zwischen  dem  vordem  Cy- 
lindcr  und  dem  hintern  Prisma,   es  umgreift  die  ausgeweitete  Stelle 
des  Centralkanales   von   vorn   her    und  besieht,    abgesehen    von  di 
lnnen|)latte  aus  Zellen  und  Fasern  der  Formatio  arcuata  uud  aus  einer 
Anfangs  der  Ltingsfasern  entbehrenden  schmalen  Belegschicht.    Sei 
Ausseniläclie  erstreckt  sich  vom  Rande  des  ovalen  Bündels  bis  zu  d 
oben  ervv<ihntcn  C'ylinderfurche  des  Markes  und  sie  verlauft  annühem 
{tarallel   mit    der   dem   Centralkanal   zugewendeten   Innenfläche.    Auf 
dem  Qucrschniltc  bildet  daher  das  Schaltstück  bei  Si  und  N  ein  Feld 
mit  rautenförmiger   Umgrenzung.      Zwischen    ihm    und    dem   (j\akn 
Bündel  erhalt  sich  durch   geraume  Zeit  hindurch  ein  Einschntll,  tkn 
ich  als  Rand  furche  bezeichnen  will. 

Die  motorischen  Säulen  sind  bei  N  und  bei  Si  erheblich  voll 
minüser  denn  zuvor,  die  weisse  Substauzanlage  umgreifl  sie  von  drei 
Seilen  her,  an  ihrer  medialen  Seite  aber  liegt  der  vordere  Schenkel 
der  Bogenscliicht.  Gegen  früher  sind  die  motorischen  Siiuleii  geJrclil, 
ihr  hinteres  Ende  ist  zur  Seite  geschoben  und  die  Austritlsstellen  d 
vorderen  WurzelbUndel  stehen  nicht  mehr  laleralwiirls  von  den  SäuJi 
sondern  schrtig  nach  vorn  davon.  Der  hintere  äussere  Theil  der 
Süulen  scheidet  sich  von  dem  inneien  vorderen  Theil  als  ein  iih'I" 
oder  minder  selljslslcindigcr  Complex  ab  und  sein  Gebiet  onts|tnclii 
der  Stelle  des  spiHereu  Se  i  tenhornes.  Aus  seinem  Innern  ent- 
springen bei  Endjiyo  N  die  bereits  oben  erwölmlen  .Mark.siraltli.'ii. 
welche  schrtig  dorsalvvärts  in  den  Seitenstrang  eintreten  und  die  in  , 
dessen  Lüngsfasern  umbiegen   (Fig.  2  der  Tafel).  ^M 

Die  Bogenscliicht   ist   in   ihrer   ganzen  Ausdehnung    viel   zellen- 
reicher und  faserrcicher  den  zuvor;    wo  bei  Bti  2  —  4  Zeilen  neben 
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einander  lügen,  da  sind  bei  N  t> — 12  vorhanden.  Dieser  Zuwachs 
ist  auf  Kosten  der  lDiien|)latte  dadurch  erfolgt,  dass  Zellen  der  letzteren 
sich  der  Oberllilche  (wrallel  gelagert  und  dass  sie  nach  vorn  gehende 
Fasern  entwickelt  haben.  Eine  Neubildung  von  Zellen  kommt  niliit- 
lich  in  den  äusseren  Schichlen  der  Medullarplalte  nicht  vor,  indem 
laut  Allmann's  Entdeckung  die  Kernlheilungsvorgänge  auf  die  dem 
t>enlralkanal  anliegenden  Elemente  beschränkt  bleiben.  Insoweit  die 
von  Innen  lierzukoninienden  Zellen  der  Bogenschicht  unmerklich  sich 
aidagern,  bedarf"  es  zu  deren  Zusammenfassung  keines  hesondern  Na- 
mens, dagegen  erfolgt  in  der  hinteren  MarkhUlfte  die  Abtrennung  von 
niehr  oder  minder  compacten  Zellcnmassen,  welche  an  der  Bildung 
von  Bogenfascrn  nicht  mehr  Theil  nehmen,  und  diese  sclbslstlindig 
ich  verhallenden  Massen  werde  ich  als  innere  oder  secundüre 
Mantelschichl  der  primär  vorhandenen  äusseren  gegenüberstellen. 
L  Je  mehr  Zellen  von  der  luncnplatle  sich  abgelöst  haben,  um  so 
^ehr  verwickelt  sicli  die  Anordnung  der  grauen  Substanz.  Spiiler 
entstandene  Bogenfasern  können  mit  früher  vorhandenen  unter  spitzen 
Winkeln  sich  kreuzen.  Starke  Züge  von  quer  gestellten  Elementen 
uiachen  sich  besonders  im  Schaustück  des  Rückenmarks  gellend  und 
ilieselben  scheinen  keineswegs  nur  der  Gerüstsubstanz  anzugehören. 
Dazu  konnuen  noch  longitudinal  gestellle  Zellen,  die  auf  dem  Quer- 
schnitte durch  ihre  kreisrunden  Kerne  und  durch  den  scheinbaren 
Älangcl  an  Auslüufern  charaklerisiil  sind. 

In  ihrer  Gesanmitheil  belrachtel,  beschreibt  die  Bugenscliicht  nun- 
njehr  eine  S-förmige  Krümmung.  Ihr  dorsaler  Schenkel  ist  vom  ovalen 
iltnlerstrungbUndel  überlagert  und  bildet,  indem  er  die  Wand  des 
ausgeweiteten  Centralkanales  umgreift,  einen  lateralwürts  convexen 
Bogen;  der  vordere  Schenkel  wird  in  seiner  Hauptmasse  von  der 
motorischen  Säule  bedeckt,  ein  Theil  seiner  Fasern  aber  durchsetzt 
die  letztere  in  meridianartig  vertheilten  Bogen.  Das  Mittel-  oder  Schalt- 
stück der  Bogenscliichl  kommt  der  Oberllliche  am  niichsten  und  es 
>l  nur  von  einem  schmalen   Beleg  von  Gerüstsubstanz  überdeckt. 

Die  Enlwickclung  der  weissen  Substanz  hat  bei  den  End)ryonen 
iV,   und   Si  erheblich  zugenommen:  Vorderstrang,  Vorderseitenstrang') 


')  Üie  AusJriiulie  VunlLT.slru  itt;  tiinl  Vor  JcrseitiMislriian  Ijnnulic  ich  ge- 
trennt untJ  verstdie  unter  lelzlerem  tVw.  (icin  vorderen  Markcylimler  zirgchörige  Schicht, 
soweit  sie  hinter  den  -VirslriUssteiien  der  inotorisi'heri  Wurzel  liegt. 


Fig.  7.    lUickt?nniHrk  (oberes  Oorsalmark)  von  Emhryo  Seh.    Vcrgr.  100. 

tlio  vuiileic  Murkliliirte  ilirer  deliniliven  Au^bildiin^  um  niichsilcn 
Vüidüi-  und  Scileuiiorn  der  graueo  Sitbslanz,  vordere  Coiuniissiir 
Vordei"slraug  und  Vorderscilcnstranj;  sind  sümmllicli  aufgelegt  nn( 
diese  Tlieile  zeigen  eine  von  dei-  deliniiivini  nicht  allzu  abweichende 
Es  \^i  indessen  das  Vorderluirn  nicht  in  seiner  vollen 
Ausdehnung;  voiijesehoben  und  die  Kuicbe  zwischen  den  Iteiden  Vor 
(terslriinü;en  sehr  wenii;  lief.  Weit  abw eichender  V(tn  dei'  deliniliven'^ 
(iestaltunu;    isl    diejenige    der    hinteren    .Markliiillte.       Noch    liegt    der. 


RUckunmark  (oberes  Dorsolmark;  von  Embryo  Zw.     Vergr.  88. 

Lls  folgende  Stufen  gebe  ich  in  den  Figuren  7  liis  9  Durch- 
itle  dnrcli  das  HtickL'nnitUk  der  linibivonen  Seit,  Zw,  Li>  und  irh 
Jt'  in  Fig.  10  denjenigen  eines  rirea  {lieiniüniUlitheii  Fötus  hei,  lür 
ft  die  abgekUizte  Hezeichnung  3  M  gellen  mag. 
fbcr  Schuitt  von  3M  /.cigl  getrennte  Hinlerhörner  und  ein  scharf 
^  abheilendes  Gebiegt  lür  tlic  Goll  sehen  Slrilnge.  Letzlere  erselieinen 
zwei  zwischen  ilie  Ldjiigon  Minlei strangmassen  eingekeilte  und 
.dorsalwdrts  uberragiinde  SlreiftMi.     Der  abgebildete  Schnitt  ge- 
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hört  dem  unlersten  Hals-  oder  obersten  Dorsalmark  an ;   hin^ichtli 
seinei*  Gestaltung  abcM"  erinnert  er,  wie  man  siehl,  an  einen  Durcb- 


sclmitl  durcli  das  aus^cbildole  Lendenmark.     Mit  einem  solchen  h 


er  die  Kürze  und  Breite  tler  Hinterhürner  gemein  und  ausserdem 
relativ  geringe  Entwickehmg  der  weissen  Substanz.    Umgekehrt  aus- 
gedruckt   besitzt    das   ausgebildete  Lendenmark    gegenüber 
dem    Halsmark    einen    fötalen    Charakter.      Es  bleibeo  di^^ 
tiefer  gelegenen  Abschnitte  des  Kückenniarkes  in  ihrer  Entwickelun^ii 
hinler    den    höher    gelegenen    zurück,   diese    haben    einen    zeillicben 
Vorsprung,  den  jene  niemals  vollständig  einzuholen  vermögen.       ^j 
Wir  treten  in's  Einzelne  ein   und  verfolgen  zunächst   das  Ve^H 
hallen   des  Cenlralkanales.      V^on   der  gestreckten  SagittaU|ialte 
ist  bei  3M  nur  noch  ein  kurzer,  die  vordere  Hälfte  repräsentircntler 
Rest  offen  geblieben,  der  hintere  Theil  der  Spalte  hat  sich  durch  An- 
einanderlegen  der  Seilenwandungen  geschlossen.    Noch  ist  es  jedocb 
möglich,    die    Spuren    der    früheren    Spalten  wand    bis    zwischen  die 
Goir sehen  Strenge  hinein  zu  verfolgen.    Die  Zellen  der  Wand  sleheo 
nicht  mehr  senkrecht  zur  iMediancbcnc,  sondern  schräg,  enlsprccheßd 
der  Wirkung  eines  von  den  Seiten  her  wirksamen  Druckes.    Der  von 
iiinlen    nach  vorn    hin  erfolgende  Schkiss  des  Cenlralkanales   ist 
so  benierkenswerlher,  als  ja  in  früheren  Peiioden   der  hintere  Th< 

Bis  in  die  fünfte" 


von 

I 

nfl*      I 


des  Kanales  die  Stelle  grüsster  Breile  umfassl  hat 

Woche  hinein  liegt  die  ausgeweitete  Stelle  etwa  auf  der  Grenze  des 


m 


hinteren  Drittels,  von  da  ab  rtlckt  sie  nach  vorn  vor  und  lindel  si 
bei  den  Embryonen  vom  Sclduss  des  zweiten  Monates  {Zw  und 
im  Bereiche  des  vorderen  Drittels.  Als  Uebcrgang  der  einen  Form 
in  die  andere  besieht  der  Cenlralkanal  bei  Embryonen  der  sechsten 
bis  siebenten  Woche  aus  einer  vorderen  und  einer  hinteren  End.sj>alle 
und  aus  einem  breiten,  etwa  '/a  der  Tiefe  einnehmenden  .MittelslUcL; 
die  dorsale  Endspalte  verengt  und  schliessl  sich  weiterhin,  während 
die  ventrale  an  Breite  etwas  zunimmt.  In  den  vorgerückten  Perioden 
von  Zw,  Lo,  3M  entspricht  der  ausspringendc  Winkel  des  Ccnlr« 
kanales  der  Grenze  von  dem  oben  erwähnten  vorderen  Alarkcylind 

Die  Ausbildung  der  Hinters  Iränge  schreitet  von  dem  Zeit- 
punkt ab,  da  die  ersten  sensibeln  Fasern  in's  Mark  gedrungen  sini 
stetig  voran.    Der  bei  lirj  vorhandene  kleine  runde  Faserzug  hat  si 
bei  N  und  S\   schon   zu  einem   breiten  ovalen  Bündel  umgevvandeli 


Fig.  9.     Oberes  Dorsalninrk  vtiin  Embryo  /,o.     Vprgr.  88. 


nd  entgegen,  da  sie  mit  der  HinterhornanJage  einen  Winkel  hilitol. 
^DQ  dann  spülerliia  das  llinleihorn  scibststündiger  wird,  cnlsleht 
Ischen  ihm  und  der  genannten  Leiste  ein  Einschnitt.  Das  ovale 
lerslrangbündel  drllngt  üich  mit  ziigeschUrfteni  Kand  in  denselben 

und  e.s  umfa.ssl  nunmehr  das  llinterhoi'n  auch  an  seiner  medialen 
,e.  Wahrend  dies  geschielil,  entwickelt  .sich  aus  den  Zellen  der 
salen  Leiste  ein  .Markgerüst  mit  schriJgcr  Anordnung  der  Batken. 
s  Gerüst  nimmt   den  Kaum  zwischen    den  beiden  ovalen  Bündela 

und  es  wird  zum  Lager  der  Goirschen  Strüuge.    Die  Fasern 
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entwickeln   skh  erst  zienilicli   spät   zwischen  den  Maschen    des 
rüstes. 

Mit  der  Zunahme  des  ovalen  Bündels  ändert  sich  auch  des 
Verhalten  iü  den  hinleren  Wurzeln.  So  lange  das  Bündel  klein  ist, 
scheinen  alle  eintretenden  Wurzelfäden  in  aufsteigende  Fasern  iibe^ 
zugehen;  wenn  dasselbe  an  Um  lang  gewinnt,  werden  FaserbiLsc^ 
sichtbar,  v^elclu'  in  die  graue  Substanz  eintreten.  Ein  Theil  dersell 
gehl  direct  von  den  Wuizelbündeln  aus,  ein  anderej-  Theil  verlässt 
das  ovale  Bündel  au  dessen  Vorderfliiche.  Die  ersleren  liegen  a^H 
vorderen  Umfang  des  ovalen  Bündels,  die  le(zlcren  vorwiegend  ilfl 
dessen  Mitleltlieil.  Die  Stellung  des  eintretenden  Wurzelbündels  zum 
ovalen  LUngsbündel  erPahrt  eine  gewisse  Aenderung:  auf  spcitereo 
Stufen  ist  nlimlicli  die  Eintrittsstelle  der  Wurzeln  etwas  hinter 
vorderen  Hand  des  ovalen  Bündels  zurückgetreten,  während  sie 
vor  in  eben  diesen  Rand  fiel.  Das  ovale  Bünilel  hat  sich  demgemJ 
nach  vorn  hin  um  eine  kleine  Strecke  ausgedehnt. 

Formbildung  des  hinteren  Markabschniltes.  Dui 
Altmann  sind  wir  mit  der  Thatsache  bekannt  geworden,  dass  die 
dem  Oiitralkunal  zunächst  liegenden  Zelten,  und  zwar  nur  sie,  der 
Ausgangspunkt  lebhafter  Neubildung  sind.  In  Uebercinstinunung  da- 
mit liegen  die  Zellen  der  Innenplalle  dicht  zusammengedrliugl  und 
von  ihnen  aus  erfolgt  eine  successive  Ablösung  von  Bestandtheilen  zu 
Gunsten  der  Mantelschichlen.  hi  diesen  kommt  es  zur  Faserbildung, 
und  je  weiter  dieselbe  fortschreitet,  um  so  mehr  werden  die  d( 
Manlelschichleu  angeliörigen  Zellen  auseinander  rücken.  Die  hier  au 
tretenden  BlutgePdsse  tragen  mit  dazu  bei,  das  Gewebe  lockerer 
machen,  theils  durch  ihre  directe  Einschiebung  zwischen  die  vor- 
handenen Theile,  llieils  auch  dadurch,  ilass  das  von  ihnen  geliefer 
Transsudat  Raum  beanspiucht.  Die  Auflockerung  der  Aussenschichl 
erfolgt  in  der  vorderen  Markhlilfle  sehr  viel  früher,  als  in  der  hinteren' 
Die  in  der  letzleren  entstanilenen  Fasern  treten,  wie  wir  früher  saliä 
als  Bogenfasern  nach  voin  und  helfen  als  solche  mit,  die  Voluiuzii 
nähme  der  niotoiischen  SiUilen  und  ihrer  Umgebung  bestimmen.  Da 
nun  überdies  in  der  vorderen  H^ilfle  von  Anlang  ab  ein  viel  grösser 
l'heil  der  Zellen  aus  i\er  Innenplatte  in  die  Manlelschichlen  überg 
gangen  ist,  als  in  dei  liinteien,  und  da  diese  zum  überwiegende 
Theil  an    der  Faserbildung  Tlicil   nehmen,   so   wird   es   verslUndlichi 
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Jass  der  vordere  MjukabscImiU  au  Aii.sdehnuni^  den  liiiileren  htik! 
ilbornugciL  Bei  KiiibryoiiGii  dor  .sechsten  iiiid  sielKMilen  Woche  nitniiit 
der  vordere  INlarkcylindur  nahezu  zwei  Drillei  dos  Gesniuinilquer- 
schnitles  ein. 

Der  hinlere  Markabschnill  hat,  wie  wir  oben  sahen,  im  Bej^inn 
de.^  zweiten  Monals  dir  l.iesUdt  eines  lraj)ei:f«')rniii;eii  nml  weiterhin 
i'iiii'!;  dreiseitigen  Prisma,   seine  mediale  Seile  wini    \in\    drv  hinen- 
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Fig.  10.     tlückcntnark  von  Koclus  .JM.     Vergr.  flO. 

|»lalle,  die   lalerale  vom  ovaien  Hiiilersltangljüiide!  eini^enonmien  und 
seine  Vorderiliiehe  vermillell  den  Zusammenhang  mit  den  davor  hegen- 
den Theilen.     Als  venlrale  Grenze  hallen  wir  eine  Linie  angenommen, 
welche   die  Seitenrinne    iles  Centraikanales   mit   dem   vorderen  Rand 
des  ovalen  Bundets  verbindet.     Den  Raum  zwisclien  der  Innenphillc 
und  dem  ovalen  Bimdel  erlilllen  die  Siussere  und  die  innere  Manlel- 
.selneht.     Jene   hegt   dem  ovalen  Biincicl    in  dessim  ganzer  An.sdelmung 
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an  und  sie  enlsendet  an   ihrer  VorderllUche  zahlreiche  Fasern,  welche 
ventralwilrts  in  die  Foimalio  arcuata  oinlroten.     Die  Zellen  der  innern 
Mantelschiclil  bilden  einen  conipaclen  Klumpen,  welcher  sich  wcilerh 
von  Radilirfasern  durchsetzt  zeigt,  dessen  Kiemente  aber  an  der  EdI 
Sendung  nach  vorn  gehender  Fasern  unbelheilii^l  erscheinen. 

Die  Masse  der  innern  Manlelschicht   ninirol  nun  in  der  zweilei 
HiUfte  des  zweiten   Monates   auch  ihrerseits,  zunttchst  durch  Zellen- 
nachschiibe  von  der    (nncnplattc   her  und  späterhin    durch   vasciilarc 
Auflockerung,  zu;    die  Nachbargebilde    werden    dabei    zur  Seite 
(Irlingl.     Einerseits  wird  die  primäre  Ausweitung   des  CenlralkanaW 
verengt  und  zum  Schwinden  gebracht,   andererseits  aber  werde«  die 
ilussere  Manlelschicht  und  das  ihr  anliegende  ovale  Hinterslrangbiimlcl 
dorsalwilrls  geschoben,  so  dass  deren  Richtung  aus  einer  vorwiegend 
sagittalen  nielir  und  mehr  zu  einer  frontalen  wird.    Die  Vordcrfliiche 
des  hinteren  !\larkprisma  nimmt  an  Breite  zu,  die  äussere  Kante  wii 
spitzer,  die  hintere  stumpfer.     (Fig.  7 — 9.) 

Durch    Uingerc   Zeit   hindurch   bleiben    die  Zellen    des   hinteren 
Markprisma   dirfit   zusammcngelageit ,    die   Auflockerung    der   Müsm\ 
beginnt   erst  vom  Ende    des    zweiten  Monats    ab    und   schreitet  von 
vorn  nach  rückvvürts  vor.      Durch  die  Aenderungen ,    welche  in  der 
l.ichtung  des  Cenlralkanales  eintreten,  venvischt  sich  an  der  medialen 
Seite  die  hintere  Grenzmarke  des  Schallstucks,  tateralwürls  dagegfl^f 
erhält  sie  sich  in  der  vor  dem  ovalen  Bündel  beOndlichen  Uandfurclic- 
Es  ist  unschwer  zu  erkennen,  dass  der  Zellencomplex  des  SchaltslUcki^^ 
die  Anlage  des  Cer vi X  cornu  [)OSterioris  bildet,  während  die  naü|tl-- 
uiassc  i\ns  Hinlcrhorns  aus  dem  hinteren  Prisma  hervorgeht.    Die  -An- 
lage aber  der  Clarke'schen  Säulen  bildet  sich  aus  der  innere* 
Mantelschicht   des    SchaUsliickes  als   ein   Zellenhaufen,    welcher  Bi^| 
ziemlich  spat  erst  von  der  Innenplatte  ablüst  und  zwar  in  dem  Winkel 
hinler  der  sccundüren  oder  vorderen  Ausweitung  des  Centralkanale^. 

Wenn  einmal  der  Centralkanal  in  seiner  hinteren  Hälfte  sich  ge- 
schlossen hat ,  vei'kümmerl    für  die  geschlossenen  Strecken   auch 
Innenplatto  als  selbsIstHndigc  Bildung.    Soweit  deren  Zellen  nicht 
die  Mantelschichten  abgegeben  worden  sind,  betheiligen  sie  sieb  a&j 
der  Bildung  jenes  Gerüstes,   welches   zur  Aufnahme   der   GoirschS 
Strünge  bestimmt  ist.      Auch   muss   die  sehr  sptit   auftretende   Com- 
niissura  posterior  das  Gebiet  der  früheren  Innenplatte  durehsetzei 
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Im  Rückenni.iikMjiierschnilt ,  wie  er  sich  bei  3M  findet,  sind 
mit  Ausnahme  der  hinleren  Cüniniissiir  und  der  Siibistanliai  gelatinosa 
Rülandi  alle  Hauplabtheilunij;cn  des  Marlies  unterscheidbar;  indessen 
nehmen  die  weissen  Subslanzmassen  noch  einen  relativ  geringen  Raum 
eiD,  während  die  Anlagen  grauer  Masse  unverhäUnissmyissIg  kurz  und 
breil  erscheinen.  Vorder-  und  Hinlerliorn  müssen  noch  weiter  aus- 
einanderrücken und  das  letztere  bedarf  einer  bedeutenden  Streckung, 
bevor  die  bleibende  Gestaltung  einlrilt.  Die  Streckung  des  Hinler- 
hornes  coinbiuirt  sich  mit  einer  Diehung  seiner  Oberflüchen;  das 
was  zur  Zeit  nach  hinten  sieht,  wird  in  der  Folge  medialwürts  ge- 
vvenJel,  wobei  die  Eintrittsstelle  der  hinteren  Wurzeln  mehr  dorsal- 
wärts  rückt  und  die  Verschiebung  des  ovalen  Bündels  an  die  Innenseite 
des  Hinterhornes  sich  vollzieht.  Die  Verlängerung  und  Drehung  des 
Hinlerhornes  scheint  hauptsächlich  auf  Rechnung  der  Seitenslrang- 
enlwitkelung  zu  kommen.  Indem  die  im  einspringenden  Winkel  zwi- 
sdion  Seiten-  und  Ilinlerhorn  liegende  Subslanz  an  Umfang  zunimmt, 
wird  der  von  ihr  eingenommene  Raum  ausgeweitet  und  die  angrenzen- 
den Massen  rucken  auseinander.  Die  laleralc:  Ecke  desilinleihorns  wirtl 
zu  dessen  hinterer  Spitze,  seine  dorsale  Oberfläche  zu  einer  medialen. 
Die  einspringende  Stelle  des  Rückenmarkes  wird  vom  Schall- 
Stück  eingenommen,  hier  entwickelt  sich  die  Hauptmasse  des  Pro- 
cessus reticularis,  und  dessen  Bildung  erscheint  gegen  Ende  des 
zweiten  Monats  durch  eine  laterale  Auflockerung  der  Zellongruppen 
'inil  4l(irch  da.s  Vorhandensein  zahlreicher  Markstiahlen  eingeleitet. 
W(»  Belegschicht  des  Schaltbündcis  liefert  das  Gerüst  für  die  weissen 
Massen  des  Hinterseitens  Iranges,  d.  h.  der  Strecke,  welche 
von  der  Cylinderfurche  bis  zur  Randfurclic  liiureichl.  Durch  die  zu- 
nelimenden  Nachbargebilde  wird  das  Gebiet  theilweise  in  die  Tiefe 
gedrängt  (Fig.  8),  indessen  scheint  mir,  dass  ein  Theil  desselben  die 
Verliindung  mit  der  Oberfliiche  beibehiilt.  Sehr  lange  erhalten  sich 
am  ffiialeu  Mark  zwei  seitliche  Furchen,  die  ich  für  die  Abkömm- 
linge der  Rand-  und  der  Cylinderfurche  halten  nniss.  Ihre  Stelle  ont- 
sprichl  dem  Ort,  wo  sptiterhin  tlie  Pyramidcnseitenslrangbahn  und  die 
Kleinhimscitenstrangbahn   auftreten.     Aus    Flechsiges  Darstellung') 


']   Man  vergl.  Taf.  XYII  in  den  •>  Leitungsbahnen  imGeliirn  und  Bückenniark  des 
Menschen <r.    Fig.  i  bis  5  zeigen  die  Kurchen  bei  Felilen  der  Pyraraiden8eilen.sitrang- 
[liahn,    Fig.  3  und  6  bei  Mangel  der  Gro.sshirnschcnkel. 
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geht  hervor,  dass  bei  Yorkiininiening  dieser  Buhrit'n,   bez.  der 
midenseilenslrangbahn  boide  Fiirclieu  persistiren  können. 

Nicht  ganz  einlach  isl  die  Substantia  4j;e1alinosa  Rolauai 
jiljznieiten.  Ihr  Orl  enlsprichL  dem  lateralen  Grenzgebiel  zwischen 
ovalem  Hiiiterstranü;bnndel  imd  JUisserer  .Manlclschiehl-  Nim  ijolini 
aber  die  Zellen  der  lelztereii  er\viescn(»niuist>en  in  iServenfasera 
über,  ein  Verhalten,  das  für  die  Elemente  der  Kolando'schen  Schicht 
nicht  zytrifl't.  Da  somit  eine  IdcntiliU  beider  Bildungen  nicht  beslolit 
und  da  dif  Manlelscliielil  beim  Embryo  die  hinterste  zellige  Aiilai,T 
istf  so  müssen  die  Elemente  der  gelatinösen  Substanz  sccundiir  hio- 
zugelreten  sein  und  ich  leite  sie  gleich  den  Deilers'schcn  von  eiIlg^ 
wanderten  Zellen  ab.  Für  diese  Auffassung  spricht  auch  das  ana- 
tomiscliH  Verhalten  der  gelalinösiMi  Substanz.  Dieselbe  wird  bekannllicb 
von  dem  fileherfürmig  steh  ausbreitenden  Complex  sensibler  Fasern 
durchsetzt,  von  denen  ein  Theil  sieh  am  vorderen  Rande  der  Sub- 
stanz wieder  zu  aufsteigenden  Bilntlehi  sammelt.  Ein  derartiges  V( 
halten  zeigen  die  Wurzelfasern  des  Enibrxo  nicht  innerhalb  der  zellen- 
lialtigen  Anlage  des  Hinterhornes,  sondern  schon  innerhalb  des  oval 
Bündels.  Bei  Endtryonen  von  dev  zweiten  Hulfte  des  zweiten  .MonalsÜ 
so  bei  Zw  oder  Lo  gehen  die  das  ovale  Biindcl  durchselzriiilci 
Wurzelfasern  gleich  von  der  Eintrittsslelle  ab  auseinander.  Wiiliri'iKl 
i!in  riieil  derselben  bis  zu  dessen  lateralem  Bande  ausbiegt,  strebea 
andere  medialwJirls,  so  jedoch,  dass  die  innersten  Fasern  die 
Breite  des  Bündels  nicht  überschreiten.  Zwischen  den  Strahlen 
also  sich  bildenden  FiUThers  bleiben  verhaltnissmassig  weite  S|ui 
frei  uiul  wenn  num  sich  diese  von  Masse  ausgefüllt  denkt,  so  erhült  m.in 
ein  (iebikle  van  der  Lagerung  luid  .\nfM'4!mitig  der  gelatinösen  Stili- 
slanz.    hiernach  ist  das  primiire  liinlerhorn  in  Wirklichkeil  weit  künter 
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denn  der  späterhin  so  bezeichnete  Bückenniarksabschnitt.     Es  crsli 
sich  nur  bis  zu  den  vor  der  gelatinösen  Substanz  aufsteigenden  Bun' 
dein.     Alles  was  dahinter  liegt,   war  einmal  Beslandtheil  des  ovale*^ 
Bündels.     Die  Stelle   übrigens,  die   beim   Embryo   Eintrittsstelle 
hinteren  Wtuzeln  war,  liegt  späterhin  nicht  mehr  an  der  OberflS 
des  Kiickenuiarkes,  sondern  sie  ist  infolge  einer  beiderseitigen  llel 
waclisung  durch  die  aostossenden  Lüngsbundel  in  di<'  Tiote  gesrhobe 
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Das  Auswachsen  der  Nervenfasern  und  dessen  Folgen. 


^^  Diu  in  früheren  Abscimidcn  mitgclhcilten  Ei'fahrniigen  liabeii  er- 
geben, dass  von  den  Zellen  des  HUckeninarkes  die  einen  sich  bei 
der  Bildung  eines;  Gertlsles  lietheiligen,  die  anderen  bei  der  Bildung 
von  Nervenfasern.  Di«;  ticriistbildung  isl  früher  erkennbar  als  tbe 
Faserbildung.  Als  l'aserbildend  erweisen  sich  zucr.sl  die  Zellen  der 
allerausserslen  Schicht;  s|>iiler,  wenn  Blulgefüsse  in  das  Mark  ein- 
gedrungen sind,  gesellen  sich  diesen  auch  die  Zellen  lieferer  Schichten 
bei  (Manlelschicht  und  binen[)latle).  Die  dem  l^entralkana!  zunUchst 
liegende  Schicht  bleibt  durch  geraume  Zeit  hitidurch  der  Mutlerboden 
Tür  die  Bildung  neuer  Zellen.  AU  Motiv  für  die  getrennten  Leistungen 
von  Zellen,  die  doch  derselben  Anlage  entstammen,  niöchlcn  wohl 
am  ehesten  die  respiratorischen  Bedingungen  in  Betracht  fallen,  und 
diese  liegen  für  die  faserbildenden  Zellen  nachweislich  günstiger,  als 
^  für  die  Wandzcllen  des  Centr alkanales. 

^B     Von   den   zuerst   im    Mark    auftretenden    Nervenfasern    geht    ein 

^^eil  in  die  motorischen  Wurzeln  über,  andere  treten  in  die  vordere 

Commissur   oder   in   den  Vorder-   und  Vorderseilcnstrane.      Mehr  als 

eine  Nervenfaser   scheint    von   keiner    lUlckenraarkszelle   auszugehen. 

Die   verzweigten    AusUiufer   der   motorischen   Zellen   entwickeln   sich 

spltler  als  die  AxencylinderforlsUlze  und  wahrscheinlich  breiten  aucti 

sie  sich    nur  langsam    aus.      Die   Zelten  der   Spinalganglien    wachsen 

ihrerseits   in   je  zwei  Nervenfasern  aus,  von  denen   die  eine   in  das 

Rückenmark    eindringt,    die   andere    j>eripherievvÖrts    sich   ausbreitet. 

licberall  wo  Fa.^crn  aidtreten,    ist  deren   Menge  Anfangs  gering    und 

nimmt  erst  alhul^lilich  zu.    Dies  gilt  von  den  vorderen  Wurzelbündeln, 

von  den  Vorderstriingen  unil  Voiderseilenslningen,  von  der  vorderen 

MJpmmissur  und  von  dem  ovalen  llinterstrangbündel. 

^^     Die  von  Nervenzellen  ausvvachscnden  Fasern  bahnen  sich  ihj"<Mi 

'V'eg,  indem  sie  in  voihandcne  Ltickenriiunie  zwischen  anderen  Gcwebs- 

*>csiandthcilen  horeinvvachseu.     Im  Rückenmark  und  im  Gehirn  liefert 

"**s  primiir   angelegte   Markgerüsl   die   Bahnen   zur   Ausbreitung   untl 

^^ine  Anordnung  ist  für  die  Uichtungeu  des  Auswachsens  unzweifelhaft 

^Übeslimmcnd.    Int  Körper  drihigen  sich  die  Neiven  durch  die  weichen 

"'iidesubslanzUiger  liintlurch   und  zwai'  in  Form  von  breiten  Stymmen, 

^''^^Cilche  Anfangs  gestreckten  Verlauf  halien    und  innerhalb   deren  die 

ALhAuJi«.  j.  K.  umwiiM'h.  a.  wus.   \xn  34 
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beisaniniien   liegen. 


llic  und  da  dringen  schon 


einzelnen  Fasern  lost' 

in  früheren  Perioden  nindesubslair/zellen  in  die  Stämroe  ein;  \n  au 
giebiu;cr  Weise  erfolgt  diese  zur  Scheidcnhildnng  führende  Invasiv 
erst  in  veihliltnissniassig  spater  Zeit.  Trüll  ein  gestreckt  auswachsen- 
der Stamm  bei  seiner  Ausbreitung  auf  einen  Widerstand ,  auf  eine 
Knütpelanlage  oder  auf  ein  Blutgefäss,  so  wird  er  von  seiner  Bahn 
abgelenkt,  um!  indem  die  Ablenkung  für  die  verschiedenen  Bestand- 
tlieile  des  Slanunes  eine  verschiedene  ist,  kommt  es  zur  Theilung 
desselben.  Andererseits  kann  ein  gestreckt  angelegter  Nerv  secundäre 
Verschiebungen  erfahren,  wonach  wieder  neue  Bedingungen  der  Aus- 
breitung und  Zerlheilung  wirksam  werden.  Die  Kopfnerven  bieten 
hicfUr  ein  Beis()icl ,  das  ich  an  anderem  Orte  besprochen  habe^).    ^B 

Das  Vordringen  der  Nerven  nach  der  Peripherie  erfolgt  mit  einef^ 
gewissen  Langsamkeit,  so  dass  die  letzten  Endgebiete  erst  spät  ihre 
Fasern  zugeführt  et  hallen.     Eine  TUuschuiig  in  der  Hinsicht  ist  nichl 
wohl  denkbar,  die  vordringenden  Stamme  heben  sich   in  so  charak- 
teristischer  Weise  von  ihrer  Umgebung  ab,    dass  über  deren  Felileflfl 
oder  Vorhandensein  kein  Zweifel  nuiglich  ist.    An  schwach  gefärbten 
PiUparalen    treten    sie    schon    bei    geringer  Vergrösserung  als  helle 
Strassen    inmitten    der    Übrigen    Massen    hervor    und    nach   kräftiger 
Eosinftirbung   vermag   man    bei   starker  Vergrösserung  jede   einzelne 
Faser  zu  verfolgen.      Hatten  wir  uns,    um  ein  bestimmtes  Objccl  zu 
haben,  an  die  Extremitiiteu ,   so  .sind  am  Scliluss  des  ersten  Älonal) 
kaum  die  Wurzeln  derselben  von  den  Ncrvenstimimen  erreicht.    DK 
Schnitte    von   Embryo   N   zeigen  -prachlvolle    und    niSchtige    Plexus 
brachiales  und   lumbosacrales,   von  denen   aus  einige   dicke  Siarar 
in    die    ExtremiUllon    eindringen;     allein    ungefähr    in    deren    halbe 
Lllnge  hören  die  Nerven  schon  auf  und  das  Endstück  ist  noch  vöUli 
nervenfrei.     Ja  selbst  bei  Embryo  Zw,  d.  h.  schon  gegen  Ende  des 
zweiten  Monats,   linde  ich  zwar  Nerven   an  der  Wurzel   der  Finger, 
aber  keine  im  Gebiete  der  Endphalangen.     In  gleicher  Weise  erfolgt 
sicherlich   auch  das  Auf-  und  Abw^rtswachsen  der  Faserbahnen  im 
Kückenmark   mit  einer  gewissen  Langsamkeit,   so  dass  erst  spat  die 
seh liessli eben  Endpunkte  erreicht  werden. 

Wenn  mm  die  Nervenfasern  durchweg  als  AushUifer  von  Ganglien- 
zellen entstehen  und  allmühlich  in  ihre  centralen  oder  periplierivsch» 

')  Anatomie  menschlicher  Embryonen.    Heft  III,  S.  88  u.  f. 
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Endbezirke  vordringen,  so  ergiebl  sich  als  nothwenriiije  Folge,  ^lass 

gegenüber  der  Verbindung   mit  der  UrspriingszeUe,  alle  übrigen  An- 

I Schlüsse,  falls  vorhanden,  nur  secundUr  enistanden  sein  können.    Man 

lisl   mit    solchen  Nervenverbindiini^en    im  Centrnm    und    an  der  l*eri- 

Die  Verbindungen   von 


pherie  frühei  hin  sehr  freigebig  gewesen. 
Nervenzellen  unler  einander  im  Sinne  von  Schröder  van  der  Kolk 
sind  zwar  langst  als  Tüuschungsbilder  erkannt,  abei'  wohl  leben  slill- 
I  schweigend  die  Meisten  von  uns  der  Meinung,  dass  auf  irgend  eine 
'Weise  die  centralen  Nervenfasern  zu  gegenseitiger  Verbindung  von 
Zellen  dienen .  und  was  die  peripherischen  Gebiete  belnll't ,  so  ist, 
wenigstens  für  die  Sinnesneiven,  seil  den  Arbeiten  von  Max  Schullze, 
die  Endigung  in  sog.  Sinneszellen  zum  vorherrschenden  Dogma  ge- 
worden. 

Die  Möglichkeit,   dass  Nervenfasern,  welche  in  Epilhclschiihten 
vordringen,  auch  in  das  Innere  von  Zellen  gelangen,  ist  a  priori  nicht 
in  Abrede   zu  slclleii.      Die   von  Hensen    im  Schwanz   der   Frosch- 
I  iarven   entdeckten,    in  Beireif  ihrer  Lagerung  allerdings  nicht   unbe- 
slritlenen  Nervpnenden  gehören  vielleicht  hierher').    Andernllieils  aber 
kennen  wir  eine  überwiegend  grosse  Zahl  von  Endvorrichtungen,  bei 
denen    die  Nervenfasern   als    solche    frei  auslaufen,    es  sind  dies  die 
,  EudÜbrillen  des  Hornhautepilhels  und  der  Epidermis,  die  Endigungen 
I  in  den  Pacini'schen  Körpern  und  in  den  Krause'schen  Endkolben,  die 
Platten   in  den  Taslkugeln  des  Enlenscli nabeis,  die  Geweihe  der  ujo- 
!  lorischen  Endplalten  u.  a.  m.     Um  das  Ende  der  belrefl'enden  Fasern 
herum  kann    eine  weiche  Masse   sich  ansammeln,    wie  bei  den  mo- 
torischen  Plallen,   oder  es  kann,    falls    die  Nerven    itn    Bindegewebe 
auslaufen,    ein    mehr   oder  minder    comjilicirtcs  System    von  Kapseln 
iiich   bilden,    das  dem  Emlap|)aral  einen    küj'|>erliichen  Charakter  \cr- 
leiht.      Das    Beispiel    der   mit    Binilegevvebskapseln    versehenen    End- 
apparale  (Pacini'sche  Körper,  Endkolben,  Taslkörper,  Taslkugeln  u.  s.w.) 
bietet   deshalb   ein  besoutiercs   Interesse,  weil  sich  daran  zeigt,  dass 
von  Seiten  der  Nei'ven   an  der  Endstelle  eine  Art  von  Reiz  auf  die 


')  Für  die  Endigiing  in  Epiliiclzelicn  sind  in  neuerer  Zeil  oingelrelon  l'fizner 
(Jlorphol.  Jalirl).  Vif.  7S6);  Canini  (Arcli.  f.  Anal.  u.  Pliy.s.  f'hysiul.  AbÜi.  1883. 
449)  und  Fronk  el  (ebondas.  1886.  415);  für  eine  intcrcHUiUire  Eiidigiing  Mi  I  ro- 
phaDOW  (el)endas.  iSHi.  Ifli)  und  Mnca!  I  nni  (nu;irlerlv  Jonrn.  ofMicr.  Sc,  New 
des  CI.   Nov.  1885) 
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subt    iiiu!  tUuiurcli  die  AnlilUifui 


rugebuni?  ausgeübt    iiiui  üatUircu  die  AniilUiiung   besonilerer  Zelleii- 
schiclUen  veranlasst  wird.     In  dea  hühurcu  Sinnooiganen  in  Relii 
Gc'liüiorgan,  Geschmacksürgan  und  Riecliorgan  kommen  wir  laul  detT 
neueren    Beobachlungen    von    G.    Retzius,    Schwalbe    u.  A.    niclil 
idier  das  Auslaufen  der  NervenlibiilUin  in  der  Nabe  der  sog.  Sinnui^^ 
zelten  liinaus  und  wir  werden  uns  scbJiesslich  dahin  bequemen  niüsse^H 
eine  ReizUberlragung  ohne  directe  Conlinuität  aueh  in  diesen  Organen 
i'Ur  möglich  ku  eraclUen.  ^H 

Fui-  centrifiigal  leitende  Nerven  geben  die  motorischen  End- 
plallen  das  unbeslieitbare  Beispiel  einer  ReizUbertragung  ohne  Goo- 
linuit^t  der  Substanz.  Es  zeig!  sieh  sogar,  tiass  liier  zwischen  die 
in  Stümpfen  auslautenden  linden  des  Axencylinders  und  die  coi 
tractile  Suhslanz  eine  trennende  Zwischenschicht,  die  Kuhne'scl 
Sohle  eingeschaltet  ist. 

Ich   glaube,    dass    man    auch    hinsit^htlich  der    (^entralorgaoc 
vereinfachten  Vorstellungen  gelangt,    wenn  mau    den  Gedanken  at 
giebt,  dass  Nervenfasern,  um   auf  einen  Theil  zu  wirken,  nothwendi^ 
mit  ihm  in  ilontinuitcil  stehen  müssen.     Für  den  Verlauf  einer  Faser 
ist  das  Gesetz    der  isotirlen   Leitung  unbestreitbar,    allein  wenn  eine 
Faser  abgestutzt  endigt,  so  kommen  für  den  Stumpf  neue  ßedingimgen 
der  Reizübertragung  zur  Geltung.      Die  Vorvielftiltigung  der  Sttimpfe, 
wie  sie  die  motorischen  Endgeweihe  von  Kühne  zeigen,  gewinnt 
gerade    von  diesem  Gesichts[)unkte    aus    eine   besondere   Bedeului 
Ist  aber  die  AulTassung   von    der  reiztdiertragenden  Hedentimg   ein( 
Nervenstumpfes    berechtigt,   so   wiril    zur  Erkliiruiig   der    l'^inwirkiii 
eines    Faser.systemes    auf    ein  anderes    nicht    die    Goiilinuitiit     beid 
Hahnen  verlangt,  sondern  es  gentigen  das  Auslaufen  der  beiderseitige 
lüidstiimpfe    in   demselben  iVIarkdisIrict    und    die   Kinschiebung   eine 
reizubertragenihin    Zwischensubslanz.       Wühlen    wir    als   Heispiel    di 
Fasern  der  PyramideubaluK    so  bleibt  deren   Einfluss    auf  motoriscli 
Fasern  verständlich,    wenn  sich  nachweiseu  liisst,    dass  tlieselben  io' 
der    Nlihe    der     motoi'ischen    Zellen    mit    einlachen    oder    gelheiltos 
Stüm[)bMii    auslaufen    und    da.ss    sie    hier    den    Endpunkten   der   ver- 
zweigten Zellenauslüufer  nahe  gerückt  erscheinen.     Jedes  der  beider- 
seitigen Bahnsysleme    ist  bis  zu  seinem  Ende   hin  geschlossen,  abof] 
zwischen  die  beiden  Enden  schiebt  sich  als  oll'enes  Gebiet  das  .Mark- 
geitlsl   nebst  seinen  Inlerslitien    ein  und  tiarin    kann  (be  Ausbreitung 
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■/..  ß.  chemischer  Vorgtlinge  nach  Kehr  verscliiedenen  Richlungen  hin 
erfolgen. 

üerfach,  dessen  AiilTassung  ich  mich  in  manchen  dunklen 
n.lheie.  niiriml  innerhalb  der  grauen  Siibslanz  als  Millelglied  zwischen 
t'asern  und  Zellen  ein  Nervennelz  an.  Beweise  für  ein  sok-hejs  Netz 
sind  indessen  vveder  aus  seinen  eigenen,  nocli  aus  anderweitigen 
Beobachtungen  zu  entnehmen,  sondein  das,  was  positiv  gesehen  wird 
und  was  auch  Gcriach  liildlich  darstellt'),  ist  immer  nur  ein  reich- 
verzweigtes Astwerk  von  ZelfenansliSurcrn,  ohne  eigentliche  Anasto- 
mosen der  sich  durchkreuzenden  Aeste.  Wenn  nun  in  der  einen 
oder  in  der  anderen  Wei^ie  eine  allseilig  leilcnde  Zwischenmasse  zwi- 
schen die  gelrennl  auslaufenden  Nervenhaluien  eingesclialtet  ist,  so 
setzt  dies  die  Folge,  dass  innerhalb  eines  bestimmten  Districles  die 
von  einer  Zuleitungsbahn  übermillelte  Erregung  auf  verschiedene 
Nachbarbahnen  sich  iiberliagen  kann.  Ebenso  ist  es  unter  tbescr 
Voraussetzung  annehmbar,  dass  bei  voihandener  Leilungshenimung 
JD  den  zunächst  liegenden  Bahnen  entfernler  liegende  die  Weiler- 
Icilung  übernehmen  können  Die  [ihysioiogischen  Erfahrungen  über 
dit;  Leitungsveihiittnissc  im  Kückennuirk  sind  einer  strengen  Duich- 
fubruug  des  Princips  isolirlei'  Leitung  keineswegs  günstig  unti,  we- 
nigstens innerhalb  der  grauen  Substanz ,  ist  der  Kreis  der  Leilungs- 
mtiglichkeilen  ein  so  giosser,  dass  man  mit  der  Annahme  durchweg 
geschiedener  Bahnen  schwer  durchkommt. 

\is  machen  die  eben  ausgesprochenen  Bemerkungen,  welche  zum 
Theil  mit  den  auf  histologischen  Untersuchungen  ba.sirenden  Sülzen  von 
Golgi'-)  zusaiiunentrelVen ,  in  keinerlei  Weise  den  An.sjjruch,  das  Ge- 
sariinilproblem  von  den  centralen  und  von  den  perifilierischen  Nerven- 
enden kurzer  Hand  abzuurtheilen,  aber  ich  glaube,  dass  es  gerecht- 
fertigt ist,  dasselbe  mit  neuer  Frageälclhmg  wituler  zur  Discussion  zu 
bringen.  Als  feststehendes  Princip  vertrete  ich  dabei  den  Salz:  dass 
jede  Nervenfaser  aus  einer  einzigen  Zelle  als  Ausläufer 
liervorgeht.  Diese  ist  ihr  genetisches,  ihr  nutritives 
und  ihr  funclionclles  Cenlrum,  alle  anderen  Verbin- 
dungen der  Faser  sind  entw»>der  nur  mittelbare,  oder 
sie  sind  secundär  entstanden. 


')   Stricker,    llcindbucb  der  Lehre  von   tleii  Geweben  S.    679.   Fig.   283. 
^)    Arcliives  itiilicnnes  de  hioingjc.    Md.  III     p.  iH'i  ti.  IF. 


Erklärung  der  Tafel (iguren. 


(icriiuiiistiiuc  Bezeichnungen 


a,  M.  iiusserü  Slimlebchichl. 

A.  s.  Aderia  sulci. 

A.  np.  a.  Art.  spiiiiiüs  nnl. 

-•1.  sf).  p.   Arl.  s|»iti;ilis  post. 

Bp,  llmlon()l!itle. 

C.  /'.  i^yliriderfurcljc. 

Dp.  Det'kpkiUe. 

F.  a.  l'orruatio  ;ircu.'ila. 


i.  M.  iinieru  Munlclscbiciil. 

/.  p.  Iiinenplalto. 

M.  l.  III.  Membr.  Ittititniis  meiiin{!ca. 

.W.   ir.  uiülorischc  Wurzeln. 

o.  B.  ovales  lliulerstrangbüüdcl. 

Af.  f.  Itam] furche. 

».   W.  sensible  Wurzel. 

Sh.  Seilciiiiuru. 


Fig.   I.      L>ur<:lrscbnilt  fhircli    das  Hückeiiniark   von   Embryo  fir,.      Vergrdsse- 
rung  350.      Aiil'tuUirtie  mit  ileiii  Sormctimikro.skoti. 

Fig.  2.  DurchscIiniU  durch  da.s  Rückcttmark  (oberstes  Dorsalmark)  von  Em- 
bryo A'.  Verj^r.  400.  Aurnahme  iiiil  dem  Sünneninikraskop.  Die  Stufe  enlsj>riclii 
ziftniifli  nahe  der  vuii  llon.son  für  das  Kaninchen  gegebenen  (Zeitschr.  t.  Auiiloniic 
und  lind)ryid<)gie  l,  Taf.  XI.  Fig.  5C),  sie  diirerirl  indessen  von  dio-ser  in  verscliied^-ncii 
niclil  iinwichligen  Punkten:  I)  Die  Konuen  an  allen  von  mir  beobachteten  SchniUen 
sind  entst-liieiJen  ofkigcr,  denn  hei  Henseu.  Dn.s  ovale  Bündel  und  die  hinlere 
Grenze  des  Harkt; ylinders  j^ehen  bei  lelzterera  fast  unmittelbar  in  einander  über,  wiili- 
renil  sie  hei  mir  durch  ein  beiderseits  wohl  abgesetztes  Schallstück  von  cinaodcr 
inelreniit  bleiben.  Noch  schärfer  ist  die  Trennung!  bei  S|  (Fig.  6  des  Textes!.  4)  l>ic 
sensibehi  Wurzeln  Ireten  bei  Ifensen  samtiil  und  sonders  zwischen  bez.  an  die 
Zellen  der  Innenplatte,  ein  Verhältniss ,  das  ich  meiner^oiti»  nicht  geseheu  habe- 
3)  Die  Einbiegung  der  Deckplatle  ist  het  llenseu  nicht  dargestellt,  wie  denn  audi 
die  Fonii  des  Cenlrutkanutcs  eine  andere  ist,  als  ich  sie  zu  der  Zeit  vortinde.  I)  Hit 
A.  siilci  nimmt  eine  meinen  Wahrnehmungen  niclit  entsprechende  Uichtiing.  Wai» 
konuiiL'U  noch  versrliiedeno  AbweichuJigen  ,  wie  z.  H.  die  gleichmJlssige  Beharidluii.s 
vou  den  Zellen  der  huieuplatte  und  die  Darstellung  einer  aus  feineu  hliden  gebildden 
Ik'legschicht.  Ich  darf  eine  also  in's  Einzelne  gcliciidc  Kritik  an  llensen's  .\bbild\ing 
ausüben ,  weil  dieselbe  in  der  That  ausgczoiehtiel  schön  ist  und  weil  sie  alle  audoi 
bisherigen  Darsldlungen  an  Genauigkeit  weil  übertrilft.  So  (iude  ich,  um  be.sond 
Punkte  lierviirzuhehen,  lletiscn'  s  Zeichnung  der  Formatio  arcuaUi  von  grosser  Natur- 
treue,  ebenso  die  Behandlung  der  weissen  Suhslauz,  die  Darstellung  des  Hadiärfast'rn- 
syslcms  u.  a.  ni. 
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ÜBER  EINE  AUFGABE 


DER 


AUSGLEICIIUNGSRECIINUNG. 


VON 


H.  BRIINS. 


Abhandl.  d.  K.  Oesellacli.  d.  Wunonurb.  XXll.  85 


Vjs    seJRn    3;  ,    T,    .  .   .r      dfe   n   Unbekannten    einos 


welche  mit  den  (/  boobachletoD  Grössen   c/, ,  u^  .  . 
chungen  von  der  Form 


ronicms, 
(i    (lurcli  (/  (Ilei- 


verbiinden  sind,  wo  die  Coenicienlen  b^ß  gegebene  Zahlen  bedeuten. 
Ist  in  dem  Falle  f/  ^  «,  un)  den  es  sich  hier  vorzugsweise  handelt, 
als  Ausgleicluings-Müdus  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  voige- 
schrieben,  so  sind  die  Wertlie  der  Unbekannten  v^illig  hcstirunil, 
sobald  die  »Jen  beobachteten  Grössen  zukommenden  mittleren  Fehler 
m^  oder  tue  enlsprcchenden  Gewichte  p^  gegeben  sind ;  ebenso  sind 
dann  auch  die  m.  F.  tnix^)  der  einzelnen  unbekannten  bestimmt. 
Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  es  in  der  Hand  des  Beobachters 
liege,  durch  passende  Anordnung  der  Messungen  zu  bewirken,  dass 
die  p^^  behellige,  vorgeschriebene  Werthe  annehmen;  ferner  sei,  um 
u^  mit  den»  Gewichte  Kins  zu  messen,  der  Arbeitsaufwand  A^  er- 
forderlich, dann  ist,  um  durch  Wiederholung  der  Messung  dem  «^ 
das  Gewicht  p„  zu  erlheilen,  der  Arbeitsaufwand  Ä^p^  nüthig  und 
es  ist  der  gesaranitc  Arbeitsaufwand  durch  ^'A^  p^  :=  A  gegeben. 
Weiter  wollen  wir  uns  denken,  dass  es  bei  der  Erinittlung  der  Un- 
bekannten wesentlich  nur  auf  eine  derselben,  sagen  wir  .t^,  an- 
komme, dass  also  die  anderen  j-  nur  Hillfsgrössen  der  Rechnung 
seien,  dann  ist  ollenbai  unter  den  verschiedenen  möglichen  Anord- 
nungen der  Messung  diejenige  als  die  vorilieilhaftesle  anzusehen, 
welche  bei  vorgeschriebenem  Gesamml-Arbeitsaufwande  A  dem  m.  F. 
\m{x^)  seinen  kleinsten  Werth  ertheilt;  nian  würde  also  in  einem 
solchen  Falte  zu  der  Aufgabe  gefulnl,  dasjenige  Werthsysteni  der 
p^^    lulor    kurz    diejenige    "Gewichtsverlheihmgi'    zu    Hn<len,    welche 

36* 


518 


il.   Uhuns, 


ibe^ 


clfl 


unter  InnehalLung  des  vorgeschriebenen  Arbeitsaufwandes 
tu.  F.  tn{x^)  zu  einem  Minimum  madii.  Wenn  sich  liierbei  heraus^ 
slellt,  düss  ein  liestimrates  p^  den  Werth  Null  iinzuneiiiiien  hat.  so 
liesagl  das  offenbar,  ilass  bei  der  Berechnimg  der  .r  die  belreireode 
(Jleichimg  niclil  bcnulzl  wird,  dass  also  das  entsprechende  a„  ül 
haupt   michl  .gemessen  zu  werden  braucht. 

Die  genannte  Auff^abe  ist  vor  t^iniger  Zeil  aus  Veranlassung 
eines  bcslimiiiten  praktischen  Falles  vom  Oberst  Schreiber  gestellt 
und  gelöst  worden*).  Das  Ergcbniss  ist  ein  äusserst  merkwürdiges 
und  tUsst  sich  im  Anschlüsse  an  die  vorhergegangene  Auseinander- 
setzung t'olgeiulermasscD  aussprechen.  Es  giebt  jedesmal  entw( 
nur  eine  einzige  oder  aber  unendlich  viele  »> günstigste •»  Gewicl 
vertheilungcn.  lin  ersleren  Falle  sind  q  —  n  von  den  Gewichten 
p^  gleich  Null,  also  gerade  nur  u  derselben  von  Null  verschieden: 
im  zweiten  Falle  giebt  es  unter  den  unendlich  vielen  Losungen 
immer  solche,  bei  denen  ebenfalls  gerade  nur  »  von  den  Gewichten 
von  Null  verschieden  sind.  Zusananenfassend  kann  man  also  sagen- 
die  vorlheilhaftesle  liest immung  von  ;r,  «muss  oder  darf«<  allemal 
unter  denjenigen  Anordnungen  der  Beobachtungen  gesucht  werd^ 
welche  zur  Bestimmung  der  n  Dubekannten  x  gerade  nur  die  n( 
wendige  und  hinreichende  Anzahl  von  Bestimmungsstücken  mes 
Aus  diesem  Satze  ergiebl  sich  u.  A.  die  a.  a.  O.  ausgesprochene 
(Konsequenz,  dass  die  Messung  von  zahlreichen  überschüssigen 
tungen,  welche  bislier  in  dei'  geodiilischen  Praxis  bei  Basisnelj 
mit  Vorliebe  geübt  wurde,  im  Allgemeinen  als  Arbeitsvcrgeudi 
anzusehen   ist. 

Es  lüssl  sich  von  vornJierein  erwarten  und  durch  einfache 
s|)iele  auch  leicht  bestiUigcn,  dass  die  für  die  einzelnen  Unbekannten 
j?, ,  jp,  .  .  j;,  günstigsten  Gewichlsvertheilungen  im  Allgemeinen  von 
einander  verschi<Hlen  ausfallen  müssen;  m.  a.  W.  die  günstigste  Be- 
stimmung einer  einzelnen  IJnhekannten  wird  auf  Kosten  der  Sicher- 
heit der  übrigen  zu  Stande  gebracht.  Nun  ist  der  häutigere  ValM 
aber  gerade  der,  wo  es  sich  nicht  um  eine  einzelne  Unbekannt 
sondern    um    die    gleichzeitige    und    ihunhchsl    sichere    Bestimniil 


rd^. 

4 

ebene 

II 

letafCR 


*]   Die  AnurJuuiig   der  Winkclbcobncljtiiii^ini    im  (iUUiuger   Basisnelz. 
sclirin  Tür  Vermessiingswesen   (882. 
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fljeljrcrer  derscihon  hurulcll.     Su  ist  z.  U.   bei  der  Ausint^säung  eines 
^'eodälischcn  Haupklifieck.snelzes  das  etgerUlicht'  Ziel  nicht  diu  (uöu;- 
lioti^l   genaue  KL'nnlniss    einer    einzelnen  Seite   oder   eines    einzelnen 
\ViLkels,    sondern  die    ßrniilliung  der  stanzen    Figur,    die    man    sitli 
iiiathcuiatisch    als     InbegrilT    der    (^oordinalen     aller     Dreieckspunkle 
definirt  denken  kann.     Aehnliehes  gilt,  wenn  man  die  Detail vermes- 
SLiDg  eines  Sternhaufens  yiit"  ein  z.   ß.   aus   helioinetrischen   Distanzen 
naOglichsL  sicher  al)geleitetes  Hauplneiz  stutzen  will '^).     Wir  werden 
hiermit   zu    der    Aufgabe   gefilhrl,    diejenige    Gewichtsverlheilung   zu 
erniilteln,   welche    zur   gleichzeiligen    Heslimniung    mehrerer   Grt'issen 
oder,  wie  wir  sagen  wollen,  zur  ßoslimniung  eines  (jr<issencüruplexes 
die  vorlheilhafteslc  ist.     ürn  diese  Aufgabe  der  niathemalischen  Be- 
handlung zugänglich   zu  machen,    liaben   wir   zuuUehst   ein  Kriterium 
aufzustellen,   durch  welches  man,    wenn    zwei   verschiedene  üestim- 
lunngen   eines   und  desselben   Grüssencomplexes   vorliegen,    unzwei- 
deutig entscheiden  kann,  welche  von  den    beiden  Beslimnmngen  die 
bessere   ist.     Es    seien    (/|,  ij,  .  .  /y^   die   Elemente   des    Grössencotu- 
plexi's,  auf  dessen  Ennitthing  es  bei  einem  gestellten  Problem  eigeut- 
lich  ankommt,  dann  gehOrt  zu  jedem  Heslimnmngsmodus  dieses  t^om- 
plexes  ein  besliinrnles  VVerlhsystcm  iler  m.  F.  m(jy,),  »w  (yj  ..  "*(!/*); 
Tc^rner  werde  die  Grüsse  m  {y)   durch  die  Gleichung 

•^olinirl,    dann    soll   in  (y)    der    «niilllere   zu    belUrchtende    Fehler   des 

'-oinplexes 

^*-liM'  kurz  "Hl.  F.  des  Complexes  {(/)"  genatml  werden.     Analog  soll, 
^■«}nn  m  der   m.   F.   fur  die  (jewichlseinbcil  ist,  die  durch 

^•«sjsliiiinjle  Gr()sse  p  iif)  »Gewicht  des  Compicxes  (v/)«  heissen.  Dies 
^'orausgeschickt,  wollen  wir  festsetzen,  dass  das  vorhin  erwähnte 
K.ril('riiini  durch  den  nunierischen  Beirag  von  m  (y)  gegeben  sein 
!>ollt'.  d.  h.  von  zwei  verschiedenen  Bestimmungen  des  (Komplexes  (y) 


")  Die  Absictil.  das  (Jeuinäclisl  zur  AufslelloTig  geliiiigernk*  Leipziger  lleüo- 
'ueie|.  211  derartigen  l{eüb;itiiliiiif;en  mit  zu  verwenden,  ist  in  «Jer  Tliat  dir  nr- 
*Prii|iglichc   VcraiiliissuHfj;  zu   dfr   \urliegendeii   ünlerstifliun^   gi'wrseti. 
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soll  diejenige  als  die  bessere  gelten,   zu  welcher  das  klemere   m 
oder  das  grössere  p  ('/)  gehört. 

Das  gewälille  Kriterium  ist  selbstverständlich  nicht  frei  vod 
Willkür;  diese  Willkür  ist  indessen  in  der  Natur  der  Sache  begrün- 
det und  unveroieidlich,  gerade  so  wie  bei  allen  anderen  Mas»- 
besliiüinungen  für  Dinge,  die  nicht  direct  als  Zahlen-  und  Raum- 
grOsseu  gegeben  sind.  Indem  ich  bezüglich  der  Motive  für  die 
getrotrenc  Wahl  auf  die  späteren  Entwicklungen  verweise,  sollen 
hier  kuiz  die  sich  daraus  ergebenden  (Konsequenzen  zusanimeugestelU 
werden,  deren  Bey;iün(lung  den  Hauplgegenstand  der  vorliegenden 
Arbeit  bildet.  Die  Aulgahe,  die  zur  Bestimmung  des  Complexes  [y] 
günstigste  Gewichtsvertheilung  zu  linden,  liisst  entweder  nur  eine 
oder  über  unendlich  viele  Lösungen  zu,  hu  letzteren  Falle  giebl  es 
immer  solche  Lösungen,  bei  welchen  gewisse  Gewichte  gleich  Null 
werden,  oder  m,  a.  W.  gewisse  BeslimmungsstUcke  nicht  zu  iiiesson 
sind.  Es  sei  «  die  Anzahl  der  Elentente  des  Complexes,  s  —  k  die 
Anzahl  der  zwischen  den  //,^  i^lvva  bestehenden  »>  streng  zu  erfüllen- 
den Bedingungsgleichungen",  //  die  Anzahl  der  zur  Bestimmung  des 
Cüinplexes  zu  messenden  nolhwendigen  und  hinreichenden  Stücke, 
r  die  kleinste  Anzahl  der  bei  der  gunstigsten  Gewichtsvertheilung 
zu  messenden  Stücke,  dann  ist   r  zwischen  den  Grenzen  n  und 


^/.lA  4.  ^ ;  4- A- (n  -  /.) 


enthalten,  Diese  beiden  Grenzen  fallen  zusammen,  wenn  der  Coi 
plex  nur  ein  einziges  Element  enthüll  oder  s  =z  k  ^  I  wird,  wie 
es  nach  dem  Schrciber'schen  Salze  sein  muss.  Das  Eintreten  des 
Falles  r  ^  w  ist  allemal  an  gewisse  tluirh  Gleichungen  und  Unglei- 
chungen darzustellende  Bedingungen  geknüpft.  Die  Ermillkmg  der 
Gewichte  selbst  fühlt,  sobald  r  ]>  «,  auf  ziemlich  \ervvickclle  alge- 
braische Gleichungen;  es  ist  jedoch,  abgesehen  von  der  etwaigen  Weil- 
lliuttigkeit  der  Bechnung,  stets  möglich,  in  jedem  concrelen  Falle  die  ge- 
suchten Gewichte  ilirect  durch  successive  Approximalion  zu  ermitteln. 
Die  letzte  Bemerkung  ergiebt,  dass  die  piaktische  Anwendung 
der  gefundenen  Sülze  iramei'  auf  ein  iclativ  enges  Gebiet  beschrtinkt 
bleiben  wird,  selbst  wenn  wir  davon  absehen,  dass  es  sich  hier 
stets  nur  um  die  Verminderung  des  Einflusses  der  zufälligen  Fehler 
handelt,    und  dass  die  Frage    nach   dei-   zweckmassigsten  Anordnung 
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von  Messungen  ein  clurehatis  anderes  Aiibsehen  annimmt,  sobald  das 
Vorhandenbein  merklicher  systematischer  Kehler  gewiss  oder  wahr- 
scheinlich ist.  Es  scheint  mir  jedoch,  dass  es  einiges  Interesse 
J>iclet,  durch  allgemeine  IJeberlegnngen  nachzuweisen,  wie  eine  folge- 
richtige Anwendung  der  Principien  <ler  Aiisgleichungsrechnimg  ganz 
van  selbst  dazu  führt,  in  der  Benutzung  dieses  Algorithmus  ge- 
wisse Schranken  zu  beobachten. 

Bei  der  Begründung  der  vorstehend  aufgeftlhrten  Sittze  will  ich 
an  den  Gedankengang  der  nTheoria  combinatiuuisw  von  Gauss  an- 
knüpfen und  des  Ztisanimenlianiies  halber  /.uniichsL  die  hier  in  Be- 
tracht komtuenden  Hauplnjoiiienle  der  Gauss'sclien  Entwicklung  rcca- 
piluliren*). 


Das  Veitrauen,  welches  der  Werth  einer  beobacliteten  oder  aus 
Beoliachlungen    berechneten  Grösse    verdient,    wird   gemessen   dui-ch 
den  »mittleren  zu  bel'ürchenden   Feliler«i  dieser  Gi'össe.      Die  Bezeich- 
nung «m.  F.«  ist  Inerbei  im  Sinne  der  T!i.  comb,  zu  verstehen  und 
deshalb  von  der  Voraussetzung  eines   beslimrnlen  Fehlergesetzes  un- 
abhiingig.      In   ii'gend  einem  Problem  seien  j-, ,  ,1'^  .  .  ,r,^  dic^  wahren 
Werlhc  derjenigen  Grössen,  welche  als  Unbekannte  iu  die  Rechnung 
eingeführt  werden,   wobei  es  gleichgtiliig  sein  soll,  ob  die  >r  gerade 
'b*«y»?iiii.(>n  Stücke  sind,  auf  deren  Krmiltlung  es  bei  tb>m  Problem  eigent- 
^*^h  ankommt,  oder  ob  sie  nur  als  Zwischengrössen  der  Ilechiuing  aul- 
*'"eiüD.    Zur  Ermittlung  der  ,i;  werden  gewisse  Functionen  derselben, 
^^G    wir   als  von    eirumder  verschieden  annehmen  dUrfen,  gemessen; 
*■'©  Anzahl  dieser  Functionen   sei  <y,   ilire  wahren  Werlhc  r, ,  /^  .  .   r  , 
"'e    beobachti^len   Wcrihe   r^  -\-  {j^  .  .  ,   und  die   den    Messungen    zu- 
I   **^i»UMenden  Gewirhtr  resp.  yi,,  /),  .  .  p   .     Hie  w^ahivu  Wcrilie  4l('r  L'n- 


•)  Bei  dieser  Geloi^euheit   iiiüelito  icli  dartiuf  liiiiweiseu,   riass  in  den  meisleii 

^•"lioiicu    über    die    MellKnie    «I.    kl.    üu.    wie    mir     stlieteit    völlij^    die    Bccieuluuji 

^■'Orirt    wird,    welche    bei    tU'v    Bcgrüiulutiy    der   Aiisgk'iihuuysrerliüiini;    dem   Gc- 

*nkeagange   der  »Theona  comb,   etc.«  zukoinniil    und   von  Gntiss  selber  (s.  ßriof- 

*^*^hsol    uiit    Dessel    p      5  2!j)    aiisdriicklicli     bcinspi mlil    wird.       M;in     kiiivu    dies 

^•ligsslens    nus  der  Itulle    .schlifssen.    wek'lie    in  den    tncisleii    DiKsU'ltuofjen   detii 

*«Jss'schen   Fehlergeselz  zugewiesen  wird,    mi\^  iiiiri  dasselbe   krilisirt  oder  einfach 

*^copiirt  werden. 
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Ijckannten  sind  uns  unzugängticli;  man  muss  sich  deshalb  darauf  be 
üchrliiikeii,  sUll  der  x  ein  gewisijes  WerLhsysleni  j;,  -|-  ^,   •  •  -^n  H"  t*^ 
zu  crmillefn,   welches   nach    irgend  einem  bestimmten  Kriterium  ai; 
allen  möglichen  Werlhsyslemen  als  das  relativ  beste  ausgewählt  wird. 
In  dem  Falle  (/  ^  w,  welcher   uns   hier    allein   zu    beschäftigen   ha^ 
kommen   nun  die  verschiedenen  Rechnungsvorschriften,  welche  na 
zu  dem  gedachten  Zwecke  ersonnen  hat,  auf  folgendes  Schema  hinaus." 
Man  setzt  erstlich  in  bckannlt.*!'  Weise  das  Gleichungssystem 


oder  kurz 


'an  brt 


Qu  =  «a-      «ß^^'V^/?'    * 

ia  =  \,2  .  .  q  ,     (i=  {,2  .  .  n] 

an,  wo  die  u^ß  bekannte  Grüssen  bedeuten.  Zweitens  bildet  manj 
um  sich  von  den  zwischen  den  Gleichungen  [\]  im  Allgemeinen 
stehenden  Widers|jrüchen  zu  befreien,  nach  einer  bestimmten  Regel 
durch  lineare  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  ein  neues  System  vüd 
gerade  soviel  Gleichungen,  als  zur  Bestinnimng  der  i  notliwendij 
und  hinreichend  sind,  und  betrachtet  die  daraus  gefundenen  f  ali 
die  gesuchten  Grössen.  Hierbei  ist  selbstversttindltch  vorausgesetzt 
dass  die  Aufgabe  überhauftl  eine  bestimntte  Lösung  zulässt,  da 
also  die  zu  je  n  Gleichungen  (I)  gehörigen  Determinanten  |  «^,«1 
nicht  slimnitlich  verschwinden.  Setzen  wir  voraus  —  was  ohnfl 
wesentliche  Einschriinkung  der  Allgemeinheit  geschehen  kann  —  da*« 
zwischen  den  x  oder  den  |  keine  streng  zu  erfüllenden  Bedingung.^ 
gleichungcn  bestehen,  so  wird  die  Anzahl  der  aus  (1)  zu  bildfiidcn 
Eiidgleichuiigon  gerade  gleich  u.  Das  angegebene  Schema  liissl  sich 
dann  kiu'z  auch  fulgeuilermassen  darstellen 
System  von  Multiplicaloren 


man  setzt  ein  irewissesJ 


(«) 


X       X  Y 


an,  wo  die  X  den  h  einschränkenden  Bedingungen 

(3)      2"^»«-=^.  Cr!;^;:!) 

ff  II» 

unterworfen  sind  und  bildet  aus   (1)   die  n  linearen  Verbindungen 


•)  Das  Zeichen  =  soll  wie  üttlich  als  Idenlilätszeiclicn  Jienen. 
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t<  a 

welche  mil  Rücksicht  auf  (3)  dircct 

i: 

d-  h.  die  gesuchten  Grössen  f^  ergeben.  Die  Relalionen  3  sind, 
da  ^  ]^  »1  zur  Bestimmung  der  X  nicht  hinreichend;  ilie  erforderliche 
KrgUnzung  dieser  Gleichungen  erfolgt  durcli  diejenigen  Bedingungen, 
»eiche  dem  gerade  gewühlten  Ausgleichungsverlahren  eigenlliünilicli 
sind.  Jedem  zulässigen  Ausgleiciuingsverlahren  entspriclit  ein  he- 
stimmles  Kaclorensystem  X^ß,  umgekehrt  dürfen  wir  jedes  den  Be- 
dingungen (3  genügende  Facloreosysleni  als  einen  möglichen  Aus- 
gleich ung.s-Modus  ansehen.  Der  bei  einem  beliebig  tiusgewsslillen 
Ausgleichuogs- Modus  in  der  Bestimmung  von  |^  zu  befürchlende 
Ol.    F.  m  (Sß)   ist  durch 


m 


i¥'  =2!  <  ^h 


w« 


Pu 


Sieben,  wo  i/j,  m 


»I, 


die  zu  den  Gewichten    I,  ;>,   ...  /'„  ge- 


hörigen m.  F.  bedeuten.  Unter  den  unendlich  vielen  möglichen  Aus- 
gleicIiungs-Modis  existirt  ein  uguastlgster«,  nlimlich  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate;  fUr  diesen  und  nur  für  diesen  nehnien  die  Grossen 
»»l^fj).  .  .  m  (f^)  gleichzeitig  die  kleinsten  Werlhe  an,  welche  sie  bot 
den  gegebenen  Gewichlen  der  ft  überhaupt  annehmen  können. 

Wir  denken  uns  nun  weiter  das  System  derjenigen  Grössen  an- 
gesetzt, deren  Krmilllung  jedesmal  das  eigentliche  Ziel  iler  Rechnung 
bilclea  soll.  Diese  Glossen  sind  Functionen  dei-  fiu-  die  Rechnung 
zunächst  eingeführten  Unbekannten  x.  Die  Anzahl  dieser  Functionen 
^ei  «,  wo  «  sowohl  grösser  als  auch  kleiner  als  n  sein  kann;  ihre 
wahren  Werlhe  seien  tj^  ,  .  y^;  ferner  gehe  jedes //^^  in  y^^  -\-  y^^  ilber, 
wenn  für  die  x  die  Grössen  x  -j-  i  subslituirl  wt-rdeu,  dann  ist,  wenn 
**'"'  noch  zur  Abkürzung 

^  =  l'«^>      ^^a=2^V„ß^ß, 


(o  =-  t ,  2  .  .  .V ,     ,i=i,2 


ß  ^7ß 


/=I.2..7I 


erfuhren. 
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i«  ?y 

'tu  ^^^  ^ya  Qy 

y 
Der  III.  F.  m  {jjJ  ist  hiernach  gegeben  durch 

ferner  der   m,  F.  m  [tj]  des  aus  den  Elementen  //,  .  .  jy,  gebildeten 
Grössenconiplexes 

(';)  =  ('?4  ■  ■  »jJ 

durch  _, 

'M';)*  =^'»  ('/«)*  =  «'*^-^  ' 
«  r    f*y 

wo  0»  =  'V  V* 

« 

Benutzt  man  zur  Berechnung  der  ^  den  günstigsten  Ausgleichungs- 
Modus,  so  nehmen  für  die  daraus  folgenden  ij  die  m.  F.  m  (i-^,";  .  . 
m  {rjg)  und  m  (//)  gleichzeitig  ihre  kleinsten  Werlhe  an ;  wir  können 
also  sagen:  um  bei  vorgeschriebenen  Gewichten  der  (>  den  für  die 
Bestimmung  des  Grössencomplexes  ij  günstigsten  Ausgleichungs-lVlodus 
X^ß  vollständig  zu  charaktcrisiren,  genUgt  die  eine  Bedingung,  dass 
w  (//)  Minimum  wird.  Dieselbe  Eigenschaft  würde  offenbar  auch 
noch  zutreffen,  wenn  wir  statt  m  {tj)  irgend  einen  ganz  und  rational 
mit  positiven  Zahlencocflicienlen  aus  den  m  (»/,)  .  .  m  (jyj  gebildeten 
Ausdruck  zu  Grunde  gelegt  hUtlen.  Das  gefundene  Resultat  genügt 
jedoch  noch  nicht  für  unseren  eigentlichen  Zweck,  denn  wir 
suchen  ein  Kriterium,  nach  welchem  wir  zwei  verschiedene  Bestini- 
mungsvveisen  des  Gomplexes  {»!)  in  Bezug  auf  die  ihnen  zuzu- 
sprechende Sicherheit  mit  einander  vergleichen  können  nicht  allein 
wenn  nur  die  benulzlen  Ausgleichungs-Modi,  sondern  auch  wenn  die 
den  beobachteten  ()  zukommenden  Gewichte  in  den  beiden  Fällen 
von  einander  verschieden  sind.  Wenn  wir  nun  dem  hier  für  »i  (»/) 
gewählten  Ausdrucke  die  Rolle  eines  solchen  Kriteriums  zuertheilen, 
so  ist  diese  Wahl  wenigstens  zu  motiviren,  da  eine  auf  zwingende 
Grunde  gestützte  Rechtfertigung,  wie  schon  erwähnt,  nicht  gegeben 
werden  kann. 
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Geht  man  devoo  aus,  dass  das  verlangte  Kriterium  durch  den 
numerisclien  Werlh  eines  aus  den  m  t^^  ziisaminengesetzlen  Aus- 
druckes 

u^egehcn  weiden  soll,  so  wird  man  an  letzterem  zunäclist  folgende 
Ansprüclie  stellen.  Die  FuiHtiüu  F  muss  erstlith  in  Bezug  auf  die 
m  (fy^)  homogeu  von  tler  ejslen  Ordnung  sein,  damit  eine  Aenderung 
hl  der  Einheil,  diirrh  welche  dit'  m  (/y)  gemessen  werden,  die  Be- 
ziehung zwischen  densell>en  nicht  ändert.  Zweitens  wird  tuan  vol- 
lige  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  wt  (//,)  .  .  »i  (?/j  fordern,  da  die 
einzelnen  Elemente  i^^,  jy^  .  .  des  (ioniplexes  [j^]  als  gleichberechtigt 
gellen.  Wühlt  man  nun  für  F  eine  müglichst  eiid'iiche  Form,  da 
sieb  für  die  Benutzung  cuntplicirlerer  Ausdrucke  keinerlei  trilligc 
Gründe  anfuhren  lassen  würden,  so  empfiehlt  sich  die  liinführung 
von  Potenzsummen  oder  die  Definition 

durch  den  Lmsland.  dass  der  Spiehaunu  innerluilh  dessen  sich  die 
»»•(i^^j  bewegen  dürfen,  nach  oben  bin  jedesmal  durch  ilen  Wcrih 
von  m  if  in  bestimmter  Weise  begrenzt  ist,  was  bei  audeien  ein- 
fachen symmelrischen  Ausdrücken,  wie  z.   B. 

ff,(i})'  =  m(*?,)m(i7,)  ..  w{i^J, 

Dicht  der  Fall  sein  würde.  unter  den  verschiedenen  Werthen. 
^Vülche  man  in  tler  üben  hingeschrit^beneu  Polenzsumnie  dem  Ex- 
ponenten r  geben  kann,  ist  die  Wahl  r  =^  i  mit  Rücksicht  auf  die 
Kiofacliheil  aller  weiteren  Enlwickelungen  die  vortheilharieste;  ferner 
*-MTeicht  man  dadurch  zugleich  eine  njöglichst  weil  gehende  Analogie 
niil  den  Sätzen,  welche  für  die  m.  F.  einzelner  Grössen  gelten. 
Ein  Theil  dieser  Satze,  die  ich  hier  niclit  weiter  verl'idgen  will, 
t'^t-giebt  sich  auf  einlache  Weise  aus  der  Bemerkung,  dass,  wenn  der 
^•OTüplex  [tu  durch  Zusammenlegung  zweier  kleineicr  Compleie  (ly») 
entstanden  ist,  wenn  man  also 

1'/)  =  ('/)  +  {>n 


«ad  ,;,/ 


ansetzen  kann,  allemal 


ist. 


Die  Voraussetzung,  dass  die  r^^  innerhalb  des  Complexes  gleich- 
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ijgVkg 


i)erechtigl   üein    sollen,    lUsst   siel»    iibiiijens   durch    dio    allgemeinea' 
ersetzen,    dass;    zwischen    den    7j^    ein    durcli    Zahlen    aiisdrUekl)aa*r 
>»  Haiigunleischied "  vorlianden  sei.     Angenaiumen  z.  B.,  dass  in  doiu 
Complexe  (//)  die  Elemente  i^^,  i/^  .  .  »;^  als  gbichberecliligl  zu  geltou^ 
l»aben^  dass  aber  dem   Elemente   »/,   eine   grössere   Wichligkeil  zu 
komme    und    dass    seine   Bedeutung   d<'r    von    k  Elementen    aus  d« 
Reibe  t^,  .  .  ij^  zusammengenommen  gleichzusetzen  sei,  dann  wiril  man 
diesen   Kangunterschied   dadurch    berücksichligcn,    dass   man   in  dem 
(Komplexe     >/    das   Element  i}^  nicht   einmal,    sondern   k-ina\  anselzl. 
Stall  dessen  kann    nuin  abei'  auch,    ohne   in  dem  Werthe  von  wr  /^jj 
etwas  zu  iindern,  das  Element  j^,  nur  einmal,   aber  mit  dem  Fac(ot 
VT  versehen   ansetzen.     Allgernein   wird   man.  wenn    in   dem  t'om- 
plexe  (rj)   der  relative  Rang  der  Elemente  i^^  , .  ;^^  durch  die  Zahlen 
fe,  .  .  li^  ausgedrückt  ist,  den  (Komplex  in  der  Form 

ansetzen  und  hat  dann  die  Elemente 

als    gleichberechtigt    oder    als    von    gleichem    Range   anzuseheu.     It 
Folgenden    werden    wir    uns    der    Einfachheil    Jialber    die    (Quadrat- 
wurzeln aus  den  llanglactoi'en  immer  mil  den  Ausdrücken  für  di« 
bei'cils   vereinigt    oder   die    Elemente   /y„   des   Complexes    [i()   bereit! 
auf  gleichen   Rang  gebracht  denken. 

Es  ist  vielleicht  nicht  überlliissig,    hier  kurz  noch    zwei  aml<^ 
Kriterien  zu  berühren,    die    auf  den  eisten  Blick   ganz   plausibel 
scheinen.      Da    unsere    eigenlliclie  Aufgabe    darauf  ausgeht,    die 
die    Bestimmung   des    tiomplexes    [tj)    günstigste  GewichlsvertheiU*^ 
zu    ermitteln,    so    künnte    man    wegen    der    Ranggleichheil    zvviscU^*^ 
den  ij^  die  Bedingung  stellen,  dass  tb'e  m.  F.  m  [r^^)   einander  glt?»*^ 
sein    sollen    und    ihr    gemeinsamer    Wfrth    möglichst    klein    ausf^^'*^ 
Diese  für  besondere  Fülle,   z,   B.    rheilungslehlerbestinuuungen,   g*^    | 
zvveckjiitissigc  Festsetzung   ist   indessen   nicht   allgemein  verwendt»^ 
Denkt   man    sich   z.   B.   von    einer  Grundlinie    ausgebend    eine   I^eO^ 
gestreckte  Kcllu  \on   geoiUilisclicn  llauptdreiccken    gebililcl  und     ^^ 
hachlct   die  Cuordinaten    der   Dieieckspunkte    als   die    Elemente    4/M 
gesuchten    Complexes,    so    werden    die   lioordinateu    der   weiter    r^^ 
der  Ausgaugsseile    entfernten    Punkt*>    noiliwenditrer  Weise   mit  onh 
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sprechend  geringerer  Sicherheil  beslitnml;  die  Forderung  gleicher 
Werlhe  für  die  verschiedonon  m  (//„)  würde  deshalb  auf  Wider- 
sprüche führen. 

Kin  anderes  Verfahren  hestelil  darin,  die  günstigste  Gewichls- 
verlheilung  diircli  die  Bedingung  zu  charakterisiren,  dass  der  grössle 
unter  den  in.  F.  m  (r^^)  auf  einen  möglichst  kleinen  Bettag  herab- 
gedriickl  werde.  Widill  nian  nun  diesen  Betrag  als  Mass  für  die 
Sicherheil  des  Complexes  (?/),  so  gelangt  man  ebenfalls  zu  Wider- 
sprüchen. Man  denke  sich  nämlicli,  dass  zwei  verschiedene  Be- 
ütiiDinungcn  i\cs  Complexes  vorliegen  mit  den  m.  F. 

mithli    ••    '«  (*?,)!    , 

iin«!  es  seien  m  [t^j  und  m  (a^J^  die  grössten  Fehler  in  den  beiden 
Roilieu,  ferner 

»laiiegen   für  «  =  2,  3   .  .   ä 

'w('?al,  >»»('?«),. 

ilatin  würden  beide  ßeslitnmimgen,  nur  nach  dem  Maximal  fehler  ge- 
messen,, als  gleirhworlhig  gelten,  wldirend  ganz  unzweifclhafl  fite 
ZNveilo  als  die  bessere  anzusehcMi   isl. 

Indem  wii  daher  mit  Itiicksiclil  auf  die  vorsiehenden  Betuer- 
kiingcn  de»  durch 

•'*^finitlen  in.  F.  eines  Complexes  schlechlhin  als  Mass  für  die  dem- 
>*el|»en  zuzusprechende  Sicherheit  aufstellen,  halten  wir  jelzl  die  hier- 
*•*•«     llicssenden  Con.^equenzen  niUier  zn   imlersuchen. 


:j. 


Es  war  gefunden  worden : 


Qy  ^2 *;•«  ^2^'"i'  ''«'!■  hß  ^r^  "=2 ^'ß^  ^yß  ^yft ' 

ff  « n  t)  ß  if 


^ü    (Ici-   Kürze  luiUter 


^.itf  ^^  ^'aß  '«0 
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gesetzt  wurde,  untl  die  Ausdehnung  der  Sunimalioncn  unmillelbur  er- 
sichtlich isl.    Wir  betrachten  far  den  Augenblick  die  quadratische  Form 

mit  den  Variabela  Xyj,  X^  und  denken  uns  eine  orthogonale  Trans- 
rormation  ^_, 

ß 

aufgestellt,  durch  welche  F  in  die  Form 

te 

Uborü:eriilirl  wird,  liine  solche  Transforinalion,  bei  welcher  rlie  k' 
sich  als  reelle  positive  Grössen  eigeben,  exislirl  immer,  da  F  m» 
einer  Summe  von  Quadraten  entstanden  ist.  Von  den  k^  kano  eine 
gewisse  Anzahl  verschwinden,  was  z.  B.  sicher  iler  Fall  ist,  wenn 
.<  <^  li.      Mittelst   der  Substitution    l^^ß   biklen    wir    ferner   das   neiu! 


System  von  unbekannten 


ß 


welche  wir  statt  der  |  in  die  Gleichungen  (j^  ~.  «^  und  tj^  =  «„ 
einführen  wollen.  Hierdurch  wird  an  dem  Zusammenhange  zwisclion 
den  Grossen  t^^^  und  (j^  sowie  an  den  Werthen  der  m  [t^^)  nichls 
geUnderl,  wllhrend  in  den  frillier  aufgeslclllen  Gleichungen  die  u^^, 
v^fl,  A'^.y  durch  di(>  entsprechenden  Iransformirten  Griisseu  zu  er- 
setzen sind.     Aus  den  Identitäten   (3)   oder 


folgt 


wenn 


rc 
afl  a  ^4  rr 


ß  r 

gesetzt  wird.  Beim  Uebergangc  von  den  |  zu  di*a  ^  isl  also  jt'dt^'" 
Atisgleichungs-iModus  A^^  j  durch  den  entsprechenden  Z  ^  zu  crselzo"- 
Für  jedem  Werth  des  ersten  Index  «  hängen  also  die  Grössen 


Z  2 

''«1  •  ■  ■  '^«n 


durch  dieselben  Relationen  von  einander  ab,  wie  vorher  die  Viiri«b<*ln 
A'^ .   Z^  in  der  quadratischen  Form   /'".     Es  ist  dahe 
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ay  '^y  «  Y  y 

WO  m(Ca)  den  bei  dem  Ausgleichungs-Modus  Z^o  auftretenden  m.  F. 

von  ^^  bedeutet.     Bildet  man  also  den  Grössencomplex 

(?)  =  (*,  C,,*,C,..A-„^„), 
der  in  Wirklichkeit  nur  soviele  Elemente  enthalt,  als  von  Null  ver- 
verschiedene k^  vorhanden  sind,  so  ist 

7/1(1?)  =TO(f), 

d.  h.  bei  der  Untersuchung  des  m.  F.  von  (1/)  kann  der  Compicx 
(^)  durch  einen  anderen  (C)  ersetzt  werden,  dessen  Elementenanzahl 
höchstens  gleich  der  kleineren  der  beiden  Zahlen  n  und  s  ist. 

Es  seien  k^^  k^  .  .  k^  die  von  Null   verschiedenen  Grössen  in 
der  Reihe  der  fc„,  dagegen  seien  ^^  +  1  •  •  ^n  g'e'ch  Null,  dann  wollen 

wir  statt  der  ^  die  Unbekannten  r  durch  die  Bedingungen 

* 

"\  Qi  =  ^1 1  •  •  •    "r  sr  ^^^  *^r  » 
^r  •*■  t  ^^^  "^r -t- ^  t  •  •  •  »n  ^^^  *^n 

einführen  und  den  Complex 

(t)  =  (r,  r,  .  .  r,.) 

ansetzen.    An  die  Stelle  jedes  Ausgleichungs-Modus  Z^ß  tritt  ein  Aus- 
g'eichungs-Modus  T^^,  wo 

^ay  =  ^ay  »      (y  =  r  +  1  .  .  .  n)  , 

und  es  ist,  wenn  durch  alle  diese  Substitutionen 

ß  ß 

übergeführt  wird. 
Wenn  also  die  Beobachlungsgleichungen 
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und  der  Complex 

('/)  =  ('/i  -  •  'h) 

vorgelogl  sind,    so   llisst   sich  die  Unlersiichuii!^  des  iii.  F.  m  i, »;)  zi 
rückfulircu  auf  die  des  m,   F.  m  (t)   eines  Coinplexcs 

(f)  =(r,  ..  r^), 

welcher  nur  die  r  ersten  UnbekannICD  r,   .  .  r,.  in  den  Iransfonnirlcn.. 
Ueobachliin£|;sgleichüngen 


e« 


=V/ 


«/*V 


=  /, 


umfasst. 

Wir  nehmen  nun  wieder  die  Vorausselzung  auf,  dass  die  Werlh 
der  den  y^^  zukommenden  Gewichte  p^  von  dem  Beheben  des  Bed 
bachters  abhüngen;   ist    fernei',  um  q^^  mit  tlein  Gcwichle  Eins  ode" 
dem   m.   F.    w    zu  niesseti,   der  Arbeitsaufwand    ii„   erl'orderhch, 
lautet  unsere  Aufgabe  oilenbar  so; 


es  ist  unter  Inuehallun^  des  voi 


M 


geschriebenen  Gesammlarheitsaufwandcs  A  =  2'A„p„  die  Gewichts-     ii 
verlheüung  p„  und  der  Ausgleichungs-jModus  T^ß  so  zu  wühlen,  dad^| 
»1(7)  mögMchsl  klein  wird.    Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  können 
wir  ohne  wesentliche  EinschrUnkung  der  Allgemeinheit  vorausselzen, 
dass  die  vl„   symmihch  gleich  Eins   seien.      Wenn   nihnlich  der  Ar- 
beitsaufwand A^p^  die  Grösse  (j^   niit  dem   Gewichte  p^^  oder   d 
UK  F.   m  :  Ypf^  ergiebl,  so  liefert  derselbe  Arbeitsaufwand  die  Gröi 
(j(j„  mit  dem  m.  F.  Cm  :  }//J„;  der  Arbeitsaufwand  Eins  ergiebl  als<j 
Cq^  mit  dem   m.   F.  VinYA^^.     Denken  wir  uns  also  jede  Gleichung 
p„  =  („  vor  Beginn  der  weiteren  Untersuchung  durch  }/>!„  dividirl^ 
und  au  die  Stelle  von   (j^  :  ]/y|i^^   und   l^^ß :  YA^  einfach  (>„  und  iMM 
geschrieben,    so    können   wir  sagen,    der   Arbeitsaufwand   p^    lieferl 
jedes  ^^  mit  dem  Gewichte  p„   und  der  Gesummlarbeitsaufvvand 
gleich  der  Sunuuc  der  Gewichte. 

Hiernach    haben   wir  jetzt  die  Gewichte   p^^    und    den   AusgU 
cliungsmodus   T^a  so  zu  wühlen,  dass 

ein  Minimum  wird  und  die  Summe  der  p^   einen    cnustanten  Wei 
P  besitzt.      Nun    wird    m  (t)    bei    vorgeschriebenen    Gewichten 
Minimum,   wenn   man   für  T„^  den   durch  die  Methode  der   kleinen 


Quadrate    gegebenen   Ausglcicliungs- Modus    wtihlt.      Berechnet    mai 
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also  hiernach  die  >n{T^)  als  Fuiiutionen  »ioi   p^^,  so  wird  m  [t)   eine 

Funclion  der  p^   alloin,    deren  (luenieionlen    nur   noch  von   den  t^^ 

ahliaugen.     Genauer  gesprochen  wird  m  (r)*  eine    rationale  Funclion 

der  />^,    deren    Zlihler   und   Nenner    in   Bezug  auf  jedes   einzelne  p 

linear,    in    Bezug   auf   alle  p  dagegen    liotiiogon    von    der   Ordnung 

»  —  1   resp.  n  sind,  wlihrend  die  Coellicienlen    sich  unsclnvei-  durci» 

die  t^ß  in  Delertuinanlenforni  daislellen   lassen.     Stall  jedoch  durch 

ilirccle   Aufsuchung    des    Minimiini.s    dieser    rationalen    Function    die 

Lösung  unserer  Aufgabe  zu  versuchen,   wulUui  wir   einen  etwas  an- 

(ieixjn  Weg  einschlagen,    indem  wir   nünilich  vorläufig   die  Gewichte 

und  den   Ausgleichungs- Modus    als   völlig  unabhlingig   von    einander 

ansehen,     und    ziiniiclisl    diejenige    GewichLsverlheilung    aufsuchen, 

wek'be    unter   Annajinio   eines   ganz    beliebig   vorgeschriebenen   Aus- 

i^li'icIiungs-Motlus  T^a  den  Ausdruck 

z"  einem  (relativen)  IVlinimuiu  macht.  Die  Substilulion  der  so  ge- 
(iirulcficn  Gcwichlsverlhcilung  verwandoll  //  in  eine  Funclion  der 
'^^ß  allein,  und  letztere  Function  ist  dann  durch  angemessene  Wahl 
'ler  T^ß  auf  ihren  kleinsten  Werth  zu  biingen,  der  zu  gleicher  Zeil  das 
aiisoliite  Miniiiuim  des  urs|)tUngIichen  Ausdruckes  von  m{r)  ergiebt. 
Da  die  /)„  wescullich  positive  Grössen  sind,  so  setzen  wir  für 
<len  Augenblick  p^^  ■=  ;r^  und  haben  zur  Ausiülirung  des  erslen 
S<iuiltes  die  nach  den  n^  genonuiienen  Ableitungen  von 


y       ^'  r 


einzeln  gleich  Null  zu   setzen.     Dies  lieferl  der  Heihe    nach  die  lle- 

Qy  =Pyyü, 
r 

VI  [t] 
m 


P 


Qu 


ZO/ 


^^^««41.  i.  K.  Ui^vUkL.  d.  WÜMKiiKrh.  XXII. 


te 


TT.  TiHiNs, 


wo  uiUlm   ijy  die  posiliven  Wertlie  dvv  Quiid  rat  wurzeln  aus 


<n  =2^: 


ya 


i,  8 


zu  verstehe»   sind.     Zu  jedem  Aiisglcicliungsmodiis   T, 


>i   B' 


•hürt 


Diese  IdentitLiten  zerfallen  in  die  GloicTiiingeo 


stets  eine  und  nur  eine  lehitiv  giinsliü;sl(>  Gewiclitsveilijeilutig. 

Die   üiHersucliung    ist  hieiuach   jetzt    auf   die    Aufgabe    zuiliek- 
gcfUhit,  das  Miniumm  von 

ZU  ermillcln.     Die  T^^ß  sind  reelle  Grossen,  deren  Variabilität  cinrij: 
und  allein  dureb  die  IdcntilÖten 

^  Taß  tu 

hescbrünkt  is 

n 

WO  Cß    die  Zahl  Eins  oder  Null   betleuleJ,   je   naeluleni  die  Imlicci 
/!?,  ;'  einander  gleich  sind  oder  nicht. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  gestaltet  sich  besonders  einfiu  li,  wi'nn 
/•  =  1,  d.  h.  wenn  der  Complex  (t)  sich    auf  ein  einziges  Elciiicnl] 
T,   reducirl.     Die  Q  sintl  dann  die  absoluten  Helritge  von  i/  Grüssi'nj 

T        T  T 

welche  mit  einander  durch  die  «  Gleichungen 


(*) 


^j  ^«i  •«/  —  '»y 


Die  wesentlichen  Merkmale  der  LOsung 


<in(t 


horoiis 


verbunden  sind 

von  Gauss  (Theoria  niolus  art.  tSB)  angegeben  worden;  eine  g^' 
nauerc  Discussion  der  verschiedenen  niüglichcu  Fülle  habe  ich  3" 
anderer  Stelle  (Mathematische  Annalen  Bd.  20  p,  iaa)  dm'f''' 
geftlhrt.  Darnach  lässl  sich  das  Hesullal  folge ndermasscn  forni«- 
liren ;  wenn  nur  eine  Lösung  T^^  exislirl,  so  verschwinden  i/ -' " 
von  den  Multiplicaloren  T^^;  ist  mehr  als  eine  Lcisung  vorhantU'n. 
so  giebl  es  allemal  unendlich  viele,  und  unter  diesen  immer  solcliC' 
für  welche  ebenfalls  nur  n  der  Mulliplicaloren  T^^  von  Null  vei^ 
schieden    sind.      Wenn    nun    ein     T^,,     oder    Q^    vci'schwindet,  so 


verschwind(M    anoh    das    entsprechende    p^,    d.    li.    die    Gleiifi""?' 


i 
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p„  =  i^   isl  l)ei  der  Bestimniimg  von  t  als  nicht  vorliuinden  zu  be- 

l^^.K'lilon.     Beido  Kiillo    zusaninienfassend  kann   man    tdso  sagen:    bei 

der  günstigsten   Gewichtsverlheilung    müssen    entweder    oder  dürfen 

/  —  n  von   den    Gewichten   gleich    Null   gesetzt    werden.      Dies   ist 

(icr  früher  erwilhnle  Sehreiber'sche  Satz.    Wenn  nini  nur  n  Gewichlc 

von  Null  verschieden  sind,  d.  h.  nur  n  von  den  Gleichungen  (j^  ^  /^ 

iK»nul/.l   werden,    so    sintI    drimit    die    Factorcu    T^^,    einschliesslich 

1er  q  —  n  verschwindenden,    völlig   bestimmt   und    zwar   durch   die 

(«leichungen   (4),  ebenso  auch  die  Gewichte. 


Zu  dem  allgemeinen  Falle  r  :=  2,  3  . .  h  zurückkehrend,  wollen 
wir  zunllchst  zeigen,  dass  auch  hier,  ähnlich  wie  bei  r  =  1,  für 
das  Mininmm  von  fi  entweder  nur  eine  oder  unendliche  viele  Lö- 
j^ungen  T^  ^  e\isliren.  Angenommen,  es  glibe  mehr  als  eine  Lösung, 
und  es  seien  F„  ^  und  G^  j  zwei  von  einander  verschiedene,  d.  h. 
nicht  Glied  für  Glied  mit  einander  übereinslimmende  Ausgleiehungs- 
Modi,  für  welche  K  =  yQ  den  kleinsten  müglichen,  also  beidemal 
denselben  Werth  annimmt,  dann  folgt  aus 

n  a 

durch  Multiplicalion    mit   zwei    beliebigen  Zahlen  /,  y   und    Addilion 

u 

es   ist  also  auch 

'»Hoinal  ein  Ausgleich iings-Modus,  wenn  wir,  wiis   im  Folgenden  ge- 
^"hi'lien  soll,  die  Beziehung 

fiisisclzen.     Führen  wir  die  so  gebildeten 

'^aß  =  [{i'ttß  -  ^^uß]  +  ^'uß 
in  K  ein,    so   können    wir,    wenn  die    Q  als   Funclioneu    von  /"  auf- 
Mfasst  werden,  ansetzen 

wo  die  fl^  /"jt  b^^    hcslimmlc    reelle  Werlhe  besilzen,  bezüglich  tleren 
\m    Besonderen    folgende  Fülle   eintreten    kennen.      Erstlich    kann    Q^ 

3ß« 
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von  /■  iinal)hüiigig  oder  a^  gleicli  Null  vveidon;  dies  isl  mir  möui- 
licli,  wenn   rur  den   heljefl'piiidon  Index  u  die  L»leic!iiingen 

stnllfindon.  Zweiions  kann  o^^  von  Null  verschieden,  dagegen  ^„ 
gleich  Null  sein ;  dünn  wird  Q^^  eine  lineare  Function  von  /',  wol>t'i  in 

das  Zeichen  immer  so  zu  wUhk^n  isl,  dass  ()„  nicht  negaliv  wird. 
Da  dann  i}^^  für  ein  reelles  /'  =  /„  verschwindet ,  so  ist  für  doii 
belieirenden  Index  u 

/'       , Ig   p  p       /  u  p 

"ai  —  ,,     '^ai  »    •  •  •    "ar  —  „     '^ ur  ■> 

i/tt  !/a 

d.  Ii.  die  G  sind  den  F  ()ro|KHli(»niil.  Drillens  endlich,  wenn  a 
und  h  von  Null  verschieden  sind,  wird  Q  eine  irrationale  Function 
von  /",  welche  für  reelle  /",  die  hier  nur  in  Frage  kotnnien,  siels 
einen  positiven  von  Null  verschiedenen   Werth  besitzt. 

Bezeichnet   man  die  Aggregate  der  Q,   welche  diesen   drei  Ka- 
tegoiien  angehören,  mit   K^,   A'.,  A,,,  so  isl  das  Verhalten  von 

h  ^=  Aj  — |-  A|  -p  Äj, 

fUr  alle  reellen  /  zu  untersuchen.     Es  wird  sich  zeigen,    dass  unltT 
den   geraachten  Annahmen  A',   fehlen,   dagegen  A'^  wirklich  vorkom- 
men   niuss.      Zunüclist    kann    sich    A'  niclil   auf  K^   reduciren,  denn 
dann  \\'<\rr  nach  dem  oben  Bemerkten  für  «  ^=  1,  2  . .  ^,  (i  =:  1,  2   •  •" 
F^IJ-=  G^ßy  d.  h.   fUr  beide  Modi  würden  die  Unbekannten  t,  ..  T 
und  die  günstigsten  Gewichte  in  identischer  Weise  hei'geleitet,  ot^<^ 
die  beiden  Modi  uiiren    nicht   als  von  einander   verschieden   zu   ^^ 
Irachlen.     Um  ferner  das  Verhalten  von   A  zu  ermitteln,  uutersucl"*^)^ 
wir  die  ersten  Ableitungen  nach  /"  für  K^  und  A'j. 

Die  Ableitung  eines  in  K^  vorkommenden  Q^^  ist  für  /'<::^  f^ 
slanl  negativ,  von  Null  verschieden,  und  tlnderl  sich,  wenn  f  w 
send  durch  [^  hindurch  gehl,  s[>ruugvveise  in  den  entgegengeset 
positiven  Werlh  um.     Theilt  man   also  das  ganze  Gebiet  der  Va   "•■^^ 
bleu  /'  zwischen   —  oo    und    co  an  den    Stellen,    welche    den    iu 
voikommenden  j\^  entsprechen,  in  einzelne  Intervalle,  so  ist  die 
leitung  von  A^  inlervalUveise  conslant,  anfangs  negativ,  zuletzt  pos«//i 
beim  üebergange  von  einem  Intervall  zum  folgenden  ändert  sicli    dit 
Ableilung    sprungweise,    um    einen    von    Null    verschiedenen  Betrag 
wachsend. 


M 


241 
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Die  Ableituog  eines  in  Ä,  enlhiiUenen  Q^^  iindcrt  sicli  stetig, 
beständig  wachsend;  anfangs  negativ,  zuletzt.  [)ositiv  gelil  sie  einmal 
durch  Null  hindurch.  Dasiselbe  gilt  daher  für  die  Abloilung  von  K^. 
Wenn  nun  K^  in  K  Avirklich  voikomml,  so  isl  die  Ableitung  vrjn  K 
niemals  conslant,  sondern  sie  wuchst  beständig,  theils  stetig,  iheils 
ii|>rimgweise,  kann  also  auch  nur  ein  einziges  Mal  durch  Null  hin- 
durcligehen,  sei  es  dass  dieser  Werth  wiiklitrli  angenommen  oder 
übersprungen  wird.  Dei-  kleinste  Werth  von  K  kann  daher  nur 
für  ein  einziges  /"  stattfinden,  wahrend  der  Voraussetzung  nach  dies 
für  f  ^  0  und  f  =  ^  der  Fall  ist.  Hiernach  niuss  sich  also  H  auf 
die  Form  K^  -\-  h^  reduciren.  Mittelst  der  eben  gemachten  Ueber- 
legung  zeigt  man,  dass  das  Minimum  von  K  für  zwei  Werthe  f  ^  0 
uad  /' ^  1  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  in  einem  der  Tilr  K^ 
aufgestellten  Intervalle,  sagen  wir  zwischen  [^  und  f^  die  Ableitung 
von  K  constant  gleich  Null,  K  selber  constant  gleich  dem  Minimum 
iül,  und  wenn  ausserdem  dieses  Intervall  die  Stellen  /'=  0  und  /'^  1 
enlhült.  Für  f  ^^  l\  oder  [ ^  f^  ist  K  noch  Minimum;  für  diese 
Wcrihe  von  /"  wird  aber  0,.  'esp.  Q^  gleich  Null  —  wir  können 
also  sagen:  wenn  zwei  Lösungen   F^^  und  G^ß  exisliren,  so  ist 

Taß  =  [Paß  +  9^' aß 

mindestens  für  alle  positiven  echt  gebrochenen  /'  fund  f/j  ebenfalls 
eine  Lösung;  es  giebl  also  unendlich  viele  Lösungen  und  unter 
diesen  iiunier  solche,  für  welche  ein  Q  {nlUiilicIi  Q^  oder  (/J,  folg- 
lich auch  das  entsprechende  Gewicht  verschwindet. 

Dieses    Resultat    lassl    sich    sofort    weiter    ausdehnen.      K.xislirt 
ausser  den  Lösungen   F„  ^  und  G^^^  noch  eine  Lösung  //„  ^,  wt'lchc 

sich  niclil  in  der  Form 

//  =  //-■  +  fj  ii 

darstellen  lässl,  so  bilden  wir  mit  den  drei  positiven,  der  Bedingung 

I  +  <J-hh=\ 

genügenden  Zahlen  /",  g,  h  zunächst  die  Lösung 


F'^ 


gG  -{-  hit 


und  damit  die  Lösung 

7=  fp  +  [\  -  f]  F'  =  fF  -f  .7^;  -f  /,.//  =  f{F  -  u  -i-  </{r.  -  ir  +  // . 

/berechnet  man    mir  diesen  7'  die  0\  so  werden  die  letzteren  ganze 

Functionen   zweiten  Giades  von  /'  und  y,    und   das  Minimum  von  K 
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rall 


findet  sicher  stall  für  alle  positiven  /"  und  f/,  deren  Suroiue  nicli 
grösser  als  Eins  isl.  Durch  ähnliche  Ueberlegungea  »ie  \urhij 
zeigl  man.  dass  die  Quadrate  der  Q  entweder  volisUiDdige  QuadraH 
in  Bezug  auf  /'  und  g  oder  aber  von  diesen  Grössen  unabtuing., 
sein  müssen,  dass  also  die  0  gleich  den  absoluten  Betragen  gewisser 
linearer  Functionen  von  f  und  tj  oder  aber  constant  sind.  Mit  deqH 
oben  fUr  r  =  1  erwähnten  Sätzen  über  Summen  von  der  Form 
2,'Q  folgt  dann  weiter,  dass  in  der  zweifach  ausgedehnten  Mannij;- 
faltigkcil  der  Werüie  /,  7,  für  welche  K  ein  .Minimum  ist,  es  alle- 
mal solche  Werthepaare  /",  ly  giebt,  für  welche  zwei  von  den  (^ 
verschwinden.  ^| 

Die   weitere    Ausdehnung   dieser  Belrachluugeu    isl    unniilU'llwr 
ersichtlich.     Dieselben  Ueberlegungen  gestatten  auch  noch,  zu  zeigen 
dass  keine   relaliven  Minima   von   Ä  vorkommen    können.      Bedoul 
S^^ß    einen    helicbigfn  Ausgleicliungs-MoJus,    dann    sollen    alle  Mot 
r„^,    für  welche  die  Dillerenzen 

ihrem  absoluten  Betrage  nach  unterhalb  einer  beliebig  kleinen  vor- 
geschriebenen Grenze  bleiben,  als  die  Umgebung  von  S^  j  bezeidinel 
werden.  Wenn  in  der  Umgebung  von  S^^g  kein  Ausgleiclmni;»- 
Modus  cxislirl,  für  welchen  K  kleiner  ist,  als  fUr  "S«^,  so  enlsprichl^ 
der  Modus  S^ß  einem  —  absoluten  oder  relativen  —  Minimimi^ 
von  Ä.  Angenommen  es  sei  für  S^  ^  das  Aggregat  A'  ein  relalivos 
Mininumi,  dann  wollen  wir  aus  S„  ^  und  dem  zum  absoluten  Mini- 
uiuni  gehörigen  Modus  F^j  wieder  wie  vorhin  die  Modi 

Tu(i  =  fSaß  +  (1  -  /■)  Faß 
bilden    und   den  Ausdruck   für  A'  als    Function  von  /'  wieder  in  die 

drei  lernie 

A  ^  K\  +  A,  -h  A, 

spalten.     Die   Ableifung    von    A'   nach    /*  kann   nun    nur   einmal  d 
Zeichen  wechseln,  entweder  indem  sie  an  einer  einzigen  Stelle  /"  = 
stetig   oder    sprungweise   vom    Negativen   zum    Positiven    durch  Null 
hindurchgehl,   oder   indem   sie   innerhalb   eines  gewissen   Inlervalle* 
l\  <C  I  <C  li    constant   gleich    Null,    vorher    aber    negativ,    nachher 
positiv  ist.     Im  crsteren  Falle  findet  für  wenigstens  eine  der  beiden 
Stellen    /"  =  0    und   /"  =  I    sicher    kein    Minimum   von   A'  statt;  i 
zweiten  Falle  gilt  das.selbe,  sobald  einer  der  Werlhe  f  =  0,  /'  = 


Mini-^ 
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ausserhalb  des  Inicrvalles  /',  .  .  /,,  lic'ü;l,  d,  li.  es  muss  unter  den 
gcmaclilea  Vorausseticuiigeii  die  Ableitung  von  K  in  dem  InlLMvalle 
fl^/'<  1  constanl  tjleidi  Null,  Ä  selber  also  constanl  sein.  TrilTl 
dies  zu,  dann  ist  Ä  [S^^]  allerdings  ein  iMinimuni,  aber  von  K  (f«^) 
iiit'lil  viTschieden ;  ni.  a.  W.  iler  Mudus  S^g  ijjehorl  zu  dcnjenii^en, 
(ur  welche  ilas  absolute  Mininuim  von  K  stattfindet.  Wir  können 
hiernach  sagen:  wenn  für  den  Modus  S^^ß  die  Grösse  K  nicht  ihren 
kleinsten  niüglichen  Werlh  besilzl,  so  exisliren  in  der  Umgebung 
von  iSj,^  immer  Stellen ,  für  welche  K  Iheils  grösser,  theils  kh^iner 
als  Ä(S„^)  ist. 

Nach  den  vorstehenden  Auseinandersetzungen  wenden  wir  uns 
joUl  dazu,  tlie  nolhwcndtgen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das 
Minimum  von  A'  aufzusuclien,  Ist  T^^ß  ein  Ausgteichungs- Modus, 
wHfher  A'  zu  einen  [Minimum  macht  —  einen  wenigstens  gicbt  es 
initiier  —  so  darf  für  einen  beliebigen,  in  der  Umgebung  von  T^^ß 
IjL'legLuicn   Modus  S^^  die  Dillerenz 

h'{S]  -  A'(71 
niemals  negativ  ausfallen.     Diese  Bedingung  ist  nothwcndig  und  wegen 
der  Nichlexistenz    relativer    Minima    auch    hinreichend.      Bezeichnet 
■iian  nun   mit  U^a  ein  System  von  Grössen,  welche  der  Einschränkung 

iiDtoiAv Ollen   sind,    sonst    aber    beliebig   gewühlt   werden  ktinuen,  so 
liGferl  der  Ausdruck 


'^'«  ß  —  '^&(i 


fUaß 


\\n  [  eine  beliebige  Zahl  bedeutet,  alle  möglichen  Ausgteichnngs-Modr, 
sobald  flir  die  U  alle  zuIäVssigen  Werthsystenie  gesetzt  werden.  Da 
die  Relationen  (ö)  sich  nicht  lindern,  wenn  bei  sJSintutliclien  (/  das 
Vorzeichen  umgekehrt  wird,  so  können  wir  /  auf  positive  Werihe 
titischranken ;  setzt  man  ferner  lest,  dass  der  Betrag  von  /"  stets  klein 
*>ei,  SU  liegen  die  S^^  in  der  Umgebung  des  Modus  T^ß. 

Entwickelt  man  K[S)  nach  Potenzen  von  /",  so  liefern  die  ein- 
üelncH  Terme  in  dem  Austlrucke  von  A  entweder  eine  wiikliche 
Polenzreilie  oder   ein    in  /'  lineares  Glied,  je  nachdem  der  Ausdruck 

V«  ^  ■««<+-•  +  i  ur 

Air  den  belrachlelen  Modus  T^^^j  von  Null  verschieden  ist  oder  nicht. 
Es  seien    (>,,  Q^  ■  ■  C^^  von   Null  verschieden,   dagegen  ()p^,  .  .  Q^ 
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gleich  Null,  wo  offenbar  für  p  vorläufig  alle  Werlhe  zwischen  deaj 
Grenzen  n  und  q  als  möglich  anzuseheD  sind.  Zur  AbkürzuDg  dui 
Ausdnicksweise  wollen  wir  feslselzcü,  dass  bei  der  Bozeichnung  defl 
Indices  die  Buchstabeni^ruppen  «,/?..,  x,  A  ...  a,  r  .  .  benulzl 
werden  sollen,  je  nachdem  die  Indices  bezw.  die  Werthc  1,  :2  ..  (f^M 
oder  1,2  ..  n,  1,2  ..  r  oder  1,2  .  .  p,  p  -\-  \  .  .  .  «/  annehmen  ' 
dürfen.    Die  Glieder  erster  Ordnung  in  der  Entwicklung  der  DiffvrcDz 

dK=  K[S)  —  k'{T) 
besitzen  danp  die  Form 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.     Die  Glieder  zweiter  Ordnung  sind  durch  den  Aiistfniel 

-S'w[w«>'-(2''->. ''».)'] 

gegeben ;   derselbe   ist  nach   bekannten  Delerminantensätzen  als  oF 
Sumiut^'  von  Quadraten  darstellbar,  also  sicher  nit'nials  negativ. 
Verschwinden  des  Coefücionten  von  /"*  kann  nur  einirelen,  wenn  fiir 

alle  Indices  x,  A 

^x%  =  in  ^Ax 
ist,  wo  die  yj^  Grössen  bedeuten,  welche  nur  von  dem  Index  X  aln 
hlingen,  von  x  dagegen  unabhängig  sind.     In  diesem  Falle  wird  aber' 
der  vollständige  Ausdruck  von  f\K  eine  lineare  Function  von  /,  d.  b 
es   verschwinden    nicliL   nur    die  Glieder    zweiler,  sondern   auch  die 
aller  hühcren  Orduungen.    Es  ist  deshalb  ousreicheud,  einzig  und  allein 
die  Glieder   erster  Ordnung  zu  unleisuchen,    um   zu  entscheiden 
dK  negativ   werden  kann  oder  nicht.     In  dem  Ausdrucke 


w 


Qx 


U: 


Xx  4-^  '<a  . 


auf  welchen  es  jetzt  ankommt,  sind  die  U^^ 
einander,  sondern  durch  tlie  n  .  r  Helalionen 


nicht   uiiabhaugig  von 


(7] 


^^ax'«/?  = 


mit  einander  verbunden.      Eliniinirl  man  jedoch  nuKelst    7    aus 
n  .  r  von  den  Glossen  L 


ÄX' 


.so  sind  in  dem  so  umgefonulen  Ausdrucke 
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von()K  die  Ubriggebllehenen  U^^^  als  von  einander  unabhängige  und 
vlyllijj;  beliebige  Grossen  zu  bolnichlen.  Uui  die  litiminaLion  zu  be- 
wirken, fügen  wir  zunüehst  zu  (6»  die  mit  den  noch  n[iher  zu  be- 
slimiuenden  Mullipbcaloren  —  ^1^^  ^  versehenen  Unken  Seilen  von 
7)  hinzu,  wodurch  an  dem  Werllie  von  [iS]  nichts  getinderl  wird, 
und  erhalten  den  Ausdruck 

,_.  Xx  a  nßx 

=2-''»«(t-''u)-v^-'(«.,-2-''^«.V.). 

WO  zur  Abkürzung  .^^ 


gesetzt  isl.     Hcslininil  man  nun  die  A  so,  dass  von  tlen  Coeffieienlen 


-     V; 


X^ 


''  .  r  verschwinden,  so  kann  man,  falls  die  übrigen  [p  —  w)  r  Coef- 
ficienten  derselben  Art  niclit  gleicbzcilig  mit  verschwinden,  die  noch 
in  (8)  vorhandenen  V^^^  stets  so  wühlen,  dass  der  Ausdruck  H),  also 
auch  dK  negativ  wird.  Wenn  also  A'  für  den  Modus  T^^  ein  Mini- 
tuuD]  sein  soll,  so  muss  zunächst  sein 

^'Vofür  wir  auch,  da  die  Q^  und    T,^^  vorschwinden,  das  System 

ansetzen  dürfen. 

Sind  iVta  A  in  der  angeg;ebenen  Weise  bcslttnnil,  so  reilucirt  sich 
i^K.  wenn   /i  Minimum  ist,  auf 


iH] 


'^■*'=/;^N  S^ox  ^'^x|. 


wo  die  ü„     als   völlig   beliebige  Grössen  anzusehen  sind.     Zur  Ab- 


kürzung führen  wir  ein 


^ßy=2'^*ß^*Y  ' 


^«  =2  ^u*  ~2^^ß'/  '«i*  '«y 


-r?' 


wo   V„   immer    positiv   sein    soll.     Wahlen    wir  in   11  1)   die  V„^  so, 
dass  die  /i,^  vorgeschriebene  Werthe  anuebiucu,  so  eihallen  wir  den 
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unter  diesen  ümsländen   möglichen    algebraisch  kleinsten  Werlh  von 
dK,  wenn  man  den  Aggregaten 

X 

durch    passende  Wahl   der   U  ihre   grössten  Werthe   erlheilt,  vveon 
man  also  setzt  rr 

Der  bei  vorgeschriebenen  Werthen  der  R^  algebraisch  kleinste  Beirag 
von  öK  wird  also 

a 

Soll   nun  dieser  Ausdruck    für  alle  zulässigen  Werthsysteme  der  ii„ 
niemals  negativ  sein,   so  müssen  offenbar  die  weiteren  Bedingungen 

(<2)  V„^\ 

erfüllt  sein. 

Als  nolhvvendige  Bedingungen  für  das  Minimum  haben  sich  al^o 
die  Relationen  (9)  und  (12)  ergeben.  Umgekehrt  folgt  aus  der  bc- 
nutzlen  Uerleitung,  dass,  wenn  die  Bedingungen  (9)  und  (12)  erfü'll 
sind,  dK  sicher  nicht  negativ  werden  kann,  wie  man  auch  die  Vft* 
wählen  mag.  Die  Relationen  (9)  und  (12)  enthalten  also  das  Systeio 
der  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  de'' 
betrachtete  Ausgleichungsmodus  T«^  dem  Ä  seinen  kleinsten  möglicheD 
Werth  erlheilt. 

5. 

Die  aufgestellten  Bedingungen  enthalten  ausser  den  gesuchlon 
Grössen  T  noch  die  Hülfsgrüssen  A.  Um  nun  alles  explicite  durch  die 
T  auszudrücken,  eliminiren  wir  zunächst  die  T  aus  den  Gleichungen 

(13)  Tu«=  Qu2  ^nß^uß 

ß 

und  den  für  jeden  Ausgleichungs-Modus  gültigen  Bedingungen 

V  r      /       - 
^  '  ux  ''ity       'xy  • 

Dies  giebt,  wenn  wir 

"ßy  =2^»  Uß^uy  =  "y,i 
n 

setzen   und   die  aus   den  Elementen  a^    gebildete  Determinante  mit 
A  bezeichnen, 


Vi] 
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worau-s  uniniMelbar  >  io„  < 

fulf'l.  Die  a  sind  otVctibar  dii'  Coi'fificipnlen  tler  Nortnalgleicliungen, 
v%elt'lic  sich  aus  den  Bculjaclilungsgleichungen  (f^^  =^  /(<  nach  dur 
Methode  der  kleinsten  (Juadi-ale  ergeben,  wenn  uiaii  l'ur  tbe  Gewichte 
die  Grössen  Q  setzt;  ebenso  sind  die  aus  (13)  sich  ergebcoden  T 
oichts  anderes  als  der  Aiisgleicbungs-Modiis,  welclien  die  Melbode 
der  kleinsten  Quiidrate  hei  den  Gewichten  Q^  .  .  Q     liefert. 

Da  die  Ausdrücke  Tür  die  A.^^  die  Grossen  T  nur  in  den  Ver- 
hiuilungen  Q  enthalten,  und  die  T  nach  (13)  sofoii  bekannt  sind, 
wenn  man  die  (/  kennt,  so  kann  man  auch  statt  der  T  (be  0  Ji'^i 
die  zuQüchst  zu  ermittelnden  Unbekannten  unserer  Aufgabe  anselten. 
Es  wurden  also  die  Relationen  (Di  und  ilä  duich  andere  zu  er- 
setzen sein,  welche  einerseits  nur  die  (/  entliullen,  andererseits  die 
nothvvendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  Minimum  vun 
K  IQ  sich  schliessen.  Die  Relationen  (12)  besitzen  b(u-eits  die  ver- 
langte Form;  Cerner  ethiilt  man  aus  (9~i  durch  Quadriren  und  Sum- 
Qiiren  nach  x  s         ■/    ■• 

Ql  =  Qi  n . 

also,  da  die  Q^   von  Null  verschieden  sind, 

H*)  vl  =  \. 

lim  nun  /u  zeigen,  dass  die  Bedingungen  (12)  und  (14),  welche 
nur  die  Q  enthalten,  wirklich  hiin-eiclien,  um  Ä'  zu  einem  Minimum 
zu  machen,  schlagen  wii-  ffjlgenden   Weg  ein. 

.Mit   den  vorhuilig   beliebig    gewühlten    Grössen   0,  .  .  0,^,    unter 

denen  einige   auch    gleich    Null  sein    können,    bilde    njan   der    Reihe 

nach  die  Ausdrücke 

'•     °ßy  ==2^u  'a/?  'ay  =  «//? 


11. 

Hl. 
IV. 


.1  ^  I  o 


ßy  I  . 
ö  los  -1  , 


V.       ßßy^^^^d-ij^y, 
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ferner  definire  man  die  Zahlen  E^  durch  die  Bedingungen 

fe'„  =  i  ,     wenn     Q«  ^  0  , 
0  ^  £■„  ^  1  ,     wenn     g„  =  0  , 
und  setze  das  System  von  Gleichungen  und  Ungleichungen 

an.  Wenn  dann  ein  System  von  nichlnegativcn  Werlhen  Q^  .  ■% 
existirt,  welches  die  Relationen  (15)  erfüllt,  so  geben,  wie  zu  zeiget 
ist,  diese  Q  mittelst  der  Gleichungen 

P«    ^     Oa 

eine  günstigste  Gewichtsvertheilung  p„  zur  Bestimmung  des  Comple  "^c* 

(t)  =  (t,  t,  .  .  Tr) 

aus  den  Beobachtungsgleichungen 

ß 

Zum  Beweise  bilden  wir  zunächst  mit  den  Q  das  Grössensyslem 

(1 6)  Tufi  =  Qo^^ßY  ^ay  =  Qa  *'«/?  ' 

y 
diese  T  sind   ein  Ausgleichungs- Modus,  wie  die  Substitution  dies==^ 

Ausdrücke  in 

ergiebl,  wenn   man  die  Relationen  I.  bis  III.   berücksichtigt,     fern^^ 
ist  wegen   (15) 

X 

Ist  nun   S^^ß  ein   Ausgleichungs-Modus   in    der   Umgebung   von    T^,« 
und   untersucht   man    ferner   nach   dem   vorher   benutzten   Verfahren 

die  Differenz 

<JA  =  Ä'  .Si  —  K[T]  , 

so  ergiebt   sich,    wenn  wir  wieder   Q^  .  .  Q^  als   die  von   Null   ver- 
schiedenen,  0„^.,  .  .  Qg  als  die  verschwindenden  Q   annehmen,    und 

S=T-{-  fU 
ansetzen,  für  die  Glieder  erster  Ordnung  in  öK  der  Ausdruck 


Ax 


Qx 


'«] 
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Hierin  geht  die  ersle  Siimino  wogen   (IG)   iibor  in 
oücM  mit   Hcrücksiclilij^ung  von 


in 


U„^  =  -2!^i 


ax  ^«Tx  ' 


^  ^vty  'ny 
sodass  die  Glieder  erster  Ordnung  gleich 

«erden.    Von  diesen  beweist  man  wie  oben,  dass  sie  nicht  kleiner  als 

ff 

sein  künnen,  womit  für  Ä  (Ti  die  MinimiimseigenscIitiK  dargelhan 
'-"^l.  Für  die  weitere  IJnlcrsuchung  dUrfeu  wir  uns  also  ausschliess- 
lich auf  das  System  der  Beilingiingcn 

('7)  V^  =  /^ 

beschranken. 

Um   weiterhin    die   Uehersicht    nicht   zu    stören,   sollen    gewisse 
Sppcialfölle  vorweg  erledigt  wertlen.     lis  war  vorausgesctzl  worden, 
dass  die  runctioncn  der  Unbekannten  r,  deren  Messung  zu  den  Beob- 
achluagsgleicliiiiigen  (j  --^  l  luhrte,  siinjuilhch  von  einander  versrliie- 
ilfeD  seien.     Diese  Vorausscly.ung  Sffdiesst  indessen  nielit  die  Möglieh- 
lieil  aus,  dass  in  einem  gegebenen  Falle  zwei  von  den  linearen  Func- 
lioneo  /„   —    sagen   wir    l^   unil   l^   —    entweder    in    aller    Strenge 
'Hier  doch  wenigstens  für  die   numerische  Reclmung  einander  gleid» 
wJor  entgegengesetzt  gleich  werden.    Offenbar  wird  dann    V^  =  V^, 
d.  h.  von   den   Gleichungen    in    (17)    fallen   zwei   zusammen,    sodass 
die  eine  überflüssig  wird.     Aus  der  Bildungsweise  der    \  folgt  nun, 
dass   in  einem    .solchen  Falle    in    den    Bedingungen    (17)    die    beiden 
Grössen   Q^  und   Q^   immer   nur   in   tler   Verbindung   Q^  -|-  C^^   vor- 
kommen.   Sobald  also  bei  einem  gegebenen  günstigsten  Werthsystem 
der  Q  die  beiden  Grössen  Q^^  und  0,    nicht   beide   gleich  Null  sind, 
ergeben  sich  sofort  unendlich  viele  günstigte  Systeme  der  Q  dadurch, 
dass  man  Q^  und  Q^    variirt,   ohne  jedoch   ihre  Summe   zu   ündern. 
Unter  diesen  Systemen  sind  zwei,  in  denen  0^  resp.  Q^  gleich  Null 


544 


H.  Bruns, 


sind,    welche    also    die    Gleich 


IJCll 


'{t 


res 


P-    (/, 


I.    niclil 


nutzen.  Es  isl  also  zulässig,  von  den  beiden  Ueobachtiingsglciclnin- 
gen  mit  den  Ninntnern  />  und  i  die  eine  von  vornherein  zu  streicli™, 
Ferner  kfuni  der  Fall  eintreten,  dass  zwischen  zwei  Funclioncn 
t  die  Helalion  t^y  ^=  rt^  besieht,  wo  c  ein  positiver  oder  negativer 
echter  Bruch  ist.  Da  dann  E^  =  c*E^  wird,  so  ist  E^^  sicher  kleiner 
als  Eins,  also  Qy  nothwendig  gleich  Null;  denn  wenn  Q^  von 
verschieden   wäre,   so   inüsstc   nach   den»    Fjilheren   E^  nolhvvend^ 


gleich  Eins  sein. 


Die  Gleichung  {>^ 


Iff.  kann  also  von  vornherell 


fortgelass'-!n  werden,   da  sie  bei  der  günstigsten  Gewichtsvertheiluog 
unter  allen  Uni.sttinden  mit  dem  Gewichte  vNull  eingehl.  ^y 

Du  das  Eindeten  der  besprochenen  SonderHUIe  iiiinier  leichl  ci^^ 
kannt  werden  kann,  so  wollen  w^ti'  uns  die  angegebene  Reduclion  des 
Systems  (/  =  l  jedesmal    bereits  vor  Bildung   der  Bedingungen  M 
ausgefidirl  denken.     Vm  nun  einen  Fingerzeig  für  die  weitere  L'nler 
suchung  der  Bedingungen  (17)  zu  gewinnen,  betrachten  wir  zunächJ 
die  beiden  einfachen  F^illc  «  ^  2  und  n  =  3   und  wollen  dabei  die 
(]ocllicicnten  t^^  t^^ ,    l^^  l^^^  t^^.^  in  den  l^^  als    rechlwiukhge  (>oordi- 
nalen  eines  Punktes  ^\^  in  dei-  Ebene  oder  im  Räume  ansehen.    Jed 
Gleichung  ^  =:  (   ist  dann  durch    einen    bestimmten  Punkt  P„  repr 
senlirl.      Sind    <„,  ü^,,    i.,  i^^  l^^   die    Cooidinalen    eines    beweglichen 
Punktes  P^,  so  stellt  die  Gleichung 


Jie™ 
rdi-^ 
edfl 


K  -yj^fiY  'o/?  ^^y  =  < 

fiy 

llär  die  verschiedenen  Wcrthe  von  n  und  r  folgende  Gebilde  zvvöiR 
Ordnung  dar. 

1)  n  =-2,  r  =  1  :    Ein  Paar  paralleler  Geraden,   welche  s; 
metrisch  zum  (ilnordinalennullpunkt  liegen. 

2)  u  ^  2,  >■  =  2:    l'^ine  Ellipse,  deren  .Mittelpunkt   in  den  Null^j 
[mnkt  fallt.  ^ 

3)  n  =  3,  /  :=:  1  :    Ein  Paar  paralleler  Ebenen,  welche  symme- 
trisch zum  Nullpunkt  liegen. 

4)  n  =  3,  r  :=  2:    Einen    elliplischen  Cylindcr,    dessen   Uli 
axe  durch  den  NullfMinkt  geht. 

5)  «  =  3,  r  =  3:     Ein    Ellipsoid,   dessen   Mittelpunkt   in 
Nullpunkt   rcillt. 
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Die  Bedingungen  (17)  besagen,  dass  die  Punkte  P„  Iheils  auf 
ilcQi  bi'ltertenclen  Gebilde  G  liegen,  iheils  innerhalb  des  von  diesem 
Gebilde  begrenzlen  Raumes,  und  zwar  beiinden  sich  diejenigen  Punkte 
P,  deren  conespondivende  Q  von  Null  verscliieilen  sind,  noihwendig 
auf  G.  wiihrend  fiir  die  innerhalb  gelegenen  Punkte  P  die  corre- 
spoBdirenden  Q  noihwendig  gleich  Null  sind.  Nun  ist  die  Anzahl  N 
der  Punkte  I\  durch  welche  jedes  der  G  im  Allgemeinen  bereits  voll- 
sülndig  bestimmt  ist,  der  Iteihe  nach  2,  3,  3,  f>,  6.  Wenn  also  die 
Punkte  P«  willkürlich  gegeben  worden  sind,  so  werden  im  Allgemeinen 
liOciLslens  N  von  den  Punkten  P  auf  dem  Gebilde  G,  die  übrigen 
^— A'  aber  innerhalb  desselben  liegen.  Ks  werden  daher  bei  der 
günstigsten  Gewichtsvcrtheilung  im  Allgenieinon  hüclislens  N  von  den 
GleicLungen  (;  =  l  zur  Bestimmung  des  Komplexes  t  wirklich  be- 
nutzt werden. 

Die  gefundene  Regel  gilt  nun,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  all- 
geuiein  für  beliebige  «,  sobald  man  unter  N  die  Zahl  der  zur  Bildung 
der  Coeflicienten  li^  benutzten  Ausdrücke  Ä^ß  versteht.  Die  Zahl  dic- 
iser  Ausdrucke  ist,  wenn  man  die  Relation  Aß    r=  A  ^  beachtet,  durch 

A'  =  1 71  (ti  4-  * )  —  -J  (h  —  r)  in  ^  r  +  i)  ~  \  r  (f  -+-  t )  -f-  r  [n  —  r) 

gejjeben.  Die  Bedingungen  (17)  enthalten  die  Unbekannten  C^  nur 
in  den  Verbindungen  A^^;  sind  die  Werlhe  von  A'  der  /i^,,  sagen  wir 
Von  E^  E^  .  .  Es  gegeben,  so  sind  damit  die  Weiihe  der  Ä^ß  im 
Allgemeinen  völlig  beslinunt,  und  damit  auch  die  Werlhe  der  übrigen 
K.  Sind  die  gegebenen  E  gleich  Eins,  so  werden  im  Allgemeinen 
d.h.  solange  die  i„ß  nicht  gewissen  Bedingungsgleichungen  genügen, 
»lie  übrigen  E  von  Eins  verschieden  sein.  Man  kann  also  hiernach 
inj  Allgemeinen  nur  erreichen,  dass  höchstens  N  von  den  Grössen 
E  den  Werth  Eins  besitzen,  woraus  sofort  folgt,  dass  im  Allgemeinen 
liöchslens  N  von  den  Grössen  Q  nicht  verschwinden. 

Durch  die  vorstehende  l.'eberlegung  ist  nun  allerdings  noch  nicht 
je  Möglichkeit  ausgeschlossen,  dass  unter  besonderen  Umstünden 
lie  Anzahl  der  von  Null  verschiedenen  Q  "nothwendiger«  Weise 
sser  als  iV  ist.  Wir  werden  indessen  sehen,  dass  dieser  Fall 
eroals  eintritt,  dass  also,  sobald  7  ^  iV,  stets  eine  günstigste  Ge- 
ichlsvcrthcilung  exislirt,  welche  nicht  mehr  als  N  von  den  Beo- 
chlungsgleichungcn  wirklich   benutzt.     Zum  Beweise  <lieses  Satzns, 


:Uft 


11.   HniiNs, 


de»  wir   ulü   das  Haufjlergcbuiös  uiisoror  ganzen  Unlcrisuchung  anni 
sehen    liaben,    gelien    wir  von    [olgender   üelierlt'gung    aus.     Es 
Oua  ^^^  günstigstes  Werihsystem  der  Q\  dasselbe  erlheill  den  E^ 
(17)  hcsliminle  VVerthe,  die  llieils  gleicli  Eins,  Uieils  kleiner  als  Kii 
sind.     Ausser   dem  System   0«^  cxistireu,    wenn  q^N,   uncnilli 
viele  reelle  oder  complexe  Wcrlhsj, steine  der  (>,  welche  die  Ikuliii 
gungen  (47)  genau  in  derselben  Weise  erfüllen,  wie  die  0„o»  nttnili 
die  durch  die  iV  Gleichungen 

Ijestimmten  Werlhn   der  Unbekannlen  Q.     Wir   wollen   nun   für  den 
Augenblick  annclmien,  es  cxislire  unter  den  unendlich  vielen  Lösungen 
von    (18)    ausses-    der   evidenten   Lüsung   (i^^,    t;in  Werlhsyslcm  0„,, 
welches  folgenden    Bedingungen  genügt:     l'i    die  Cl„,   siml   reell  und 
nicht  negativ,     2     wenn  Q      gleich  Null    ist,  verschwindet  audt  tla^ 
corrcs|jondirende  Q^^.    Aus  den  Entwickelungen  des  vierten  Absclinil 
folgt  dann,  dass  unendlich  viele  günstigste  Werthsysteme  (>„  exisliri 
und  dai'unler  allemal  ein  bestimmtes  System  Q^j  welchem  einersei 
denselben  Bedingungen  genügt,  wie  (>„,  und  in  welchem  andererscil 
wenigstens  ein  (>^,  verschwindet,  dessen  correspondirendes  Q^^  von 
Null  verschieden  ist.     Könnte  man  also  beweisen,  dass  zu  jeder  Li 
sung  Q^^  eine  Lüsung  vom   t]harakler  der  Q^^   allemal  dann  exisliri. 
wenn  die  Zahl  der  nicht  verschwindemlen  C^^^^  grösser  ist  als  A 
wäre  damit  offenbar  auch  der  vorhin  erwähnte  Satz  erwiesen,  di'i 
uiau    liiltte   nur   nöthig,    durch    Wiederholung    der   eben    angestellt 
Ueberlegung  aus  dem  System  C'„„  ein  anderes  herzuleiten,  in  weicht" 
liüclistens  N  von  den  Q  nicht   verschwinden.    Unsere  Aufgabe  spitzt 
sich   hiernach   dahin  zu,  dass  wir  für  die  (Jlcichungen  (18;   die  Exi- 
stenz einer  Lösung  vom  Cliarakler  der  (>^^,  nachzuweisen  haben    Zu 
dem  Ende  werden  wir  ilie  zwischen  den  A^ß  und  don  Q  bestehen 
den  DiHerenlialgleichungen   nülier  untersuchen.      Es   wird  sich  dabei 
zeigen,    dass  die   Gleichungen    (18)    auf    lineare    Relationen   filhi 
welche  den   verlangten  Nachweis  ohne  Weiteres  zu  führen  geslaltei 


I 


iMit  den  q  Variabcin  0,         Q^^  i'»«'  tlen  Coefflcienton  i„ß  denk 
wir  uns  in  ilct    früheren   Weise  die  Ausdrücke 
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S^^ntnßt, 


Vy 


(^  log  A 
öaßy 


B, 


■x/J 


gcbilJel,  wobei  wir  belreÜ's  tk'r  Hcdeulung  der  üuchslaben  «, /V  .  . , 
X,  il  .  .  an  der  oben  i^etrollenen  Beslitiiniung  festhalten  wollen.  Die 
Q  sotleu,  um  WeilUiufUgkeiten  zu  vonneiden,  auf  reelle  Wertlie  be- 
schränkt bleiben,  obgleich  diese  Einschriinkung  nicht  unbedingt  notli- 
weodig  ist.  Die  ta^  sind  reelle  Grossen,  bezüglich  deren  wir  früher 
die  Eiaschrlinkung  gemacht  hatten,  dass  die  zu  je  n  der  linearen 
Functionen  /„  gehörigen  Deleiininanlen  ;  t,(i  j  nicht  sämmtlicti  ver- 
schwinden. Diese  Bedingung  ist  glcichbedouIcuLd  mit  der  andern, 
dassA  nicht  identisch,  d.  h.  für  beliebige  Werthe  der  Q  verschwindet. 

'Wir  werden  dieselbe  als  eine  wesentliche  beibehalten.  Wenn  nJim- 
lich  A  identisch  verschwindet,  so  lassen  sich  die  l!„  als  lineare  Func- 
tionen  von    höchstens    n  —  1    Verbindungen    der  t,(   darstellen ;    die 

•  Zahl  der  unbekannten  in  den  Gleichungen  (j  :=  i  wUi-e  also  nicht 
gleich  n,  sontlern  kleiner. 

^_  Weiter  bilden  wir  wie  früher 

^  X  ßy 

\  und  wollen    den  Ausdruck  von    V,';  als  eine   quadratische   Form    mit 
'  den  Coeflicienten   //  und  den  Vaiiablen   tuß  an.selien.      Diese    Form 

tran.sformiren  wir  dadurch,  dass  statt  der  /  neue  Variable  s  millclsl 

<ier  linearen  Gleichungen 

Mogefuhrt  werden.     Die  Substilutionscoeliicienten  r  sollen  einei-  orlho- 
{onuien  Transformation   mit   der  Determinante  -\-  1    angehören,    also 

i  Bedingungen 
(SO)         2'^ßy^'ßft="  '7  * '    2^'-/ß*^^ß  =  ^y^ 
gen.     Femer  sollen,  was  stets  auf  wenigstens  eine  Weise  mög- 


'"^  =2c^,,s 


'"fl 


ßy  "ay 
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lieh  ist,  die  c  so  gewählt  werden,  dass  die  transformirte  Form  nur 
die  Quadrate  der  s  enlhüll,  also  die  Gestalt 

ß 

besitzt.  Die  F  sind  die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung  fl'*" 
Grades  ,  „  ,      ^ 

Entwickelt  man  diese  Gleichung,  so  verschwinden  wegen  der  Zu- 
sammensetzung der  B  aus  den  A  die  Coefficienten  von 

z\   z\   a«   .  .  .  3«-»—*  . 

Der  nächste  Coefficient  ist,  abgesehen  von  einem  numerischen  Factor 
gleich  der  Quadratsumme  der  Determinanten  r^^  Ordnung,  derco 
Elemente  man  erhält,  wenn  man  aus  dem  GrOssensyslem 

^n  •  •  •  ^in  > 
^n   •  •  •  ^«n  > 


Af.^  .  .  .  A,.„ 

auf  alle  mögliche  Arten  je  r  Columnen  herausgreift.  Diese  Deter- 
minanten lassen  sich  in  Quotienten  umformen,  deren  Nenner  A  und 
deren  Zahler  die  aus  je  «  —  r  Columnen  des  Systems 


i,j   •  •  •  ^r-*-i,n 


gebildeten   Determinanten  von   der  Ordnung  n  —  r  sind.     Wenn  die 
letztgenannten  Determinanten  sämmtlich  verschwinden,  so  verschvsio- 
det  auch  A,  da  wir  hier  nur  endliche  Werthe  der  t  und  Q  zu  be- 
trachten haben.     Nun  ist,  wenn  r  <^  «,   die  Möglichkeit  nicht  aus- 
geschlossen,  dass  unter  den  die   Bedingung  A  =z  0   befriedigenden 
Werthsystemen  der  Q  sich  auch  solche  befinden,  welche  einer  gün- 
stigsten  Gewichtsvertheilung   entsprechen.     Wir  wollen   jedoch   der 
besseren  Uebersicht   halber  bis   auf  Weiteres  die  Stellen,   an  denen 
A  =  0  ist,  von  dem   Bereiche   der  Q  ausschliessen  und  sind   dann 
sicher,  dass  der  Coefficient  von  z""*"  nicht  verschwindet.    Mit  dieser 
Festsetzung  sind  dann  r  von  den  F  —  sagen  wir  F^  . .  F^  —  sicher 
von  Null  verschieden,   die   übrigen  dagegen  sicher  gleich  Null.     Da 
die  betrachtete  quadratische  Form  aus  einer  Summe  von  r  Quadraten 
entstanden  ist,   so   sind  die  F^  . .  F^  positiv;   wir   können   daher  die 
transformirte  Form  in  der  Gestalt 
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lireibcn,  mit  dem  Zusalze,  dass 

A  >  0  ,     /.  >  0  .  • .  /"r  >  0  , 

IS  (19)   und  (20)  folgt 

(22)  '^aß==2!Cyßiny 

Y 

CSC  Ausdrücke  der  «,  in  (21)  substituirt,  geben  nach  der  Ent- 
cklung  durch  Vcrgleichung  mit  der  ursprünglichen  Form  der  Reihe 
ch  die  Relationen 

Bßy  =2^8f  fit  ff  (^ßd  Cyi  , 

2^ßY  ^ß'i  ^2^vf  fn  ff^yt- 

ß  f 

2^ßY  ^ß  r}(^yl:=  «r,^f,,fl;  • 
fly 

rner  setzen  wir  an 

2^Sß  ^ßy  =  9dy  . 

ß 

I  i/«^/  I  =  G  , 

ö  log  G 


^9Sy 

"tfy  5 

d 

erhalten 

damit  successive 

i 

209y 
Y 

Cfy 

G 

=  1  :A, 

'yC 

=^29dy 

^'«ff  ? 

Y 

^ey 

=2!9ify 

Cey  ö|ff 

^bC 

(T 

^'cTf  > 

2\^ 

.C£f 

=  G^f  r 

^^xj/  9xa=2^xß  ^xe  ^ßy  ^f&  » 
X  ßex 

(23)  ^i?xy  9x&=  '^yü  fy  /if  • 

X 

s  Quadrat  der  aus  den  r  .  r  Elementen  g^x  gebildeten  Determinante 
st  sich  als  Determinante  mit  den  r  .  r  Elementen 

37* 


5&0  ii.  BioNä, 

X 

darstellen,  ist  also  wegen  (23)  gleich 

(A  •  A   •  •  fr)' 

oder  von  Null  verschieden.     Hiernach   können,   wenn   der  Inde 
von  r  -}-  i   bis  »  geht,  die  in  (23)  auftretenden  Gleichungen 

2SxX9xc  =  ^ 

X 

nur  durch  die  Werthe 

^x<r=0 

erfüllt  werden.     Ferner  folgt  aus 

9k».  ,  ixfi 

dass  die  r .  r  Grössen  g^j^  :  f\  die  Elemente  einer  orthogonalen 
Icrminante  sind,  dass  also  auch 


4   h      fu  ~  ''^ 


y  9Xx  ,  9fix  _ 

«        'X  /x 


ist.  Nach  diesen  Entwicklungen  gehen  wir  zur  Aufstellung 
DifTerentialausdrücke  für  die  A  über.     Man  hat  der  Reihe  nacl 

cT  •       d 

(24)  r//1x^  =  —2''^xr  '[^^  ^«y  ^««^  •  '^^w  ' 

ayd 

fi^xß  =  —29x71  9ßi  ««^  ««f  ■  f^V«  , 

(25)  2!9xy  (''ße  <i^xß  =  -2fr  *«y  *«e  •  ^Qu  ■ 

xß  a 

Für  y  =  r  -\-  }  .  .  n  nehmen  die  Gleichungen  (25)  die  Form  0 
an,  sodass  wir  mit  Unterdrückung  dieser  nichtssagenden  Gleicht 
auch  schreiben  können 

(26)  29xi  Gße  -  dA^^  =  -2;a  S„x  Sas  ■  <lQa  • 

xß  « 

Aus  den  leicht  zu  verificirenden  Identitäten 
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folgl,  dass  das  System  (älB)  nur  iV  verschiedene  Gleiehiingen  enl- 
liiill.  Um  nun  die  Gleichungen  (24)  und  (26)  unterschiedslos  be- 
nutzen zu  können,  haben  wir  noch  zu  zeigen,  dass  man  von  (26) 
ruckwörts  zu  (24)  gelangt.  Zu  dem  Ende  multiplicitcn  wir  (26) 
mit  (/,^j    und  y       und  summiren    nach  A  und  *,    dann  wird  zuniichst 

^■^fty  =  —JSSfil  9yB  ««Ä  *'««  •  ^^Qic 
ftXc 

HieiTdr  darf,  weil  </^^^  verschwindet,  auch 


rt  1f 


tiL'a'hrieben  werden.  Diese  (jicichung  geht  aber,  wenn  stall  der  y 
und  K  ihre  Ausdrücke  durcti  die  A  und  /  eingefuljrt  werden,  ihal- 
üüchlich  in   (24)   über. 

Es  sei   nun  Q^^  ein   uiNkürlich   gewilhUes   Werllisysleiu   der  0, 

für  weiches  A  von  Null  veischieden  ist.     Mit  diesem  bilden  wir  das 

System  von  N  Gleichungen 

(27)  A^fj  V,  ..Q,^^  -'V(^««--  <?9»' 

und    besehranken   die   Varia bcin   Q    auf  das    durch   die   Gleichungen 
27;    begrenzte  Gebiet.     Unter  dieser  Voraussetzung  werden  die  d  A 
Ja   (26,    sänmillich  gleich  .Null,  also  auch 

(28)  ^"u^i  *«  fll<Ja=^0  . 

tt 

Die  Werthe  der  ß,  c,  s  hangen  nur  ab  von  den  Weitheu  der  A  und 
der  I,  sind  also  wegen  (27)  durch  die  /„-  und  die  Q^^^  vOllig  be- 
stimmt. In  Folge  dessen  sind  die  Coeflicienlen  der  d(}  in  (28)  von 
den  Werthen  der  Variabein  Qu  unabhängig,  so  tiass  man  sofort  in- 
tegriren  und  die  iV  Gleichungen 

(29)  ^««A  ^ai  ■  Q"  =  constans  =  C^,  =  C,j 

ansetzen  kann.  Da  das  Werthsyslem  Q^^  dem  belraclitelen  Bereiche 
der  Q  angehört,  so  kann  man  die  C  dadurch  eliiiiiDiren^  dass  man 
schreibt 

(30]  ^*"rr>   *«6    (0„  -   OaO   ==  0  ■ 
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Die  C  lassen  sich   übrigens  auch  direcl  durch  die  bisher  beDulzteo 
Grössen  ausdrucken.     Es  bestehen  nämlich  die  Relationen 

Unterwirft  man  diese  denselben  Operationen,  wie  das  System  [ii], 
so  erhalt  man  sofort 

xß 

=29xX<^ßfl<^f,s  ^xß 
xßrj 

fx   ^Xb=29xX  <^xe  1 

X 

woraus  noch  die  später  zu  benutzende  Relation 

(32)         ^fx  (^Xb  •  fx  ^Xd=^{-f-]    9xX    9uX  Cxe   c    rf  =^c„  f,rf 
X  xXfA^'^'  X 

folgt. 

Der  soeben  befolgte  Gedankengang  lässt  sich  folgendermasseD 
umkehren.  Es  sei  Ooo  ^^^  willkürlich  gewähltes,  festes  Werthsystem 
der  0,  für  welches  jedoch  A  nicht  verschwindet.  Man  berechne 
aus  den  O^^  und  t„ß  der  Reihe  nach  die  A^ß^  die  ß,  /",  c,  «  uod 
setze  das  Gleichungssystem 

2!s„^  s„,  ((?„  -  QJ  =  0 

a 

an.  Innerhalb  des  durch  diese  Gleichungen  begrenzten  Werlhgebietrs 
der  Q  gelten  die  Gleichungen 

a 

also  auch  wegen  (26)  die  Gleichungen 

^SxX  ^ßB  '  fi^xß  =  0  .  • 
xß 

Die  aus  den  g^^  .  Gß^  gebildete  Determinante  ist  von  Null  verschie- 
den, weil  sonst  die  Systeme  (24)  und  (26)  nicht  einander  äqui- 
valent sein  könnten;  man  hat  also  auch 

d^x(i  =  ^ ; 

d.  h.  die  A  sind  innerhalb  des  betrachteten  Werthgebietes  conslaol 
und  es  wird,  da  die  Stelle  Q„^  diesem  Gebiete  angehört, 

Hieraus  folgt  dann  noch  wie  oben 
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So  lange  also  A  von  Null  vcräcliieden,  jiind  die  linearen  Gleichuni^eii 
29)  oder    (30)    dem   System    algebraischer  Gleichungen    (27)    JU|ui- 
valenl  und  es  inuBS  niüglioh  sein,  durch  passende  UmroiiiiiiDgen  und 
Zerlegungen  van    {^T)  direcl  zu   (29)    resp.   (30)   zu  gelangen. 

7. 

An  der  Hanil  der  gefundenen  Resultate  sind  wir  jetzt  im  Stande 

diti  Existenz  der  Irüher  mit  Q^^^  bezeichneten  Lösungen  nachzuweisen. 
Es  sei  Q^^^  ein  Werthsysteiu  der  Q,  welches  zu  einer  günstigsten 
'iewichtsvertheilnng  gehört  und  die  Determinante  A  für  {h"e  (/«^^  von 
Null  verschieden;  ferner  seien  die  Q  mit  den  Nuinniern  I,  2  ,.  jj 
/j^iV)  grösser  als  Null,  die  andern  dagegen  gleich  Null,  Ma»  bilde 
das  Glcichungssystem 

(33)  2  s,,x  -^«e  Qa  =  Cxe  =2^al  *«e  %.  • 

u  « 

dann  befriedigen  alle  dem  System  (33)  genügenden  Werllisysteme 
der  i)  die  für  das  Minimum  charakteristischen  Bedingungen  ( 1  7)  oder 

in  i^euau  derselben  Weise,  wie  die  Q^^^^.  Setzt  man  in  33  die  (>„ 
öiit  den  Nummern  /j  -]"  '  ■  •  ^'  gleich  Null,  so  erhlill  man  die  A'Glei- 
chuogen  mit  p  ^  N  Unbekannten 

welche  sich,  wie  man  leicht  Übersieht,  durch  unendlich  viele  Werth- 
syslcme  der  Q^  .  .  Q    befriedigen  lassen.     Unter  diesen  belinden  sich 
alk'mal  solche,    für  welche  die  Ditlerenzen  Q„  —  0«u  beliebig  klein, 
die  Q„  also  sicher   noch  positiv   sind.      Hiermit    ist  die  Existenz  der 
Losungen    (?„,    und   damit    die   iMöglichkeit   der    Irüher    behaupteten 
Reduclion  auf  eine  Lösung  0„,  für  den  Fall  bewiesen,  dass  für  die 
vorausgesetzte   günstigste  Lösung  Q^^  die  Determinante  A  nicht  ver- 
schwindet. 

Wenn    für    die    Lösung   Q^^^^   die    Determinante   A  verschwindet, 
so  kommt  dies,   da  in  der   gesuchten    Lösung  C^^,,  dieselben  Q  ver- 
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>^-h\%iQUeii  sollen,   wie  in  Q^^,  darauf  hinaus,   dass  wir   es  anstatt 
mit  Jeu   ursprünglichen  Beobachtungsgleichungen   ^  =  i  mit  eioem 
ou^«)i-eii  »reducirten«  System   zu  thun   haben,  welches  wir  dadurcb 
ctbolten,  dass  wir  diejenigen  Beobachtungsgleichungen  unterdrückeD, 
l'tU'  welche  die  Q^^  und  0„,  gleich  Null  sind.     Für  dieses  reducirte 
System  verschwindet  die  in  der  früheren  Weise  gebildete  Delermi- 
uauto  A  identisch,   d.  h.  es  lassen  sich,   da  ja  die  Grössen  r^..r^ 
immer  noch  aus  dem  reducirten  System  bestimmbar  sein  sollen,  die 
M  —  r  übrigen  r  durch  höchstens  n  —  r  —  1   lineare  Verbindungen 
derselben   —   sagen  wir  t^^,,   t^+,  •  .  —  ersetzen.     Man  gelangt 
also  zu  einem  Gleichungssystem   (>  =  ^,   in   welchem  die  Zahl  der 
Unbekannten  jetzt  kleiner  als  n  ist,  und  das  sich  genau  in  derselben 
Weise,  wie  das  ursprüngliche,  behandeln  lässl,  weil  die  Determinaole 
A  des  reducirten  Systems  —  dieselbe  heisse  A'  —  nicht  mehr  iden- 
tisch verschwindet.     Da   A'   auch   nicht   für  die    gegebene  Lösung 
Q„^  verschwindet,  so  folgt  daraus  nach  der  obigen  Schlussweise  die 
Existenz  einer  Lösung  Q^^  resp.  Q„^,  so  lange  die  Zahl  p  der  von 
Null  verschiedenen  ö„,  grösser  ist  als 

A"=  |n'  (n'  +  <)  —  1-  («'—  r]  [n  —  r  +  <)  , 

wo   n    die    Zahl    der   Unbekannten   t    rcsp.    r'    in    dem    reducirten 
System  bedeutet.     Schreibt  man  nun  N  in  der  Form 

so  erkennt  man ,  dass  iV  ^  N'  ist.  Benutzt  man  nun  die  Lösung 
Q^^^  als  Ausgangspunkt  für  die  Wiederholung  der  vorstehenden  Ueber- 
legungen,  so  gelangt  man  zu  folgenden  Sätzen : 

1)   Die  günstigste  liestimnmng  des  (humencompkxcs 

i^)  =  (^1  ^t  •  •  «'r) 

am  den  Beobachtuiigsgleichuiigen 

lässt  mch  allemal  durch   eine  Getvichtsvertheilung  etreichen,    im    weicfier 

nicht  mehr  als 

N  =  |r  (2n  —  r  +  1) 

Geivichte  von  Null  verschieden  sind,  die  also  höchstem  N  von  den  ge- 
messenen (j  benutzt. 


i\ 
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i]  Wenn  eiue  Gewiciittiverthciltüuj  cxialhi.  bei  welcher  mehr  als  N 
1)0«  den  (ileichumjen  (j  =^  i  henutzl  werden,  so  ijiebi  ea  tiUemul  iiuendUrh 
viele  und  darunter  )iolefu\   welche  höehalenfi  iV  Gfeicfiuinjen  benutzen. 

Die  vorslehcndi'n  Sülze  IjediirCen  nun,  um  dmi  Gegensland  zu 
ersfhtifjreti,  noch  einer  Erg^inzung.  Die  ganze  bisherige  KnLwickInng 
ibl  lUlmlicIi  IUI  Grunde  gcnomiucn  rein  liypolhetischer  Natur  und 
sagt  nichts  darüber  aus,  ob  die  kleinste  Zahl  der  zu  messenden 
Grossen  (j  je  nach  IJuistUnden  irgend  einen  der  Wcrthe  ii  .  .  N  be- 
sitzen könne  oder  ob  nicht  im  Gegenlheit  stets,  wie  fUr  r  =  i,  eioe 
Rediirlion  auf  nur  n  zu  benulzende  Gleieliungen  durchführbar  ist. 
Wir  werden  zeigen,  dass  das  Erjilere  der  Fall  ist,  indem  wir  s|ie- 
cielle  üleichungssysteme  ^j  ==  l  bilden,  bei  welchen  die' Zahl  der 
•  nolhwendiger«  Weise  zu  benutzenden  Gleichungen  einen  vorge- 
schriebenen Werlli  zwischen  den  Grenzen  n  nm\  iV  besitzt.  Als 
Vorbereitung  hieraus  wollen  wir  den  Fall  unendlich  vieler  giiiislig- 
sJi'r  (lewichtsvortheilungen  noch  etwas  weiter  verfolgen. 

Es  seien  (J,,  und  C4  zwei  günstigste  Wcrthsystenie  der  Q.  Man 
bilde  zu  diesen  die  entsprechenden  günsligsten  Ausgleichungs-Modi 
T  und  T'  und  setze  aus  diesen  die  Schaar  der  Modi 

2usammen.      Die    T"  geben    sicher   einen    günsligsten   Ausgleichuogs^ 
Mudtis,  so  hmgi?  /'  und  tf  gleichzeitig   positiv  sintl.      Lim  nun  das  zu 
denj  günsligsten    Modus    T"  gehörige   günstigste    System    der   Q   zu 
erhallen,  haben  wir  die  (>"  aus 

zu  berechnen.  Nach  dem  Früheren  ist  die  rechte  Seile  dieser  Glei- 
chung das  Quadrat  einer  linearen  Function  von  /',  folglich  ist 

da  für  /■=:  I  und  /  —  0  die  Q"  in  die  fj  resp.  Q  übergehen  müssen. 
Bilden  wir  zu  den  drei  Systemen  0,  (/,  Q"  ihe  entsprechenden  A, 
A,  Ä   und    V,    V,    V'\  so  vvini 

^nx  ^^   ^ft   Key.   =   ^-'h^  -K^  ^n-t  ' 
Kx  =  CC  ^  «X  =  CC^    K^i  '«(3  ? 
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(34)  fOa  V„^  +  gQ'„  V'„,  =  {fQ„  +  9Q-„)  V^,  . 

Sind  für  einen  bestimmlen  Index  a  Qa  und  Q'a  von  Null  verschieden, 
so  ist,  so  lange  f  und  g  gleichzeitig  positiv  sind,  auch  Q'a  von  Null 
verschieden,  also 

(35)         (K«)*  =  <,    (r;'  =  <,    (0*  =  <. 

Durch  Quadriren  von   (34)    und  Sumiuh'en  nach  x  erhalt  man  mit 

Rücksicht  auf  (35) 

^V      V     =  i 


{ya)*{Ky-i2^»xKA*  =  ^ 


Diese  Gleichungen  können  nicht  anders  zusammen  bestehen,  als  wenn 
V„x  =  Vax  ist,  wodurch  auch 


V"   =  V     =  V" 

'  ax  «x  ' nx 

wird.     Wenn  ferner  Q,,  =  0,  0«  >  0  ist,  so  wird  nach  (34) 

V    =  V 

^  nx  '  ax  > 

d.  h.  die  V"  sind  von  f  unabhängig,   also,  da   V"  für  /"  =  1  mit  * 
übereinstimmen  muss,  wiederum 

V"   =  V     =  v 

'  ax  ' ax  ' ax • 

Für  (?«  >  0,  Q'a  =  0  erhalten  wir  dasselbe  Resultat,  und  dürfe^ 
demnach  ansetzen 

Kx  —  Kx  =  2  ^''ßi^xß  —  '^'xß)  =  Ö  , 

ß 

mit  dem  Zusätze,  dass  h  zunächst  auf  diejenigen  Nummern  beschränk 
ist,  für  welche  von  den  beiden  Grössen  Qa  und  Q'a  höchstens  em 
verschwindet.  Multipliciren  wir  jedoch  die  Gleichungen  mit  Qa  tay 
bilden  also 

ß 

so  gelten  letztere  Gleichungen  für  alle  Werthe  des  Index  a,  w 
können  also  durch  Summalion  nach  a  bilden 

ß 
Schliessen  wir  vom  Gebiete  der  Q  wieder  die  Stellen  aus,   an  we 
chen  A  verschwindet,  so  haben  wir 

^xß  =  ^'xß  > 
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d.  h.  jedes  Ax/i  hol  lür  die  ■sltmmlliclR'n  gün.sligstt'D  VVcrlhsysteuie 
der  Q  ein  und  d«!Usjt.':lben  coiislctiileii  Werlli,  oder  die  giiiustii^isten 
Q  genügen  alle  einoni  einzigen  Syslera  von  linearen  nieieluingcn 

(36J  ^''*«i*«eO„=^'.?.  • 


Hieraus   Folgt,    wie   nebenbei    aogefiibrt  werden    ntag,    dass   io   den 

F'  =  E 


Bedingungen 


die  Grösse  £„  für  alle  günstigsten  Gowichtsveilheilungou  conskint 
gleich  Eins  ist,  wenn  wenigstens  für  eine  Vertiieiinng  das  ent- 
sprechende Q  nicht  verschwindet;  ebenso  Uisst  sich  zeigen,  dass  Ea 
coustanl  und  kleiner  als  Eins  sein  inuss,  wenn  (Ja  in  alten  günstig- 
sten Gevvichtsverlhcilungen  gleich  Null  ist.  Wenn  A  für  gewisse 
günstigste  Systeme  der  Q  verschwindet,  so  treten  mehrere  dislincte 
Systeme  der  Form  (36)  und  mehrere  Werthsyslerae  der  £"„  auf. 
So  lange  also  A  von  Null  verschieden  ist,  genügt  die  Kenntniss  einer 
einzigen  Lösung,  um  alle  übrigen  aus  (36)  zu  linden;  wenn  nur 
eine  Lösung  existirt,  so  lassen  sich  <lie  Gleichungen  (36^  nur  durch 
ein  einziges  System  nicht -negativer  Q  bel'riedigen  und  utngekehrl. 
Die  Gleic}iungen  (36)  sind  übrigens  ihrer  Form  nach  nicht  immer 
völlig  bestimmt.     Wenn  nämlich  die   algebraische  Gleiclmng 

I  ^?Y  -=  ■'??]  =  ^ 

mehrfache  Wurzeln  besitzt,  was  ja  für  r  <^  h  —  1  itnrner  eintritt,  so 
exisliren  unendlich  viele  Substitutionen  v^y  und  entsprechend  unenil- 
liche  viele  Systeme  von  Gleichungen  (36).  Letztere  sind  jedoch 
sUmmllich  einander  ilquivalenl,  da  sie  alle  ein  und  dasselbe  Werlh- 
gebiet  dei'  ij  begrenzen. 


k 


8. 


Dm  die  Frage  nach  der  Minimalzahl  der  zu  benutzenden  Beob- 
iichtungsgleichungen  zu  entsclieiden,  wollen  wir  jetzt  den  bisher 
innegehaltenen  Gedankengang  für  einen  Augenblick  in  der  Weise 
(imkchren,  dass  wir  die  .^l^^,,  als  gegebene  und  die  in^i  als  gesuchte 
Slijcke  ansehen.  Es  seien  Aßy  die  numerischen  Werlhe  der  A^y-, 
dieselben  seien  so  gewUhlt,  dass  die  Determinante 

\A^y\  =  \:A 
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eineo    endlichen    un(f~vön    Null    verschiedenen    Werlh    bcsilzl.     Mit 

den  A    heiechne    man   nach  den    früheren    Kornieln  die  Werlhe  der 
//,  /,  i\  fj,   C.      Wi^nn  man  nun   in  dem   Falle 

ein   System    von    |>osiUveu   Grössen   Qu   und    ein    Coetlicienleosysl 
l„ß  so  besLiiumcn  könnte,  dass  die  Gleichungen 

(37)  »7.  =^fl^y'«.^/«y-<. 

(38)  ^*«>  V.  C>«=CÄe. 

erfüllt  sind,  dann  vviire  otreubar  dainil  für  das  System 


(39) 


i?«  =2^ttft  ^« 


eine  gUnstiu;s(e  Govvichlsverlheihmg  gefunden,  welche  diese 
chtingen  siunmllich  henulzt.  Wenn  ferner  das  System  (3Sl  so  bo 
scludVen  ist,  dass  demselben  für  gegebene  .s  und  6'  nur  ein  einzige^ 
Werlhsystem  der  ij  genügt,  so  ist  die  betrachtete  Gewichtsverlb 
lung  die  einzige  günstigste,  kann  also  nicht  durch  eine  andere  gü 
stigsle  ersetzt  worden,  welche  weniger  als  </  Gleichungen  des  Systems 
(39)  beiHilzt.  Es  kommt  also  darauf  an,  den  Bedingungen  (37)  und 
(38)   durch  passende  Wahl  der  Q  und   (  zu  genügen. 

Da    für    unseren    Zweck    tue  Aufstellung    cMnes   speciellen   Falles 
genügt,  so  wollen  wir  der  Einfachheit  halber  ansetzen 

Gehören  die  Buchstaben  a,  w  . .  zu  den  Nummern  r  -f-  I  ...»  so 


iihH 


^'xA  —  ''«A  ' 


Eine   Transformalion   dieser   quadratischen    Form    ist   nicht   mehr 
forderlich,  wir  künnen  deshalb  weiter  ansetzen 

und    erhalten   damit   die    Bedingungen    (37)    und    (38)    in   der  Form 

(3y)  y;t'..  =  * , 


(40) 


^  '«>  'rtt  Qa  =  "A( 


LrDER    eise    AlFGAllE    DER    AuSGLEH.IIl  NG.SRECUNUNG. 


Die  Gleichungen  (40)  gnippiron  wir  in  der  Weise,  dass  wir  zunUchsl 
das  Syslern 

herausheben  und  den  Rest  in  « —  r  GnjpiK'n  von  je  r  Gleichungen 

er 

ordnen,  wobei  innerhalb  jeder  Gruppe  a  constaiit  ist  Die  („„  kora- 
raen  in  (39)  nicht  vor,  sind  also  nur  den  Bedingungen  (i2)  unter- 
worfen  und  können,  da  </  ^  r,  den  Bedini^ungcn  (42)  gemäss,  auf 
unendlich  viele  Weisen  besliinnil  werden,  sobald  man  durch  passende 
Wahl  tler  Q  und  t„x  den  Ik-dingungen  (39)  und  (41)  genügl  hat. 
Letzteres  nun  Uissl  sich  durch  ein  Verfahren  erreichen,  welches  wir 
zunächst  für  den  Fall  r  r^  4  auseinandersetzen  wollen.  Des  klirzeren 
Schreibens;  wegen  setzen  wir 

also 

(*3)  .rj,  +  r/l  -\-  j;,  -f-  K  =  4 ; 

ferner  setzen  wir  an 

^-.  =  1  ,         !/i  ^  z^  =  u^  =  0  , 

<^i  +  yl  =  ^ ,     5,  =  u,  ^  0 , 

iCf    *C|    '    '     —   Wq   —   »»^  I 

y,  =  y«  =  •  •  =  ^9  =  y ' 

C,  =  <?,=      =  (?9  =  <? , 

und  erhallen  damit  an  Stelle  von  (41)  das  System 

C^tAy»-!-  (9  — 2)<?(ry  =  0, 


(U) 


P!/(=. -h 

0(5;  + 

(?a;(",  4- 

Qy{",  + 

(>(s"»  + 

0(""^  + 

Dasselbe  geht  mit  den  Wcrthen 

2/fa 

(a=:3,  4 


=^  n  cos 


=  0, 

^  0 


8?rcf 
u^  ^  H  sin  ^— j  , 
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"'"'•"  '"  (3,  4-  Q,  .Tl  +  (9  -  2)  Qx*  =  1  , 

<?,  y^  +  {'/  -  2)  ih/  =  <  , 
(q  -  2)^/?»=.  2, 

ac«  +  y'  +  /?•=<  - 

Wir  wUhInn  ;r  imii  //  klein,  also  li  nahe  bei  bei  Eins,  dann  ist  da- 
mit Q  beslimnil   ihhI   ilic  vorslclientlen  Gleichungen  gelten  über  in 


(J,  +  Q,  a-l  =  1  -   V 


Ot  ^i  tft  ^    - 


9xy 


Durch  Division  iler  lelzlcn  beiden  Gleichungen  erhalt  man  den  ^uo- 
lienlen  'T^-.y^,  also  auch  x^,  y^  und  (?, ,  und  damil  aus  der  ersten 
Gleichung  Q,.  fl 

Man    übersieht    sofort,    wie    sich   das   hier   auseinandergesetzt«" 
Verfahren    für    andere  Werlhc    von  r   gestalten    würde.      Sollen  ille 
Gleichungen    ;^39;    und    (40)    unendhch    viele    Lösungen   Q„   zulassen,, 
so  müssen  gewisse  Determinanten,  die  im  Allgemeinen  von  Null  ver 
schieden  sind,  für  die  gewühlten  /„^  verschwinden,  d.  h.  den  Coef- 
ficienten   t„ß  niüsslen   aus  den    bereits   erfüllten    Bedingungen  noch 
weitere  Einschränkungen   auferlegt    werden.      Hiernach   können  wir 
jety.t    die    früher    ausgesprochenen    Sülze    folgendermassen    vervoll- 
slündigen. 

Üei  der  günstigsten   Bestimmung  des  Complexes 

(r)  =  (r,  .  .  r,) 
aus  den   lirohuchlungsgleirkungeit 

tt  =  1,  2 


(•«-^'«,^'^.  U  =  t,2 , . »r 


ist  die  kleinste  Anzahl  der  zu  messenden  Slüelic  q  je  nacJt  VmslAmle« 
gleich  einer  von  den  Zahlen  N,  N  -^  1 .  N  —  2   ...  ^  wo 

N=\n{n  -  \]  —  ^  {n  —  r]  {n  -  r  -f-  1 )  ^  rn  -  4  r  (r  —  1)  • 
Für  r  =  1    ist  die  Messung  tum  » überschüssigen  «  Daten  überßiisftirj  »dcri 
unzulässig;   für   r^  \    dagegen   kann  sieh  die  Benutzung  von  i>w/«?r- 
schfissigenu  Stücken  als  für  die  Erhöhung  des  Gewichtes  p  ir]  »o/Äinw%| 
ei'ti'eisen,   indessen   ist   man    sowohl    bezüglich   der  Anzahl  als  atu^h  l>& 


47] 
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züglich  der  Amwahi  der  i^vberschüsmgen»  Sliuh'  an  tjanz  heniimmte 
Einschräidiuntjen   (jt'bundcn. 

Es  bedarf  keioer  besonderen  Bemerkung,  dass  man  im  Allgc- 
raeinen  darauf  verzichten  miiss,  die  gUnsLigsilen  Wertho  der  (>„  aus 
einem  vorgelegten  System  der  ^„^  an  der  Hand  der  bisher  ent- 
wickeUen  algebraisclien  Relationen  wirklich  zu  ermitteln.  Man  isl 
vielmehr,  wenn  die  /„,^  numerisch  gegeben  sind,  im  Allgemeinen  da- 
rauf angewiesen,  den  günstigsten  Ansgleichungs-Modus  Uhnlich  wie 
in  dem  Falle  r  =:  \  durch  successive  Approximation  zu  finden,  welche 
Operation  in  der  That  keinerlei  principielle  Schwierigkeit  bietet  und 
durch  gewisse  Kunslgrifle  nicht  uiKTheblich  abgekürzt  werden  kann. 
Indem  die  Anwendung  der  gefundenen  Siitze  auf  besondere  Fälle 
einem  späteren  Aufsalze  vorbehalten  bleiben  soll,  möge  zum  Schlüsse 
der  bisherigen  allgemeinen  Untersuchung  noch  eine  nicht  unwesenl- 
Uche  Vereinfachung  des  Ausdruckes  für  C^^  hergeleitet  werden,  welche 
in  dem  Falle  r  =  n  staltlindet. 

Wenn  r  =  n^  so  liefert  die  Relation   i32)   das  Ergebniss 

^^L  2 Iß  ^ßB   ■  fß  ^ßdf  ^2^ß^  ^ß^   ^  *^e<f  ' 

^1^  ß 

d.  h.  die  Grössen  f[i  C^^f  bihlcn  die  Elemente  einer  orthogonalen 
Determinante  und  es  isl  auch 

^   V  ^ße  ■  /y  ^ye  =  ^ßy  ' 

Wenn  die  (jiössen  /'  .  .  f]^  von  einander  verschieden  sind,  so  liissl 
sich   unmittelbar  zeigen,  dass 

fß    ^ßt     =   ^ßt: 

sein  niuss.     Es  seien  die  /  ihrei-  t^rüsse  nach  geiirdiiet  und 

/;  >/,>•■>/«, 

6 


dann  ist 


woraus 


e 
n      r      —  r* 

"-'tl    ^31    —    •    *    "-'Wi 
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folgt.     Unierdrückt  man  jetzt  in  der  Deleraiinanle  der  f.  C  die  er 
Zeile  und  die  orslo  (-oluinne,  so  ist  die  übrigbleibende  Delerminaot 
wiederum    orthogonal    und    lilsst     sich    demselben    Verfahren   unter; 
werfen;  u.  s.  w.     Man  erhalt  auf  diese  Weise 

/>  (^ßy  =^ßy  =fy  ^ßy 

Wenn   unter   den   /"  gleiche   vorkommen,   so  denke   man   sich  die  f 
wieder  der  Grösse  nach  geordnet  und  es  sei 

dann  hat  man  ahnlich  wie  oben 

woraus  man  schliesst,  dass  für  /Ö  :=  I,  2  .  .  />,  ^  ^i  p  -|-  I   . 

sein  mtiss.  Die  Determinante  |  /  .  C  \  ^  ^/  ISsst  sich  also 
diagonale  Aueinandcrschiebung  zweier  Determinanten  ^'  und  ^'  or^_ 
zeugen,  von  denen  die  eine  ./'  orthogonal  symmetrisch  und  von  dfl^^ 
Ordnung  /j,  tue  andere  ./"  dagegen  orthogonal  von  der  Ordnmii; 
H  —  p  und  von  demselben  Typus  wie  ./  ist.  Zerlegt  man  jf  i| 
analoger  Weise  und  so  fori,  so  gelangt  man  zunächst  zu  dem  Resullal, 
dass  die  Determinante  ^  orthogonal   und  symmetrisch  ist. 

Es   sei   nun  |  k,c-i  j  irgend   eine    orlhogonale   Detcrminanlc  vufl 
dei-  Ordnung  ii ;  man  bilde  der  Reihe  nach 

^     =\Lß\, 

,        ö  log  L 

Wenn    wir   fUr    die  k  die  /'  .  il  setzen,    so    ist   die    Determinaole  l 
sicher  von  Null  verschieden,  da  sie  sich  wegen  der  Zusammensetzung^ 
der  C  aus  den  Q  und  »  als  ein  Aggregat  von  wesentlich   |JOsilivPiij 
Gliedern  darstellen  lässl.     Weiler  bilden  wir 

n  a  tc 

n 
ttiß  ß 

^f  '^«y  'utF  ^^  *V«  ~  y"        fy  '  ^^    ■*>'    •*• ' 

n  ß 

''ye  +    ^(  y  =^  '■'ye  • 
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ena  nun  die  Determinante     |  haß  !  symmetrisch  ist,  so  ist  es  auch 
also 


l-r' 

Iglich 

oraus  sich  sofort 

2 

y 

^yß  ^y^  ^^  ^  ^  ^yß  ^y« ' 
y 

^^ß.=  l.ß. 

^ttß  =  '^■aß  ' 

/>  (^ßy  —  «ßy 

rgiebt.     Hiermit  erhält  man  noch  aus 

^    Q«  ^ttß  ^ay  =  ^ßy 
a 

r  die  günstigste  Gewichtsverlheilung  die  einfache  Relation 

^  o„  =  2:rß  • 

o  ß 
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Mit   Tafol   I. 

l>ekanntlirh  sinn!  ilic  Noinalodcn  von  eTlIen  EingoweidewUimoni 

(liejenigen.    welclic  dun-li  tli-'n  Hinduss  des  Parasilisinus   dir  j^crinj^- 

älen  Ablinderungen    cilillen    lialjen,      WiUnond    ilio    tlhrigeii  IIüIiiuii- 

Vhen,  besonders  die  l]o*;lodcn  und  AcaiiUioi-i^plialon,  in  ilusscicr,  wie 

ionerer  Organisation    den  Verfiüllnissen    dos    parasilisrhen  Lebens   so 

vollsUindig    angt'passl  sind,  dass   sie   überhaupt    nur  als  Scbinaiolzer 

7Ai  oxiülircn   veniiügcn,    j^icbl    es    unter    diMi   Nematoden    zaidreicbo 

Arien,    die    yanz    wie    die  gcwöbnliebeii  Wilniier    ein    freies  l.el)cn 

fiiliFon.     Gestalt    um!  Ausslallung    dieser    freien    Nematoden    ist    im 

tinjsscn  und  Ganxen    (Mcsclbe,    wie    die    der    parasitischen   Formen; 

beide  gleichen  einander  oftmals  in  einem  solchen  Giade,  dass  es  iin- 

iiKJglich    ist,    Vorkommen  und  Lebensweise    aus    ihrci"    iiusseren  Kr- 

sctdM'niing  ohne  Weil  eres  zu  ersch  Hessen. 

Doch  der  Pai'asitismus  der  Nematoden  zeigt  vci'scliiedetie  Gratle. 
In  der  Mehrzahl  der  FaHe  freilieh  betrilft  dei'selbe  WUinier,  (lie  noch 
mit  einiger  Freiheil  in  ihi-en  Triigern  sich  bewegen  und  eine  ge- 
fonnte  Nahrung  geniessen,  vvk;  die  frei  lebenden  Arten.  Abei-  da- 
neben fehlt  es  auch  nicht  an  solchen,  welche  ihre  Beweglichkeil 
mehr  oder  weniger  verloren  haben    und    .sicti    ausschliesslich    dui'cli 


1)  üeher  t\'\.v  liaii|)1säcljlichsl«n  Resulltile  il«r  niiclislcliisntlon  Urilcrsuiliuni^eu 
tst  schon  hei  \crscliiedcneti  Gelogcnlioilerj  von  mir  l>LM'ii-lilt<(  wurdtiti.  So  in  der 
Sitzung  üor  Küiiigl.  Siiclis.  (iesciltsdinft  tier  WissensclinfUiii  \oiii  I  i.  Nnvntiil)er  <Kh4, 
Ml  .iiu-li  in  der  Zoolo|^isclien  Setlioii  der  VersauunluiiH  doiilxlitT  Niilmforsc-iier  iiiiii 
Aerzitf  /.u   Mi»t<d('|jiii-i{  (I88i     und  Strassliiii'^  (( 885'. 

39* 


I^El'CKAnT. 


Absoi'plioii  der  niiigobendcn  Flüssigkeiten  erniihren.  In  dcrarlij^cn 
Rillon  iin(orliei;l  doim  ^uioh  die  Orgnnisalion  einer  weiteron  Llmi 
slallung.  Der  Darm  Irill,  wie  in  fiinclioneller  Bedeutung,  so  a 
analomiseli  /uriick  und  verkümmert.  (Jleichzeilig  unlerliegl  der  Musk 
apparat  und  dn^i  Nervensystem  einer  mehr  oder  minder  grossen  Re- 
ductirm^  je  nach  i\en  VerhSiUntssen.  Selbst  die  ilusserc  Gestalt  vi 
iintlert  sich,  indem  der  früher  so  schlanke  und  krUmmfUhige  I 
Ullier  dem  Drucke  der  mächtig  schwellenden  (leschlechlsorgane  immer 
[ituiijper  wirtl  und  immer  sliuker  sicli  aut'treiljl.  Für  die  weiblichen 
Thiero  gilt  das  in  einem  noch  höheren  Grade,  wie  ftir  die  mtlnn- 
lichrn,  die  durchweg  bei  den  Nematoden,  wie  auch  sonst  häufig. 
kleinei'  und  agiler  sind,  als  die  Weibchen,  und  ihre  genuine  Gestal* 
lung  oftmals  (Tctrameres,  Helerodera)  auch  dann  noch  beibehallt 
wenn  letzlere  in  aulTnllcnder  Weise  umgebildet  sind.'; 

Obwohl    wir    nun    im  Laufe    der  Zeit    eine   ganze  Anzahl 
SchmarolzerneiiuUüilcn  kennen  gelernt  haben,    die   in  der  hier  an§ 
deuteten  Weise    von    ilem    gewöhnlichen  Verhalten    abweichen    ii( 
Kigenschaftcn  besitzen,  welche  einer  ausschliesslich  parasitären  LebensT 
weise   angepasst    sind ,    ist    unter  ihnen  —    mit  Ausnahme    viclloicli( 
von  Sphaerularia,  die  wir  freilich  nichl   tthne  Weiteres  mit  den  übrt 
gen  Nematoden  zysammenslellen  können   —   doch  keine,  die   in 
slalt  uml  th-ganisationsverhllUnissen    so   eigenlhumliche    und   so  weil 
greifende  .Modificalionen  zeigt,  wie  iliejenigi«,  welche  unter  dem  Na 
iiren  Allatiloiirmii   ttiiraliilv  nach  Hau  und  liebensgeschichlr  in  N.'ich- 
folgendem  beschrieben  werden  soll. 

Der  Parasit,  um  den    es    sich  hier  handelt,   lebt  in  der  Leibes** 
höhle  des  grossen  Fichlenrüsselkürers  [Ihßuhius  piiii),  eines  weil  ver- 
breileleii  und  gel*Uii-lichen  Feindes  unserer  Fichtenwälder.     Ich  konnr 
denselben    aus    verschiedenen    LocaUlllten    Sachsens,    Braunschwcii 
Hessens  und   Badens    und    darf    deshalb  wohl    annehmen,    dass 


I)  Ui'Konders  rtUgcnnüliK  ist  dit^si^r  Purallclisttuis  zwisi-iicn  Kör|)erbilduti»J "" 
l.t'tjeiiswoise  liei  der  m;inn]ic;licri  ilelenjdera ,  die  sicli  iiiclit  dirucl  nus  der  itlfio 
ilir  frei  hnwosliclioti  und  tjieiclt  jj:csl;illelpti  .Ivi;;ftn(irorui  enlwickell,  sondern  ein" 
parasilüri^n  Zwischenzusland  ilurcliiriuft,  in  dem  sie  unbeweglich  ist  und  elw^ 
f.iclie  Snckiform  tial,  wi«  das  Woibclion.  d.is  zoilk'hens  scliniarolzl  iiiitl  mcnwU  (Hx 
diesen  Ziislaml  liinucis  sicti  onivvifkoll.  Vergi,  SraiimaL,  Üeber  di»n  B.ii»  "nJ  J»< 
Bntwickliinj^  von  [Iplcroilüni  Sctuirtilii.     Zoul.  Anzeiger.    1887,  S.  il  ff.  u.  f>i  ^ 
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eich  an  H:inliii;küil  woclisolnd,  diirch  den  grüssU'ii  ilieil  ÜiuiLscIi- 
laiids  und  über  do.'^sru  lii'cnzcu  hinaus  vurhrcilct  sei.  lit'^iundi'r,«* 
iiti»igiclji^  erwiesen  sich  die  ijii  Jahre  188;i  hin  Markorshach  in  Sachseti 
gosaumiehen  Külor'),  von  denen  nahezu  jedes>  drille  und  vieiif 
Kxcrnplar,  |L!;leirhL;illiy;  oh  Miinnchcn  oder  Weiljchen,  mit  unserem 
Parasiten  heselxl  N\ar  und  luilunter  sognr  deren  mehrere  lüveinjihnc 
ineisl  zwei  un<!  drei,  ein  Ma!  sogar  sielien)  enlliiell.  Aber  schon 
im  fulgunden  Jahre  lieferte  die  gleiche  LocalitaL  eine  weit  geringcie 
Ausbeute,  so  dass  man  yelegenlhch  ein  Dut/enil  Küfer  untersuchen 
musste,  um  nur  rmrn  einzigen  Insassen  zu  linden.  Ua  auch  die  mts 
Tharand  in  den  Jahren  1885  und  '188(i  mir  zugesendeten  Kid'er  v(!r- 
.schiedeii  leiddicli  inticirt  waren,  liegt  die  Annahme  nahe,  dass  die 
liauligkeil  des  l*ai"asilei],  wie  nacli  localen  Verhliltnissen,  so  auch  in 
zeiliicher  Hinsicht  manchei'lei  VerscIiiedenheiLen  darbietet. 
^  Der  Ii)inl1usä,  den  der  Parasilismiis  des  Wurmes  auf  seinen  liii- 
ger  ausübt ,  ist  anscheinend  ein  nur  geringer.  In  dem  Gehahren 
der  inücirten  Kider  ist  zunilchsl  nielils,  was  auf  die  Anwesenheil 
lies  Schmarotzers  zurUckschliesscn  liesse.  Selbst  der  Kinlritl  der  tje- 
jchlcchtsreife  wird  durch  dieselbe  nicht  gehindfMl.  MUnnchen  umi 
Weibchen  besitzen  neben  dem  Parasiten  Geschlcchlsoi-gane  uiul  Ge 
scblecbl.-ipioducte  vun  durchaus  normaler  Ueschiidenheit.  Man  Iritlt 
sie  gelegentlich  sogar  in  Üegallung.  Tiotzdem  aber  glaube  ich  lie- 
uierkt  zu  haben,  dass  die  Zahl  iler  reifen  liier  in  den  Pariisiten- 
irJlgcrn  hinter  der  sonst  bei  un.serem  Hylobius  vorkommenden  Durch- 
scbnillszahl  zurückbleibt.  Es  gewinnt  somit  den  Anschein.,  als  wenn 
der  Parasitismus  unseres  Wurmes ,  wenn  auch  nicht  gerade  auf  das 
Belinden,  so  docli  auf  die  Fruchtbarkeit  seines  Triigers  einen  nach- 
thedigen  liinlluss  ausübt ,  wie  dies  in  viel  a  ugen  füll  ige  rer  Weise  bei 
dtiD  mit  Sphaerularia  besetzten  Uummelvveibchen  der  Kall  ist. 
Hl  Das  ausgewachsene  Allantonema  besitzt  (Taf.  l,  Fig.  I)  eine 
^Bge  von   '■]  mm   und   hat  zur  Zeil  der  höchsten  (Jeschlechlsentwick- 

^f  I)  tch  vorihiiike  dieselirion  iJer  freuiHllitliui)  TliuiliiuliiiiL'  dos  üurrii  Füljiik- 
besitzers  Diuthicii  in  IleIfcrsliorK  boi  Dresik-ri,  (Kr  iiiicli  niuti  .^^otisl  vli'Hncli  durch 
Zdscnduns;  KCciKnolcr  llritersucliuiigsriia(criali(>ti  iiiilor-ilülict  lial.  l-iiii  (ijeichüs  ^ill 
kon  Herrn  Professor  NnsciiE  in  Tluiraiid  »mrl  Herrn  Olnirförsler  von  fiiAUis  in 
Uülitii^tcdl,   dcttcii   ich  micli  iu  gleicher  Weise  daiiklMrsl   >or(illiclilct   Tülilo. 
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Iwiiii  \iin  UiM  lisiiiiiiiu'rj  rinoti  OiKMilurclimesser,  (ler  bis  auf  da*  < 
riu'ist  »'twiis  voi'jiini;k!  KürperorKh^  /.[(Miillrli  LjIcicliniUssig  l,äl — !,4 
fu'lriiyl.  Es  lint  hIm)  eine  iiiisserst  geilrtiiif^cDC  Cyliiiik'ifuriu. 
ztii^loich  tlii-:  EntliMi  iilij;<'iiiinlel,  dio  LUngtiachse  ahm'  lut^hr  oder  min- 
der hoycuCoriiiii;  i^cUtumml  isl ,  so  eiiiinfrl  der  PiiPtisit  diirrh  seine 
KOrperlonii  su  cUilVuIlend  an  eine  Wiiisl,  dass  ich  damuiliin  die  Bo- 
iH'nn\.\iv^  AUnnlotwiHii  (von  äXXä;,  die  Wiii-sl)  für  ihn  in  Anwendiins; 
gehraclil  lial>e. ')  In  Krinnetuiiü;  an  die  in  niatieher  Beziehung  ahn 
liclu-  h^nloconcha  luiialiihs,  die  llololhurienschnecke  J.  Mlller'^,  niai: 
derseihe  weiter  als  Atfaittoncitin  miiahilc   bezeichnet  sein.  ^H 

Das  Aussehen  iinser(>s  AlhuiUmcnia  lüsst  durchaus  nichl  \i*r^ 
iniHlien,  dass  wir  es  in  ilim  niit  einctn  Ne]i)alt)den  zu  Ibun  hahen. 
lis  sieht  niil  dem  i;ewühnlieheii  Veihalleii  LÜesei"  l'hiere  viehjiehr  in 
schietentk'jii  (ietjeusalzc  und  «^utfcrnt  sicfi  davon  noch  ntehr,  als  die 
wriblicht^  l'^ornj  von  HcLertHicra,  dii^  durch  ihre  Saekt'oiiii  wohl  iim 
nieislen  mit  iVHanloiKMita  ülmreinäliMmil,  (hnch  den  Ik'silz  eines  deiil- 
Nch  aliyoselzten  schlanken  Vordereiides  abei'  doch  iniiuer  noch  an 
die  IjjMselien   Nematoden  erinnert. 

Uewci^iiTigen  w<Mth.!n  <in  unserem  Wurme  nichl  beobachtet.    I'» 
Cahii;    seine  Lai^eisUille    od^r  aucli  nur   seine  KfM-|iertbrm    \Nillkürli 
zu  verändern ,    liei;l    derselbe  rri;un;^slon   zwischen  den  l£iiii;e\vi'itl( 
seines  TrUgers.      In  iler  Regel  Ihidel   man   ihn   in  der  vorderen  Hlilfl*' 
der    Leiljeshöhle    zwischen    tU^u    keimbereilendeu    Geschlechtsort;iinen 
ltder   aid"  der  Bauchwand  des  JMelathorax.    %on  den  hi«M'  üppig  ><"'- 
iislellen  Traeheenzw eigen  aklseilig  miispunnen  und  feslgehallen  (Kig.ijj^H 
Im  entwickclleii  Ztislande  ist  ilcr  l'arasil  idierhaupt  niemals  frei  im  Ifl^ 
nern  tler  Leibeshöhle   enthalLeu,    ^^ondcrn  iniiner^    uie   die  genuinL-ii 
(►rgane  seines  Trügers,    durch  zahlreiche  Tracheeniiste    ntil   den  in- 
liegenden (Jebilden  im  Zusanunenhang,  Sft  dm^s  man  ihn  auf  den  ersH 
Blick    leictil    seliiisl     für    einen  Tlieil    dieses   (hgunenapparales  hallen 
kl  in  nie. 

.Nalürlich    isl  es  nichl  der  WuriuUliper  selbst,  an  den  die  Tra- 
cheeu  sieh  ansetzen,  sondern  eine  d*'m   Kitler  angehörige  l'niliiilhiii 
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|i  Donli  (l.is  ili'iii  Work'  äÄÄä;  iuigeliüngle  SubsUiiiltmiii  vf,fia  soll  iwWf 
lieh  nullt  ilie  l'onn  ik's  VViirtiies ,  süodüm  dessen  ZugoJJÜriykeil  zur  (iruiiiM«  Jl 
Neiii.iliKleii  ;iu.'«yoilriickt   Nvunk-n. 
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alKsr  diese  nrürhcint  so  iliiuii  inul  isl  der  AusscnwaiKl  duss Paiatsileii  so 
dicht  ;ini;cschiiiiei;l,  cUiss  ihre  wahre  Natur  ersl  bei  niiherer  Unicisiichuni: 
rkainvt  \\'\vi\.  (n  iler  Uvi^lA  gonüu;!.  übrigens  schon  ein  Ziisal/-  von 
Wiiüsei"  odfir  slark  witliiniilcn  Reagentien,  sie  in  mehr  oder  [iiintler 
groüser  Ausdehnung  von  dem  WuriiikOrper  zu  isoliren.  Sie  erscheini 
dann  als  ein  von  gröberen  und  feineren  Tracheenzwoigen  reich  dnr(rh- 
zogenes  zartes  und  helles  HUulchen,  das  ausser  einer  Anzahl  ovaler 
Kerne  (0,01  mm;  keinerlei  histologische  Klemenle  erkennen  lllssl.  Üa 
dasselbe  niil  der  äusseren  Bekleidung  der  Luftgefclsse  iu  conlinuir- 
liclieiü  Ziisammeidiange  steht ,  nicht  selten  auch  in  die  Aussenliaul 
der  iMatpighi'schen  Gefüsse  und  anih'ver  Eingeweide  direct  sich  fni  [- 
selzl,  kann  seine  bindegewebige  Nalwr  niclil  bezweifelt   werden. 

Was  ntin  den  Wurm  selbst  betrill'l,  so  ist  dessen  Organisation 
clienso  oinlach,  wie  abweicliend  [l'ar.  I,  Fig.  3),  Hie  Leibeswand 
iinifiohliesst  nichts,  als  einen  inlichlig  entwickelten  weiblichen  (jc- 
s('lik>('htsa[i()arat,  der  den  ganiceii  Innenrauni  ausliilll.  Von  einem  Darm 
\i[  ebenso  wenig  eine  Spur  vorliandeu ,  wie  von  Mund  und  Alter. 
Uic  Nahningsaufnalime  geschieht  ausschbesslich  durch  die  Kürper- 
'ilii'ifliii'he,  th'ren  ISiudegeuebsüborzug  allseitig  vom  Blute  des  Trägei-fi 
(inispiili  wird.  Da  die  Leil>eswand  überdies  eine  auf  den  ei'slen  Ulick 
st'lir  indilVerente  Beschallen lieit  hat,  auch  die  Bildung  des  Geschlechls- 
ap|wrates  \on  dem  gewöhnlichen  Verhallen  der  Nematitden  kaum 
weniger  verschieden  ist.  als  die  Leibesform,  so  würde  man  über 
die  .Natur  des  Parasiten  nach  wie  voi  in  Zweifel  sein,  wenn  nicht 
der  Mitl  l'jüibryonen  der  verschiedensten  Entwicklung  slrolzend  ge- 
lüllii»  sackartige  Kru^^lilhiiller,  d(!r  den  bei  weitem  gnissten  Tlieil  des 
^^uriiikorpers  ausmacht,  alsbald  in  ihm  einen  .Nematoden  eikenuen 
ücsse  —  eine  i'orm  freilich,  die  durch  ihre  gesammte  innere  und 
äiwsern  Organisation  gar  anlVallend  von  dem  gewöhnlichen  Bilde  dieser 
Thicre  abweicht. 

Damit  .soll  übrigens  nicht  gesagt  sein,  dass  unser  Allanlonema 
10  seiüen  Struclurverhlillnissen  der  Beziehungen  zu  ilvn  Nenuiloden 
vollsliiodig  entbehre.  rroLz  aller  liigenlliUmticIikeilen  besitzen  die 
einzelnen  Organe  desselben  in  ihren  GrundzUgen  deutlich  die  charak- 
kTislischeu  .Merkmale  der  Sfudwiirmer,  nur  dass  diese  in  Tolge  der 
Anpassung  an  die  specilischen  Lebensverhältnisse  ihrer  Trügcr  viel- 
fach durch  amlerwcilige  Eigensciudlen   vcidi^ckt   sind   und   auch   meist 


57a 


R.   Leuckaht." 


t'isl  Itei  i'ihiirlii'ixii'i  (Jiktersucliimii;  und  i^ODauor  Vcrgleichiint;  orkamii 
werden. 

Am  Augonföllii'slcn  isl  diosc  nenialoide  Bildung  im  der  Keim 
löhro  iinsoros  Wurmes,  in  cteren  lUuicIiis  wir  s|illler  ein  (lebilde  können 
Irrnen  werden,  das  in  dieser  Weise  üljerluiujjl  nur  den  SpulwUniinii 
zukommt.  .Velinliel»  verliiilt  sich  diu  Leilieswand,  obwohl  hier  dir 
Zllge  der  Nenui(odenslrue*lur  dureh  den  fj;tin/.liehcn  Mangel  ih'i  Hc 
wegungsfühigkeil,  süW'ie  iladureh,  da.ss  dieselbe  an  Slelle  des  gleichfall- 
fehlenden  I)arnia[)parales  ausschliesslich  die  runclion  der  Nalinin^'> 
aulnalinte  übernommen   hat,  gar  merklich  modificirl  sind. 

Am  nnverlelz(en  Wurme  erscheint  die  peri|>lHM'is('he  Schichl  tlv\ 
Leibeswand,  wenn  man  sie  bei  durcbtallcndeni  Lichte  bcobaclitil. 
als  ein  nach  Aussen  scharf  begrenzter  heller  Saum,  der  in  cinci 
Picke  v*)n  (1.0  2— (>,(>.{  mm  die  sonsl  ganz  undurchsichtige  Koqicr 
■nasse  iimgiehl  und  in  unregt-tmiissig  gewellter  Linie  dagegen  sicli  ylh 
selzl.  An  den  Knden  des  Wuimes  ist  die  Dicke  botriichllichcr.  I'> 
gilt  das  besonders  lilr  das  eine  meisl  merkhch  verjitnglc  lündo.  ili^ 
bei  weiterer  Lintersuchnng  als  das  vordere  Kürperende  erkannt  \\m\ 

Die  .schniut/ig  gelbe  Fürbung,  die  der  Wurm  bei  aulVallemk'ui 
Lichte  besil/l,  rührt  von  zahlreichen  kleinen  FeLttropfen  her,  wolclif 
oberlLichlicIi  in  die  undurchsichtige  Innenniasse  eingelagert  siud. 
alter  nichl  elwa  gleich mJissig  durch  dieselbe  sich  vcrllieilon,  sondern 
t;ru|i|)enweise  in  mehr  oder  minder  grosser  Menge  neben  einander 
liegen.  unter  dem  MikroskujM"  hat  dei-  Wurm  deshalb  denn  audi 
ein  fast  wolki<i;cs  Aussehen.  Mit  dei"  hell  ihirchschcincnden  periplieri- 
schen  Scliicht  der  Leibeswand  ist.  diese  pignienlliallige  l*arenchynda!.;< 
trotz  der  optischen  Unterschiede  in  ganzer  Ausdehnung  aufs  lingstt' 
verlMHideu. 

Die  tlusserste  Begrenzung  der  Leibeswand  wird  nach  Nenialo- 
denarl  von  einer  (3ulicula  gebildet,  die  sich  deutlich  und  scbarl 
gegen  die  anlii'gemle  Subslan/niasse  absetzt  Üass  dieselbe  eine  nur  un- 
bedeutende Dicke  0,004  innii  besitzt  und  einer  jeden  besoiulorti 
Slru<;lurirun^^  entbehrt,  auch  tier  sonst  hei  den  Spulwurmern  so  weil 
verbreiteten  Kingelung,  dem  Wurme  also  einen  nur  geringen  nunha- 
nisclien  Schulz  zu  bieten  vermag,  ist  in  voller  Uebereinstiminung  lui' 
den  Lcbensverhiillnissen  unseres  Parasiten,  nichl  bloss  mit  der  ohnt- 
hin  schon  durch  die  liacheenhaltige  Bindegewebshülle  zur  Genüge  gc- 
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uliuUtt'ii  l>ai,'0  iinil  (Irr  liiiltlhii^LciL  dicselhci  diitfli  liciiKk:  iiml  i«it;rnr 
lifte  zu  ihuleiM,  soiidi'rri  micli  )!aini(,  ihis>  es  aiisschlietisüt'li  dir 
K()r|it'rol)erlkiL-iiL'  ist,  diurh  die  clor  Wunn  .seine  Maliruiäi;  aurniiiiiiil. 
DJüÄCi"  k'lzlere  Lnislaiul  liiidel  auch  darin  seinen  iViisdiiick,  dass  die 
s;on^l  lionH»ä;ent5  iMassc  ilcr  Ciilieutarsrliiclil  in  dcF'  Tiefe  eine  i^cM-in- 
i;m' rcsliu;keil  lial  ,■  als  aii.sseii .  was  man  ilieils  an  dem  genuineren 
Lirlilbreclmni^svoiinöf^en  erkeiiul,  Uieii.s  aneli  tlaran,  tlas.s  die  Inneti- 
flürht'  in  dielitsCeliendc  kleine  Siudchen  zeiklüHel  ist,  vvelrln«  palli- 
sa(lenarliy  an  einander  t,'ereiht  sind  und  iiiil  ihren  K(j|>fel)en  hiiekel 
ailiu  i;i?t;en  die  Weiehllieile  vorsprinyoti. 

Am  dcnllichstiMi   nun kirl   sieli  diese  Bilduni;  der  C.ntieiila  an  hS- 
pafrtlcu,    die    von  IViselien  Wiintierii  .slaiimiei),    <«ler  solelieii,    die    in 
x'lnsiiclier  C-Iii'onitiiiurelösunij;   u.  deri;!.  i^eliiirlel  sind.      IJei  A[i\ven4liiiiii 
vou  iili.s()lu(enj  Alkuliol    und   anderen    stark    wasserenlzielienden   IVea- 
jrSeiUien  verdiehlel  sieli  die  (luLicula   (unler  ü;lclcl!y.citiu;er  Verdünnung;) 
iü  i-inciij  solelien  Gratie,  dass  sie  in  ganzer  Dicke  eine  naho>^u  gleich- 
arlige  liesejiall'erdieil   anniinüil, 
^B     hn  Gegensalze  zu  der  Guticula  verstatten  die  nacli  innen  daran  1 
^Tfegeiulen   Weiehllieile  nur  dann  eine  yeniis^enilel^^insiehl,  wenn  tue 
Wiii'iiier  nach  starker  Ei'hiirlnng  mit  dem  Mikrotcnn  iH'Jianileli  werden 
Hii'  iiL'sten  l*rii])arate  crhiull   ich  durch  AiiweTuUirii;  vun  warmem  Su- 
l'liiiiiil.  Auswaschen,  Llebertragung  in  absüluten  Alkohol  und  FliHjunii 
mit  Htiniatovylin.    Zur  Vernieidung  der  SchrumpIVng  em[tUehU  es  sieh 
lias  OhjecJ  mil  Xylo!  aufzuhellen. 

Uer  Versuch,  üvn  Bau  dieser  VVeicIitheile  in  frischem  Zustande  /.n 
i"iiil\siren,  führt  zu   keinem  geniig(;nden  Uesultale.    Man  niuss  zu  »lein 
/'Wecke   <len    Wuru«    zerschneiden    oder   den    Fruchthaller   entfernen. 
Heide  Male  aber  hebt   man  die  S|)annung  auf,  die  der  lel/tere  aul  die 
Leibswande   ausübt,      in   Foli^e  dessen  ziehen  sich    diese   stark    zu- 
saiunu'u.     Sie  nehmen  mehr  als  das  Doppelte  iler  früheren  Dicke  an 
u'kI  bilden  in  diesem  Zustande  eine  undurchsichüge  Masse  von  zlihei' 
Hasclialfenheil,  <lie  w-eder  mil  der  Mach'l  sich  bearbeiten  lüsst,    noch 
aiicli  durch  Zusatz  von  Essigsiiure  und  andern  Reagcntien  einen  weite- 
ren Aufschluss  geslaltet.     Das  Einzige,  was  man  darin  erkennt,  sind 
^aldreiche  blüschenföriuige  Kerne   (0,(102  nun),  die  in  unregelmiissiger 
Aaordnung    neben    und    idjer    einanilei'    gelagert   sind,    so   dass    die 
VVeichlheile    m   aanzer    Dicke    davon   liurchselzl    weiden.      Die   kor- 
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ni'rreifiKi  Itint-nsrliiclil  erhrbl  sich  violfarli  in  Form  von  Biu-koln  und 
Zollen,  die  Uuirh  Kinlat^ciiini^  von  Fellkörnorn  und  gelbliclion  Tni|>fc 
dien  nicisl  dunkrl  gofiirhl  sind  und  einen  bald  einlachen,  bald  aucll 
d(>]i|vel(eii  und  seihst  dreifachen   Kern  in  sich  einschliessen. 

Nach  der  Analogie  iiiil  i\i^n  gewohnlichen  Nemaloden  babea  wir' 
in  dieser  Leihe»Nvand  den  Haulinuskelschhuich  unserer  Wurmer  >or  unii.^^ 
Aber  vergebens  suchen  wir  darin  nach  Muskelzellen,  die  doch  sontit^^ 
durch  ihre  regelmässige  Anordnung  und  ihre  Kihrillenzüge  so  leichl 
in  iVw  Augen  fatleti.  HfJchslens  dass  man  die  ungeformle  weiclte^f 
Murksubslanx  derMuskelüellen,  die  sonst  den  Fibrillen  aufliegt  und  iiichl 
selten  auch  buckelftiriuig  in  den  Leibesraiim  hinein  vorspringt,  zur  Yer-^ 
gleichuug  heranziehen  kniinle,  obwohl  dei'  Mangel  einer  lenilorialen^l 
Abgrenzung  der  Zellen  selbst  dann  noch  immer  einen  aull'allendoa^ 
Unterschied  bedingen  würde.  S 

Dieser  Unterschied  wird  nwU  eluitb  die  scharlen  Bilder  nirlil 
beseitigt,  welche  die  Anwendung  der  Schnitlmelhodc  liolerl.  I)i6i^| 
Sübslanzuiasse  der  Leibcsw and  isl ,  wenn  wir  rinslweilen  vtm  ileo 
eben  eivvlihnten  Vorspriingen  und  (h^r  zugehörigen  dunkeln  Par«;n-^d 
chynilage  absehen,  in  der  Thal  nirgends  aus  distincten  Zellen  /u-^1 
sauuneugcsetzt.  Sie  bildet  ein  von  Keinen  durchsetztes  s«Jg.  Smi- 
cytium,  das  der  Innenflache  der  Cuticula  aufliegt,  wie  sonst  die  M« 
skelschichl,  uud  dieser  auch  morphologisch  enispricht.  obwohl  ilil 
librilliirr  Substanz  bis  auf  unbedeutende  Spuren  darin  zu  Grunde  gl!? 
gangen  i>l.  Auf  diese  möilite  it:h  wenigstens  die  spUrlichen,  alwil! 
immer  noch  scharf  gezeichneten  Strichelungen  beziehen,  die  uuli  rbnil» 
der  (luticula  der  LUnge  nach  in  der  Sulistanz  der  Leibeswand  hin- 
ziehen. Die  lelzlcre  hat  eine  ziemlich  gleiclinilissige  helle  BeschallVn- 
heit,  enlhidt  aber  zahlreiche  ausseist  kleine  Lückenrilume  von  mcitJ 
rundlicher  Form,  die  wäihrend  des  Leliens  veinuilhlich  mit  eiu« 
Flüssigkeit  gefüllt  sind  und  vielfach  so  dicht  sich  ilrlhigcn,  riass  da 
zwischenliegende  l'arenchym  ein  fast  netzartiges  Aussehen  anniinnil. 
Von  FtirbestolVen  wird  dieses  Parenchym  nur  schwach  imprüguirl.  hiQH 
Kerne,  die  in  den  Sclinillprtiparalen  weniger  unregelmiissig  liegen  untl^ 
vorni'hailicli  auf  die  mitllere  und  innere  Zone  der  Leibeswand  Ik*- 
schrilakt  sind,  bleiben  bis  auf  di<r  tiarin  sptirlich  eingelagerten  (Ihr 
maliukörner  farblos.  Ihie  Zahl  aliei-  ist  eine  so  bedeutende,  d 
Allankmenia  entschieden  den  l'olymyariern    zugcziddi   Wfrden  lUilÄäl 
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wenn   »'in  ji'drt    (li.'raL'lljcMi    ;^l^^  <iLMi(i'tiiti    üiiin    .Mii*kL'l/.rllf    zu    •Iculi'u 
wäre. 

Unüert;  Stfiiiillpr«i|uiralo  hcl^'lirni  uns  uIhm'  weiter  von  der  Thal- 
sache, tluss  die  oben  erwiiliiilon  V<H'S|Miint;e,  tue  mit  der  zugehörigen 
Siit)Nlan/lage  fiiilier  als  iutegrirende  Theile  dei"  Leil>eswjiiid  erschienen, 
iiiflit  ohne  Weiterem  derselben    zuzu/.älilen    sind,    viehnehi'    eine  Aiil- 
kijerung  darstellen,    die  sich  an  den  nieislen  Stellen  sehr  scharf  da- 
iici^en  absetzt  (Fig.  3).    Allerdings  existirt  zwischen  dieser  Auftayi-run^' 
Hud  der  Leibeswand   im  engeren  Sinne   allerorten   ein  lestirr  Zusani- 
(jiciihang,    wie    das    schon    erwiilml    wiirile.     Es  tiiiden   sich    in    \\\r 
auch  zahlreiche  Kerne   von  ditrrhaus  ühnticher  ßeschairenhcil,  wie  die 
olicii  beschriebenen.      Al)er  bei   weiterer   Inlersuchung   ergeben    sich 
/vvischiMi  beiderlei  tjebililen  gar  betrUclitliche  Unterschiede.     Und  das 
iiiflil  bloss  in  analoniischer,  son<ietn  auch,  was  noch  wichtiger  ist,  iu 
i;eiielischor  Hinsicht. 

Wie    wir    s[>äiler    noch   weiter    sehen    werden,    ist    diese    Aul- 

liitjerung    nitinlich    nichts   Andei-es,    als    das    Ueberbleibsel   eines   zel- 

lif;i.'[i  Parenchyms,    das   auf  friiherer   Enlwickelungsslul'e   die  Leibes- 

hcilije  unseres  Wurmes  bis  auf  den    von    den   Clesclilechlsorganen   in 

Anü[it(ji'h  gcnotnnienen   llaiini   last   vollsländiL;  ausliilU    iTuf.  1,   Fig.  4)., 

I'-s  (Mils[)richl  dasselbe  oll'enbai-  dem    sog.    Z  eilen  kür  [ler    von  (jor- 

'liiis,  einem  llebilde,  das  Schneide»  am  liebsten  als  Murkstibstanz    der 

Mtiskülschiclit  zurechnen  niochle '),  wllhreiid   es  Vejdowskv,   dmi  wir 

'^io  neueste  Arbeil    über   (jordfus    verdanken-),   auf  eine   Wncheiiing 

l*eii(oiK'aler  Zellen  zuriicklülirl.    Ich  wertle  bei  einer  sjiiHereti  (ielegen- 

'"-il  iiuf  dieses  merkwürdige  Gebilde,  das    bekanullich    diu   mannieh- 

'»•cli>ten  Deutungen  erfahren  bal —  MKissNiiit  sah  daiin  einen Darinkanal,') 

' iLM»T  ein  Di^iiül  ujiverbrauchter  Einbjjonalzellen 'J  — ,  zurückkommen, 

^vill  aber  schon   hier   erwähnen,    thiss  mir   die  Ansicht  von  V'KjnowsKv 

ilcr  VVahrhcil  am   nUchsteo  zu  liegen    scheinl.      So   viel    ist  jedenfails 

gewiss,  dass,  falls  die  von  mir  vertretene  Ansichl    von    tier   moi-jihülo- 

1)  Monographie  der  Neiiiiitotloti.     1806.    S.   IH'J. 

2)  Zur  Morpholofjic   dur   riunliiilcn.    ZcHschr.  f.  wissenscli,  Zoolot^ie.    1886. 
V/.m.    S.  .369. 

3)  Bcilr';ifj;c  zur  Atwlomii!   iitnl   IMiysioloKi"  «Ifr   liiii(lfii<-t>«n.    Hhtiiul.is.     IS,>(^. 
iUi.  UJ.    S.  '!!. 

i)  .Mon«)yr.i|iliJe  des  ilraguiineaux.    Arcliives  zool.  e.\()er.     I .  tll.     p.  140. 
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j^ischt'ii  iNaUii    (h's  Loilieswaiid  rirlilii;  i.st,  tUis  IK-Iiellfiitlo  Gehildi' 1 
uiisuieiii  Wurme  ilcr  IMarksiib^liin/.  niilil    idcnlilizirl   wurden  kauii 

Tüi-  da.s  aus^olii Idole  Allan lonetna  \>\  libriszcns  die  Bezeicliauti 
»Zellonkör|>Gr«  oder,  wie  (ihenaciieü  wollie '],  •iporienteriisclies  Bin4k'£^i 
wel)o«  kaum  die  richlif,^'.  Wohl  liil<lel  die  Aiillai,'ening  auch  im  ausir 
bildcüin  Wiii'iiM'  ciiu'  AiisriHliitig  des  Leihesniuriics,  besonders  im  vi 
deren  Köri>ereiHle,  da^  von  deuiljleni(ahi[i[)iiry1e  nur  unvollständig  durt 
setzt  wird  (Fiii.  3),  aber  sie  siclll  docii  eine  nur  wenig  conipa 
Masse  dar,  und  übt  Funetiuaen,  die  ollenbar  mehr  nutritiver, 
niechatiis'clier  Art  sind. 

Hislologtscb  schliesst  sich  das  belroHende  Gebilde  insofern  n 
an  dh  fhlliejen  Zusliinile  an,  als  es  einen  enlscliieden  zelligeu  C.hJi^ 
lakler  lull.    Allerdin_i;;s  sind  die  Zellen  gegen  früher  vielfach  verilnd«'rl 
Widirend  sie  in  der  Jugenilforiii  (Fig.  4)  durch  ilire  scharfe  BogreuzimL.' 
ihre  unreg4'lnilissige  polyedrische  (Jeslall   und  ihr  ziemlich  helles  Pn)l<>- 
j)lasma  den  Flenu'nlen  desZellenkörpers  ^on(Jordius  ähneln,  auch  eine 
Ganzen  sehr  gleichmässigc  Grösse  besitzen  (0,015 — 0,04  mm),  ersch 
noD   sie  jetzt  als  hüllenlose  körnige  Balten  von   vielfach   wechselnder 
Foiin  und  Grösse.      Sie  sind  bald  mehr,    bald  niindei-   dicht    an   ei 
ander  gedrilngt  und  geikUufl,  je  nach    dun    rliumlichen   Verhidtniss 
und  mitunter  sogar,  nach  der  Zahl  der  in  ihnen    enlhaUeneu  Ker 
zu  zweien  oder  dreien  in  eine  gemeinschaftliche  Masse  verschmolzi 
Die  Kerne  sind  blUseluuuirlig,    wie  die    der   anliegenden  Leibeswani 
mit  denen  sie  auch  durch  ihre  Grüsscnvcrhüllnisso  so  ziemlich  üb 
einslimtncn,  meist  aber  nur  niil   einent  einzigen  grösseren  Chromalin 
köriichen  i  Nucleohis)  versehen.    Das  körnige  ProlojiUisnia  hat  eine  gro; 
Verwantllsehafl  zu   Farbeslollen,  so  dass  die  Z«'llen  —  im  Gegensa 
zu  dei-  Substanz  der  eigenlliclien  Leibeswand  —  an  Imbibilions|>rÜpa= 
raten  duirh  ihre  intensive    Fcirbung   auiratlen.      Die   hier    und    da 
Innern  vorkoiumonden  kleinen  Ilohhiumic  enthalten  wHlirend  des 
beiis  die  schon  juclirfach  erwtihnten  gelben  Fettlröpfchcn. 

So  weil  der  Uterus  (Kn  Köiperwandungen  anliegt  und  diese  dehnt, 
besitzen  die  Zellen  eine  last    e[itLheliale  Anordnung.     Sie  bilden  ei 
nur    einlache    Lage    und    sind    in    verschiedenem   Grade    abgeplallH 
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I)  Zur  Aniilomiü   tier  IjiUluiij;  üordius.     Zeil:sdir.   (.   w^ssoll'^<•l>     /(.■.!       \nl 
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nie  1:51  aber  noch  elwas  bauchii^,   iintl  wenia;er  rogelmüssig  gcforml,  als 
wirklicho  Rpilholxellon.    Hier  mit!  da  wulbt  sich  s<)ij;nr  eine  Zelle  mild- 
i»loichzciliger  Aiiflielluiig,  und  dann  von  bctrlichllii'her  Giüsse,  (bis  (),(K'i 
min),    buckelfOrinig   nach  innen.      Noch   häiiGger   isl   das    an  solchen 
Stellen  (Fig.  3)   der  Kall,  die  nur  einem  jjjeringen  Drucke  unlerliej^en 
uml   der  Erliebnng   keinen    Widerstand    entgegensetzen.      So   beson- 
Aars  auf  der  Hohe   des  LUenisgrnndes,  also   bei  Beginn   des   vorde- 
ren Kürperendes,  das  ol'lmuls   in    einer  LUnge  von   0,3 — 0,4  mm  von 
den  Geschlechtsorganen   frei  bleibt   und  bis  auf  einzelne    mit  Blnti^e- 
rinnsel  gefüllte  Hohlriiumc  von  wechselnder  Weite  und  unregelniü.ssigcr 
Go^lallung  nur  mit  den  Ueberreslen  des  früheren  Zellenkürpers  gefiilll 
ist.     Bei   manchen,  besonders  jungen  Wumiern  hat   ein   Thcil    dieser 
Zellen   (0»03  rani)  mit  der  eckigen  Form  auch  den  früheren  Zusammen- 
fiang  beibehalten,  aber  die  grössere  Menge  derselben  zeigt  doch  eine 
Nveil  lockerere  Fügung,  was  freilich  nicht  ausschliessl,    dass  sie   hier 
Oller  da  wieder  dichter  sich  drüngon  und  gruppenweise  zu  grü.-sseren 
oder  kleineren  Haufen   sich  vereinigen.     W^o   letzlere,  wie   besonders 
im  vorderen  Kürperende,  fest  auf  der  Körperwand  aufsitzen,  da  ziehen 
•fili  die  einzelnen  Zellen  gewühnlicli  in  einen  nacli  aussen  gerichte- 
*<^n   mehr  oder  minder  langen  Foitsatz  aus.     Auch  sonst  wechselt  die 
Poriu  der  Zellen  vielfach  nach  den  Druckverhilltnisseu,  <lie  darauf  ein- 
^virken,  obwohl  im  (Jrossen  und  Ganzen  die  Kugelform  bei  ihnen  vor- 
^Viihel. 

Ich  brauche  \>ühl  kaum  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  die 
"lickel-  und  zotlenfünnigen  Vorsprünge,  die  der  Innenfläche  der  Kür 
{verwand  aufsitzen,  vornehmlich  von  den  hier  beschriebenen  Zellen 
"'^cl  Zellengruppen  herrithren.  Dass  dieselben  nach  der  Entfernung  des 
'»eniiaUractus  hühcr  und  zahlreicher  sind,  als  im  unverletzten  Thiere, 
I"  dem  man  dieselben  meist  nur  im  V<»derleibe  und  auch  hier  nur 
Vf»n  geringer  Entwicklung  anlritlt.  ist  die  Folge  der  Zusaimnenzie- 
l»ung,  welche  die  Weichtheile  durch  die  Vcritnderung  der  Spannungs- 
^eHiJflinisse  erlitten  haben. 

(>b  die  Hervorragungen  der  inneren  Kürperllitche  Übrigens  slimml- 

lifh  unter  den   liier    hervorgehobenen    Gesichtspunkten    zu    bclracliteii 

sind,  steht  dahin.     Schon  oben  habe  ich  darauf  aufmerksam  gemacht, 

f/iws  einzelne  der  Wandzellen  durch   Schwellung   und  Aulhellung  in 

eigcnlhilmlicher  Weise    sich    vi'ründein.      .Auf  diese    Weise    entstellen 
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gelugcnllirh  hlascnjuliijic  AnlYroil)imij;en  von  sehr  bnIrJichtlirhor  (I 
(Fig.  3).  In  einzolnon  rilllon  messen  (üesolben  bis  zu  0,ä  mm, 
gewiilinlicli  tilriln^n  siii  kloincr,  meisl  nur  0,08 — 0,1  mm.  Und  auch 
<Uis  nur  im  lünf;st(;n  Durchmesser,  wilhnnui  ili(^  llölie  kaum  die  liülft^^ 
iiiissl.  üei-  Inhiill  besteh!  aus  einer  fein  vorllioillen  Körnermasse,  liis^^ 
weilen  auch  aus  einem  Cörmhchen  Gerinnsel,  als  wenn  die  RUumo  im 
Leben  mit  einer  Flüssigkeit  gerulit  wilrcn.  Milunlor  sieht  man  in 
der  Körnermasse  auch  einen  bHischenformigen  Kern ,  der  über  dir 
Zusatninengeliörigkeit  mit  den  perienlerischen  Zeilen  keinen  Zweifel 
lllsst.  Andere  Male  rreiiich  habe  icli,  besonders  in  den  kürnchenloiipfl 
lllastjnriiumen,  vergebens  darnach  gesucht. 

Von  Seitenhnicn  und  Seitenschlliuchen   ist  bei    Allanlünemn  elu'tt' 
so    wenig    eine  iSpur  vorhanden,    wie    bei  Gordius.      Da   gleiclizeilij? 
au<'li    die    Medianlinien    fehlen,    so  i.sl  die   Bildung    der   l^ibeswaml     i 
in    allen  Radien  genau  die   gleiche.      Eine  Oricntirung    über  iUk'kolH 
und   Bauch    ist    aus  anatomischen  Gründen    somit    unmöglich.      Lim! 
das    um    so   mein-,    als  unsere  Würmer  zugleich    des  excrelorisclif 
Apparates    mit     dem     sonst    bauchstllndigen    Porus   entbehren,    iir 
dit!  (ies<*l)]echlsöirnimg  eine  völlig  lerniinale  Lage  einliilll.     Nach  tlt 
Kriiunnungsver'liiiUnissen    winl    man    sich    übrigens   zumeist   versucht , 
l'ühlen,  die  concave  Körperllliclie  für  die  ventrale  zu  hallen.  Kin  siclic 
res  Urtheil    hierüber   wird    sich   jedoch   erst   dann    gewinnen   lassp« 
w«'nn   CS  gelingt,    die  Entwicklung   des    Wurmes    auf  die    nemaloidi' 
Larve  zurückzuführen. 

Eine  gleiche  Ungevvissheil   herrscht   über  das  Ner vcnsyslfin' 
unseres  Thieres.     Üass  dasselbe  nur  eine  unbedeutende  Enlwickluni; 
besitzt,   war  bei    dei"    Keduction    der   activcn    Lebensthiiligkeitcn,  ili»' 
unser  Parasit  erlillen  lial,   von  vornherein  zu    erwarten.     Aber  auch 
1km  aufmerksamster  Betrachtung  meiner  SchniLlserien  ist  es  mir  iiicli 
möglich  gewesen,  die  Existenz  nervösei*  p]lemente  ausser  Zweifel 
stellen.     Das  Einzige,  was  möglicher  Weise  darauf  zu    beziehen  ii{ 
sind  ein  Paar  Zellen  von  0,02  mm^  die  ich  an  einem  meiner  PrJijK 
rate  in  geringer  Rnlfernung  vom  vorderen  Kör[ierende  auf  der  con-' 
caven  KörperllJU-he  aullinde.     Sie  liegen  im  limcirn  der  .MuskelschioM 
und  sind  ilurch  den  Uesitz  eines  ilistincten,  wenn  auch  nackten  ZciltMi- 
leibes  tleutlich  gegen  die  umgebende  Substan/massi-  abgeselzl.     Achn- 
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licht)  Zellen    Hndcn    sich,   i^U'ichfalls    in    dif   Lebenswand   eingebollel, 
'im  Üiiikrcisc  der  GeniUilönüiing. 

Papillen  besitzt  nnser  Wurm  weder  hinten  nocli  vorne.  Sie 
flürflen  ihm  auch  bei  seiner  Lebt^nsweise,  die  eben  so  wenig»  wie 
wir  alsbald  sehen  ^^e^len,  einen  geschlechtlichen  Verkehr,  wie  eine 
aclive  Nahrungsaufncihme  zulHsst,  völlig  werlhlos  sein. 

Nalilrlich  gilt  das  nur  von  der  parasilihTn  Form  unseres  riueres. 

So  lange    <lasselbe   in  nemiUoider  Gestalt  ein  freies  Leben  Tilhrt ,  ist 

SDiDti  Bildung  eine  ganz  andere.   In  tlteseni  Zustande  besitzt  es  (Fig.  8), 

wie  wir  spüter    kennen    leinen   werilen ,    nicht   bloss    einen   deiitli- 

c/ien  animalischen  Organenappaiat,  sondern  auch  einen  wohl  entwickel- 

t«n  DarnUractus  mit  .Mund  und  After,  eineSumme  von  Gebilden,  die  nach 

«ler  Einwandei'ung  rslinimtlich  der  Hückbildiing  anheimfalten  und    zum 

rTossen    l'heile    spurlos    zu    Grunde    gehen.     Hs    gilt    «las    nnmentlich 

auch  von  dem  Darmapfuirate,  wie  das  schon   trülier  henierkl  wurde. 

Die  Art  <ler   Keduetion  biU  sich    freilich  meinen    Untersuchungen  bis 

jeizl  noch  entzogen.     Dass    aber  der  Zellcnkörper   keineswegs,    wie 

Mkissnb«   solches  für  Gordius    annahm,  ein  üniwandhingsjiroduct  des 

Harmes  darstellt,  dilrfle  gewiss  sein'). 

Es  ist  eine  nothwendige  Folge  dieser  Rückbildung,  dass  die 
Leiliosliöhie  unseres  Allantonema  an  Stelle  der  sonst  bei  den  Nema- 
l'idon  dai'in  vorhandenen  (h-gane  nicliLs  enthüll,  als  einen  Genital- 
seh jauch,  ein  Gebilde  freilich  von  so  mächtiger  Entwicklung,  dass 
<^  nahezu  den  ganzen  Innenraum  durchzieht  und  ausfidit.  Bei  den 
(lu.sgcbildelen  Parasiten  —  und  nur  von  diesen  handeln  wir  zuntichst 
—  bildet  dieser  Geschtechtsschlauch  den  bei  Weitem  ansehnlichsten 
l'lvrii  (h»r  gesammten  I.eibesmasse.  Er  ist  von  so  gewaltiger  Grösse,, 
'l'iss  man  kaum  ilbcrtreibl,  wenn  man  sagt,  dass  der  Wurm  in  seinei" 
'•esanimtheit  nur  wenig  mehr  als  eine  lebendige  Undiiilhmg  des  Ge- 
i'^^lilpchtsapparates  darstellt   (Fig.   3). 

Der  Typus  der  (jesehleclitsbilduug  ist  immer  der  weibliche, 
^liinnlichc  Thiere   cxistiren  nichl.     Allerdings    besitzen    unsere  l'aru- 


I)  Naohilein  <!urcti  Grknaciiek  inzwisclten  (ii.  ».  O.J  der  Niioliweis  seliefcrl  isl, 
dass  Gürdiu.s  zeillebcns  uiiiou  Dann  liesilzl,  der  —  Mkiss4nek  liit-it  ilm  Tür  ein 
fiTCroliunsorji^iiii  —  itiil  der  Mmitlöirniin;;  in  Verliinduns  stellt,  knnn  über  den  Irr- 
ttiuiii  der  Mkissnem  seile«  tKirslidiung   kein  Itwoifel   melir  obwuileri. 
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t$itCD    ein   mit  Sperma  erfülUes  Heccplaeulam  seminis   —   man  Iraiipl 
ein  solches  auch  schon  hei  jugendlichen  Parasiten    Fig.  i),  die  neu 
ohne  Erol»ryonen  und  Eier  sind,  bei  Würmern,  die  frciUch  nicht 
auggehildeten  RUsselkaTcr,  sondern  in  den  I>arven  und  Poppen  leben 
aber  das  Sperma  wird  nicht   durcf»  eine  Bej2;allung  Übertragen, 
«lern  ist,  wie  wir  im  Laufe  unserer  Darstellung  uns  uberzcuacn  w« 
den,  das  Product  einer  der  weiblichen  Reife   vorausgehenden  münfl 
liehen  Entwicklung,  die  das  s|)a(crG  Ovarium  zunächst  zur  Erzeugiii 
von  Samenelementen  befähigt. 

Unser  Allantoncma  ist  mit  anderen  Worten  hcrmaphroditiscli 
Geschlechts,  es  ist  ein  protandrischer  Hermaphrodit  ohne 
speci fische  männliche  Organe.  Schon  früher  haben  wir  (Jh>icbiv 
bei  gewissen  anderen  Nematoden  kennen  gelernt,  aber  immer  nur  l)€ij 
Arten,  die  dem  Genus  Rhabdilis  (Leptodera  und  Pelodcra  Sehn.)  zu.w 
lUiren,  oder  diesem  systematisch  nahe  stehen,  wie  die  sog.  A.scarÜ 
nigrovenosa  (Rhabdonema  nigrovenosum  Lt.),  die  sog.  Anguillula  in- 
lestinalis  (Rhabdonema  strongyloides  Lt.)   und  Angiosloma. ') 

Die  zuletzt  genannten  drei  Wurmformen  sind  bekrmnllicli  helcr 
,L!;onc  Nemalüden  und  nur  in  ihrer  parasitären  Korru  protandriscli 
winn'ori(l  die  frei  h'bendcn  Nachkönindinge  derselben  zweigoschleclil 
litlif  Uliubdinden  «larslolleti.  Wir  werden  splUer  den  Nachweis  lic 
f<»rn,  ilass  auch  unser  AlUinlonema  hclerogon  ist  unil  sich  auch 
sonst  durch  seine  Lebensgeschichie  an  diese  Würmer  anschlicssl.  Der 
prnlandrische  Ileniiaphrodilismus  ist  auch  bei  .Allanlonema  nur  (Ion 
Parasiten  eigen,  nicht  aber  der  frei  lebenden  RhabdilisgenenilioB 
die  in  gleicher  Weise,  wie  bei  Khal)donema  uml  .Vngiosloma,  voi 
koHUiit  und  sich ,  wie  liei  diesen ,  aus  milnnlichen  und  weihlirlic 
filieren  zusammensetzt. 


4)   Die   oralen   {;cn.iu(!r(!n   Angiihon    til>er   «linso    Verhältntf^se    verdiinken 
SniiNRiDKR,  der  (Mrniogniphic  Ucr  Nom.'iloderi ,  S.  315)   den  |jrolaiiiJrisclivn  Hern 

ptirodilisiiius    niflil    blo^s    l»oi    sjcIhmi  Sjuairs    tlüs  Gciiu.s    Hhahdilis   —   s}»»U'r  lu 
Vr:nM:i    (Arcli.   iJt's  scUmu-os  t»l   l|*^  i:i   Ijihliulli.   imivurs.   Oenovc    1871.  Sopl.)  nu 
niin'   .iclitc  I'Vhih   liinziigt'fiigl   — ,    i>>Qi)dcrn  aadi    i)ei    dor  hin   daher    für  parüieno- 
goncsiren*!    ^cludlcnen  Ascuris  nigruvonos:«    orkimnle.      Uebor   An^uiltiila  iiitc$liiul 
V(>l.   man  (ihassi   (li;i/..  med.    Ilat.    I.oinltiiril.    IsTS.  No.  48)  und   LercKAhT  (Her.  < 
Kf^J.   .SiifliM.  «JoseliscJi.   d.  Wiss.    Mitlli.-[>tiy.s.  r.las.sc.    I8S2.    S.  «rO.    iilur  Ans« 
\oy   LrNSTOw    (Aroli.    f.   Naliirgosch.    MHiy,   Tli.  I.   S.   i  M.) 


m 


AlLJÜ^TONUMA     MlRAniLf';. 


581 


Waä  den   aiialoiiiiijtljt'n  Bau  ilei'  }icriiiaplii'(Hliiisi.lit'ii  Gcsclilticlili 


of-^ane 


bei    unserem  Allanlononia  helrini,  so  wird  der  woiltuis 


iiias- 

se«:iliafleslc  THlmI  derselben   von  dem  Fruchlh  Eillcj'  gebildet j  einem 
ansehnlichen  Sacke,    der    bei  einer  Länge  von  2,5  mm    eine  Weile 
von  1,25  mm   hat  und  nahezu  die  ganze  Leibesböldc   füllt ,   so  dass 
nur  der  vordere  Theil  derselben   frei   bleibt  (Hg.  3).     Freilirh   sind  es 
üxtr  die  vültig   cntwiekellen  Tbiere,  die  sich  also  verhallen.     In  der 
lugend,  so  lange  die  WiUnjer   unlei-   l    mm  messen    untl    ihre  weib- 
liche Reife  noch  nicht  erlangt  haben  (Fig.   4),  isl  der  sptUere  Uterus 
eia  verhällnissmüssig   enger   und  kurzer  Canal  (von  0,35  mm    I.ünge 
und  0,08  mm  Weite),  der  auch  mit  Einrecbnung  der  Übrigen  Geni- 
!iilien   gegen   die    umgebende    Korpcrmassc    nicht  unbeträchtlich    zu- 
rücLsteht. 

Der  Druck,  den  dieser  FruchthHiter  bei  volistiindigci-  Füllung  (im 
Hochsommer)  auf  den  Wunnkürper  ausübt ,  hat  eine  solclie  Span- 
nung zur  Folge,  dass  man  die  Leibeswand  (bei  frischen  Thiercn) 
nur  an  irgend  einer  Stelle  zu  verletzen  braucht,  um  den  Genilal- 
selilauch  alsbald  in  ganzei'  LJinge  nach  aussen  hcrvortrelen  zu  sehen. 
Haljei  gewinnt  man  zugleich  die  Ueberzeugiing,  dass  derselbe  — 
was  auch  die  weitere  Untersuchung  bestätigt  —  in  ganzer  Ausdeh- 
nung frei  im  Innern  der  Leibeshohle  enthalten  ist.  Selbst  das  din- 
iere Ende  des  Uterus  erscheint  in  der  H<'gel  intact,  so  dass  ich  es 
eine  Zeil  lang  für  blind  geschlossen  hielt,  bis  ich  mich  schliesslich 
von  der  Anwesenheit  einer  AusniUndung  überzeugte.  Dieselbe  ist,  wie 
wir  spater  sehen  werden,  eng  und  mit  einer  Klappenvorrichtung  ver- 
sehen (Fig.  3),  die  es  erkladich  macht,  dass  sie  nicht  gleich  bei  erster 
Untersuchung  in's  Auge  Hdlt. 

Wahrend  der  Fruchtbüller  nun  am  hinleien  Ende,  wie  eben  er- 

^•^'cihiit,  durch  eine  enge  OelTnung  auÄnUindet,  setzt  sich  derselbe  vorn 

"^   einen  dUnnen  und  fadenförmigen  Anliang  fort,  der  bei  einer  Dicke 

von  meist  0,08  mm  eine  Lllnge  von  etwa  7 — 8  mm   besitzt.     Sehr 

hvild  nach  seinem   Ursprünge  wendet  sich  deiselbe    in  langgezogener 

ScUinge,    bald    so,  bald  anders  gelagert,  zwischen  der  Uteruswand 

und    den    Körperdecken    nach    hinten,    um    hier    eine    Anzahl    von 

»iicist    kurzen    Windungen     zu    machen     und    schliesslich    wiederum 

nach  vorne    emporzusteigen   (Fig.   3).     Das    blind  geschlossene  letzte 

Abbsmllg.  d.  K.  dach«.  Uofteltucb.  <l,  WJm.     XXII.  40 
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Kode    isl  meisl   aitC  iler  concaven  Fläche  des  Wurmes  gelegen   uoii 
gewölinlit'li   (lein  üterusgriinile  angeotihcrl. 

leb  lirauchc!  kaum  zu  Iwnicrkt^n,  duss  dieser  Faden  die  EjJ 
röhre  unseres  Thieres  darstelh .  die  einzige,  die  dasselbe  besitzt? 
obwohl  die  grössere  Mehrzahl  der  Nematoden  t>ekanntlich  deren  zwei 
hal.  Bei  inikroskofMSclier  Unlersuchiing  erkonnl  man  daran  alsbald 
eiiuMi  Lcitutigst-anal  unti  ein  Ovarium,  die  freilich  beide  nur  durch 
die  BeschalTenheil  ihres  Iniialles  von  einander  zu  unterscheiden  siod. 
Auch  das  Kndslüek  des  Fadens  erscheint  als  ein  Organ  von  spcci- 
ÜBcher  Bedeulung,  indeni  es  slaJl  der  Eier  bloss  Eikeime  in  sich 
einschliesst.  Es  bildet  das  Kcirnfaeli  des  Kierslockes,  eine  Röhre  von 
ansehnlicher  Lunge,  die  nahezu  den  sechsten  Theil  des  gesammleo  Aft- 
hanges  ausmacht  und  zur  Zeil  der  höchsten  Geschlechlsentwicklung 
in  ihrer  Mitte  eine  leichte  Schwellung  zeigt,  obwohl  die  Dicke  soasl 
meist  mt;rkiich  gegen  den  übrigen  Faden  zurückbleibt. 

Kine  besondere  HerUcksichligung  verlangt  die  Verbindungsweise 
der  Eiröhrc  mit  dem  Fruchlhiilter.  Nicht  bloss,  weil  letzterer  vor 
Aufiiahtiie  derselben  in  einen  meist  ziemlich  ansehnlichen  schlaiR'h- 
artigen  Fortsatz  ausgezogen  ist  (Fig.  3),  der  sich  hornarlig  nach 
alnvllrts  krümmt  und  gelegentlich  zu  einer  Länge  von  1  mm  heran- 
wächst (Weite  ^=-  0,3  ran»),  sondern  vorzugsweise  ileshalb,  weil  sii 
zwischen  diesen  Forlsatz  und  das  basale  Ende  der  Eiröhrc  gai 
constant  noch  ein  besonderes  Gebilde  von  kugliger  Gestall  einschiebt, 
das  sich  gewöhnlich  gegen  die  l)enachbarlcn  Theile  deutlich  al>- 
selzt  und  bei  genauerer  Analyse  als  Receptaculum  seminis  er- 
kannt wird.  Am  auirallendslcn  ist  dieses  Organ  bei  jugendlichen 
Würmern  vor  Eintritt  der  weiblichen  Reife  (Fig.  4) ,  in  dejien  es 
schliesslich  einen  Durchmesser  von  0,1  mm  hat  und  sich  in  Folge 
seiner  Füllung  mit  Sperma  schon  dem  unbewaünclen  Auge  als  ein 
weisses  Pünktchen  bemerkbar  macht. 

In  Belreir  des  histologischen  Baues  ist  zu  bemerken,  dass 
Wand  des  Genilalschlauches  zuucichst  aus  einer  structurlosen  Membi 
besteht,  die  imFruchlhölter,  besond(n'S  der  hintej'en  Hälfte,  eine  ziemli 
derbe  Beschallenheit  hat,  hier  auch  leichl  sich  faltet   und  gestrichell 
aussieht,  sonst  aber  Ilussersl  zart  ist.     Die  Innenlläche  trügt  mit  Aus- 
nahme   des  Keinifaches    eine  feinkörnige   Belegschicht,    die    in  mebr 
oder  minder  grossen,  ziemlich  regelmässigen  Abstünden  einen  blascheo- 
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ßinnigen  hellen  Kern    (0,018  mm)  mit   »"iiiifacheiii  Nuclcoliijs  aufweist. 
Ohwohl  man    für  gewöhnlirh    nictit    int  Slanile  ist,    in   dieser  Belot;- 
schichl  Zellengrenzen    zu    tinlersclieiden ,    kann    über    die  ejiilheliale 
Nsitur  derselben    kein  Zweifel  sein.     Und    das    um   so  weniger,    als 
sicü    im  Innern  des  Eik'iters   ganz   dinillich    den  Charakter  eines  Epi- 
thels  zur  Schau    Utigl.      Besondere  Membranen    sind    an    den  Zellen 
allerdings  nicht  walirnchmbar,    aber    trolxdem    erscheinen    <besclben 
ileullich  gegen  einander  abgeselzl.     Sic  sind  etwas  in  die  Uinge  ge- 
zogen   (0,045  mm    lang)    und    ziemlieh   bauchig,    so    dass   sie    nach 
innen  vorspringen.      Im  Fiuchlhiilter    sind  die   Zellengrenzcn  wieder 
geschwunden^  aber  dafür    trägt  die  Belegschicht  auf  der  Innenfläche 
eine  wenngleich  dünne,  doch  sehr  scharf  gezeichnete  und  feste  Cu- 
ticula,  welche  im  Umkreise  tler  (0,02 i  mm  grossen)  Kerne,  die  durch 
ziemlich  weile  Knlfeinungen  von  einander  getrennt  sind,   biickelfür- 
inig  vorspringt.     In    manchen  Füllen  erreichen  diese  Vorsprünge  eine 
Hube  von  0,04  mm,  fast  das  Zehnfache  der  Dicke,  welche  die  stark 
gedehnte  Uteruswand   sonst  hat. 

Obwohl  die  Grösse  und  Gruppirung  dieser  Erhebungen  sonst 
auf  das  Mannichfachsle  wechselt,  giebt  es  im  Uterus  unseres  Wur- 
mes eine  Stelle,  an  der  dieselben  nicht  nur  ganz  constant  gefunden 
werden,  sondern  auch  zu  einer  ungewöhnlichen  Entwicklung  ge- 
lingen. Es  Ist  das  äusserste  Ende  des  Fruchthaltcrs,  das  sich  mit 
einer  mehr  oder  minder  deutlich  ausgesy)rochenen  trichterförmigen 
Portsetzung  in  die  hier  etwas  verdickten  LeihoswHnde  einsenkl, 
und  in  eine  ebenso  enge,  wie  kurze  Höhre  forlselzt,  welche  durch 
Jen  Geschlechtsporus  nach  aussen  führt. 

An  dieser  Stelle  erlangen  die  Erhebungen   nicht  nur  eine  grös- 
ser© Ausbildung,  so  dass  sie  wie  Zellen  erscheinen,  die  der  Ulcrus- 
wand  aufliegen,  sie  häufen  sich  hier  auch   zu  einem  fast  sclbstJindi- 
Sen  Gebilde  zusammen,    das,    einem  Mutternmnde  vergleichbar,  bald 
zapfenförmig  in  die  Ulcrushöhle  hineinragt  (Fig.  3),  bald  auch  mehr 
oder  minder  tief  in  die  anliegende  Köiperwand  sicJi  einkeilt.     Trotz 
ihrer  eigenthUmlichen  Bildung  sind  diese  Hervorragungen  mit  den  oben 
erwähnten  VorsprUngen  in  allen  wesentlichen  Eigenschaften  identisch. 
Sie  haben    zu   der  Uteruswand  die  gleichen   Beziehungen  und   stim- 
iUen  auch  in  Aussehen  und  Bau  mit  ihnen  völlig  überein.    In  beiden 
slößsl  man    auf  dieselben   bläschenförmigen  Kerne,    in   beiden   auch 
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auf  (las  glüiche  Prolopliisina.  Dass  die.  Kerne  in  den  terminalen  Kr- 
ljel)uniit*n  gelej^enllich  in  (!fipi)olk'r  und  selbst  ttreifacher  Anzahl  vor- 
konimi  II,  bcdinij;{  keinen  wesenllichen  L nieischied,  zumal  Gleiches  liior 
und  da  tturh  avnsl  in  den  llterusvorsprUngen  gefunden  wird.  EJK'n 
so  vvL'uig  der  Onisland ,  dass  die  Zaplen  des  .Muttermundes  uicbl 
sehen  stürkor  gegen  die  Wand  des  Kruchlliilllers  sieh  absetzen,  bis- 
weilen selbst  gestielt  sintl  und  meist  auch  zu  einer  betrUchllicbern  . 
Grösse  (bis  m  0,00  mm)   heranwachsen.  ^M 

Die  funelionelle  Bedeutung  der  hier  beschriebenen  Bildung  diirflc 
kaum  zweifelhan  sein.     Sie  repriisentirt  einen  Verse blussapparat^H 
der  die  AusmUndung  des  Uterus  unifasst  und  einengt,  den  Zusamnien-^^ 
hang  mit  aus.sen  also  auf  ein  Miiiirnuni   beschriiukt,  und  den  Inhallsr 
niasscn    nur  dann    den  Austritt  gestattet,    wenn    diese    dagegen  an 
dttingen.     Da    nun    aber   der  Uterus   eben  so   wenig    eine    di 
Museulatur  besitzt,    wie   die  Leibeswand,  werden    es    unter   solchen 
Unisländen  nur  die  selbstluidig  beweglichen  Embryonen  sein,  die  dai 
Freie  gewinnen,  während  die  Eier,  die  der  eigenen  Triebkräfte  eol* 
behren,    im   Innern    des   Uterus    /.urUckbleiben.     In    der   That    slöjist 
man  in  der  Leibeshuhle  der  Kllsselklifer  niemals  auf  Eier  —  voraus- 
gesetzt iijitiirlich ,    dass  der  Parasit    nicht   verletzt  wurde  — ,  obwohl 
die  Embryonen  vielleicht   zu  Tausenden   darin   sich  lümmeln. 

Eben  so  eng,  wie  das  in  tier  Axe  des  Verscldussapparales  bi 
ziehende   Lumen,   ist  die   Forlsetzung  desselben,  welche  die  t(uss4^rcil 
KörperWtinde   durchsetzt  'Fig.  3),      Sie   würde  sieh  der  Unlersucbiins 
vollsltiindig  entziehen,  wenn  sie  nicht  von  einer  zieudich  derben  Cm 
lieula  ausgekleidet  wäre,    die    conlinuirlich    mit  der  Aussenhldle  d 
Wurmes  zusaninionhilngi  und  somit  denn  auch  als  eine  direcle  Fori' 
Setzung   derselben    betrachtet  weiden    darf.     Da    ein  Innenraum 
gewöhnlich  nicht  nachweisbar  ist,  so  erscheint  das  Rohr  (an  Schnitt 
prüparaten)     wie    ein    scharf    gezeichneter    l)o[)pelfaden,    der    gen 
den  Wegs    oder  auch    in    gebrochenem   Veilaufe    durch  die  Körpei 
wand  hindurchzieht   und  schliesslich  mit  ticr  Cuticularbedeckung  d 
Wurmes    sich    verbiudi'l.     Die  letztere    äst    an    dei'  Verbindungsstollc 
gelegenllicli    etwas    eingezogen.      In    solchen    F.illcn    ist    auch    >vi>! 
die  ntlchste  Umgebung   der  üeUnung    lippenartig   aufgewulslel.  Doch 
das   erscheint    als  Ausnahme,    denn    für   gewöhnlich    ist   der  Poi 
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gt^nitalis    in  koinerlei  Weise  aiisgezeitltnef    und  so  imschpinbjii-,  iIhss 
t'f  nur  l)ei  genauer  untersuch ung  sich  aunhulen  Uisst. 

Hfl  Jeni  Manä;ol  einei'  jeilen  Miiskeieiiiirirliluni^  im  LTiiikreise  ilfs  Rnil- 
NlUckes  wird  der  Vorschliiss  desselben  nulilrlicli  nur  durch  die  elasljschf^ 
Zusanimenziehung  rier  ciitiruInnMi  Auskleidung  bewirkt.  Die  derspl- 
hen  anliegenden  GevvebsLiieile  /eigen  an  sieh  keinerlei  Abweichung 
von  dem  gewiihnlieben  Verhallen.  Allerdings  slüssl  man  in  der  Lnr- 
gehung  der  (leschlechlsüirniing  sehr  ge wahnlich  auf  einige  Zellen, 
di«  sich  trolz  der  Abwesenheil  einer  liiilMiaut  den I lieh  gegen  das 
Slronia,  dem  sie  eingelagert  sind,  abgrenzen,  allein  es  ist  mir  zweifel- 
fiafU  üb  diese  liebilde,  wie  das  schon  oben  erwähnt  ward,  der  ge- 
nuinen I.eibcswand  angehören. 

Wenn  wir  von  den  Hüllen  des  Traclus  genitalis  unsere  Aiif- 
ruerksamkeil  jetzt  dem  Inhalte  zuwenden,  dann  beobachten  wir  in  den 
f'inzelnen  Ab.sehnillon  desselben  eine  vollständige  Enlwickelungs- 
seschichle  di'r  Rier  von  den  ersten  Anl'Hngen  bis  zur  Ausscheidung 
eines  lebensl;lliigen  Embryo. 

Als  ßilduugsslilHe  der  liier  i'ungirl  das  schon  oben  beschriebene 
üeimfach,  ein  Abschnitt,  der,  wie  wir  wissen,  der  epithelialen  Innen- 
lage entbehrl,  tlafür  alter  mit  dicht  gtidriingten  Kikeinien  vollslHndig 
gefüllt  ist.  Es  sind  hüllenlose  helle  Zellen  von  geringer  (jrüsse  (zu- 
meist 0,00^  mm)  mit  einem  relativ  sehr  ansehnlichen  KeimbUischeu, 
das  einen  stark  chroni-atinhalligen  Nucleolus  in  sich  einschtiessl.  Nach 
fiera  blinden  Entle  zu  verliert  die  Begrenzung  der  Zellen  allmjildirh 
die  frühere  Bestimmtheit,  wlihrend  die  Keind)liisclien  mit  ihrer  Wand 
"nd  ihrem  Keimllecke  nach  wie  vor,  nur  in  geringerer  Grösse, 
^•liarf  hervortreten.  Im  äusserslen  Ende  liegen  die  KeiuiblSischen  fast 
unmittelbar  neben  einander.  Vermuthlich  unterliegen  dieselben  hier 
einer  Theilung,  die  sich  jedoch  wegen  der  Kleinheit  des  Ubjectes 
'«cht  deutlich  erkennen  lüsst. 

Anders  verhiilt  es  sich  am  entgegenge.sctzlen  Ende,  welches  in  den 
«igeollichen  Eierstock  übergeht.  Nicht  bloss,  düss  die  [irinriliven  Ei- 
zellen hier  am  grossesten  sind  und  am  schiirt'sten  gegen  einander  sich 
absetzen,  man  erkennt  hier  in  der  Axe  der  Röhre  sehr  bald  auch 
eine  strangfönnige  Ansammlung  von  Dotiersubstanz,  die  freilich  zu- 
ri/Jchst,  im  Anfange  des  Ovariums,  mu'  dtinn  ist,  aber  ailmiihlieh  an 
.Masse  zunimmt  und  rasch  zu  einem  tlebilde  wird,  welches  reichlich 
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den  drillen  Thcil  des  Querdyrclimessers  in  Ansinudi  nimml. 
Uiükreise  desselben  liegen  tue  Eizellen  Anfangs  noch  in  drei-  bis  vi« 
facher  Zahl  über  einander.  Sobald  dieselben  aber,  wie  das  nach  dem 
Ilervorlrelen  ans  dem  Keimfache  rasch  geschieht,  durch  Verdickung  J 
des  Prolo[>lasnuilu)fes  sich  vergr Ossein,  ordnen  sie  sich  in  eine  ein- 
tache  bage,  die  allseitig  dem  Axensl ränge  aufliegl.  Je  mehr  das  | 
Grüssenwacbslhiiin  forlschreitel,  deslo  melir  vertauschen  die  Eier  ihre  i 
ursjMiingliche  Kugeltbrni  mit  einer  mehr  conischen,  indem  sie  gegen^i 
den  Avcustrang  hin  in  eine  Spitze  sich  ausziehen,  welche  sie  nij^^ 
demselben  verbindL'l.  Der  Axenslrang  ist  eben  Nichts,  als  eine  Rba- 
chis,  wie  sie  auch  bei  anderen  Nematoden,  besonders  solchen,  die  eio^f 
giOssere  Anzald  Eier  erzeugen,  in  wesenllich  gleicherweise  gefunden  wird^^ 

iMil  der  Grüssenzunahme  i\ndert  sich  zugleich  die  Beschaffenlieil 
des  Dollers,  indem  dieser  allniülilich  ein  mehr  körniges  Gefüge  an- 
nimmt, obgleich  die  Rhachis  ihr  ursprüngliches  helles  Aussehen  un- 
verändert beibehält.  Dafür  aber  verliert  die  letzlere  allmählich  ihre 
fruheie  Dicke,  und  zwar  so  rasch  und  in  einem  solchen  Grade,  dass  | 
sie  schon  in  der  Mitte  der  Keiniröhre  nur  noch  als  ein  äusserst  dünnes 
Fadchen  erscheint,  kaum  ansehnlicher,  als  die  jetzt  spitzwinklig  damit 
in  Verbindung  stehenden  Ausläufer  der  Eier.  Die  Verdünnung  ist 
die  Einleitung  zu  einem  vollständigen  Schwunde;  die  Eier  werci 
frei,  und  die  conisch  verjüngte  Spitze  wird  eingezogen,  so  dass  d 
frühere  Keilform  dann  einer  einfachen  ovoiden  Gestaltung  Platz  macht. 

In  dieser  Form  trilTt  man  die  Eier,  bald  einzeln  hintereinander, 
bald  auch  zu  mehreren  auf  demselben  Querschnitte,   io   dem  letzt 
Theile    der   Eiröhre,    jenem    Abschnitte,    dessen   wir  oben    als 
Iciler    gedacht    haben.       Sie    besitzen    bei    einer    Länge    von    mei§ 
0,03  mm  einen  Querdurchmesser    von  0,023    mm,    sind  aber   immer 
noch  hüllenlos  und    durch    die    in  Menge   eingelagerten  Dolterkomer 
meist  so  undurchsichtig,  dass  das  Keimbläschen  (0,009  nmt)    in  der 
der  Hegel  erst  nach   vorhergangener  Compression  zu  sehen  ist. 

Um  aus  den)  Eileiter  in  den  FruchlhUlter  überzutreten,  müsseo 
die  Eier  nun  die  als  kugligc  Anschwellung  oben  beschriebene  Saruen- 
taschc  passircn,  die  schon  vor  Eintritt  der  weiblichen  Reife,  wie  ^vi^H 
wi.ssen,  prall  mit  Sperma  gefüllt  ist.  Das  letztere  besieht  aus  eine^^ 
Unsumme  öussersl  kleinci'  Hallen  von  weniger  als*  0,000  nun,  je 
einem  das  Uicht  stark  brechenden  Kerne  und  einem  helhtD  Prutoplas 
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hofe  von  geringer  Dick'*.  Hill  im  unsoren  Wuiinern  die  EiprüiUiction 
schon  Uinger  bestunden,  dann  ist  der  Sanienvorrath  grossentheils  ver- 
braucht; die  Samenzellen  sind  dann  durch  die  den  Innenraiini  passi- 
renden  Eier  dicht  an  die  Wand  des  Receptacuhnu  ungedrtingt  nn«! 
oflmals  nur  vereinzeh  auf/ufniden,  so  dass  sie  leiclil  übersehen  wer- 
den können. 

Die  BelVüchlung  selbst  habe  icli  nicht  beobachlel.  Unsei-  Wurm 
durfte  dafür  ein  wenig  geeignetes  Objecl  sein.  Dass  dieselbe  aber 
im  Reccftlacuhirn  ablUuft,  kann  nicht  bezweifelt  werden.  Es  geht  mil 
aller  Beslimmtfieil  ihicaus  hervor,  dass  die  Eici'  alsbald  nach  ihrem 
Durchlrille  durch  dasselbe  VerUnderungen  erleiden,  wie  solche  sonst 
bei  den  Nematoden  d<^r  Befruchtung  zu  folgen  pflegen.  Die  früher 
noch  ziemlich  locker  gefügten  Doltcrkürner  rücken  ntlhei-  an  ein- 
ander, das  Ei  selbst  verkleinert  sich  um  ein  .Mei'kliches  (gelegentlich 
bis  auf  0,02  nun},  es  wird  dunkel  unil  undurchsichtig,  und  scheidet 
eine  Haut  aus,  die  freilich  niemals  eine  grössere  Dicke  anninmU 
und  beständig  hell  bleibt,  IrotxdL'm  aber  den  Eiern  des  Fruclidialters 
ein  charakteristisches  GeprUge  giebl.  Gleichzeitig  eniztehl  sich  das 
Keinibllischen,  das  beim  Eintritt  in  das  Receptaeuliini  unter  günstigen 
Verhältnissen  deutlich  sichtbar  war,  der  weiteren  Untersuchung. 

Im  Innern  des  Fruchlluilters  schliessen  sich  an  diese  V^ercinderun- 
gen  sodann  die  Erscheinungen  der  Doltetfurchung  und  der  Embryo- 
ualbildung,  die,  so  w^eit  ich  sie  verfolgt  habe,  der  Hauptsache  nach 
die  bei  anderen  Nematoden  so  vielfach,  neuerdings  besonders  von 
GoTTE  und  Hallez,  beobachteten  Erscheinungen  wiederholen. 

Die  Furchung  zeigt  in  ihren  ersten  Stadien  mancherlei  indi- 
^iiiüelle  Verschiedenheiten,  ist  aber  bis  zur  Viertheilung  gewölinlich 
f^anz  regelmüssig.  Da  das  Ei  eine  ziemlich  bauchige  Form  hat, 
so  sind  die  Dotterballen  wührend  der  lelzteren  derart  geoidnet, 
Jass  zwei  derselben  —  je  einer  ein  Abkümmling  der  ersten  zwei 
l'urihungskugeln  —  den  Polen  arigchüren,  die  beiden  andern  aber  den 
itiluatorialen  Raum  einnehmen.  Spüler  wird  die  Furchung  unregel- 
'nässig,  indem  die  eine  der  Endzeilen  (bisweilen  auch  eine  zweite 
anliegende)  eine  längere  oder  kürzere  Zeit  hindurch  ungetheilt  bleibt, 
während  die  übrigen  Kugeln  weiter  zerfallen  und  einen  Haufen  kleinerer 
/eilen  von  heller  Beschatlenbeit  liefern,  die  der  grossen  Fuichungs- 
tugel  sich  aullagern  (Fig.  5;.     Die  letztere  wird    mit  ihren  Theilungs- 


r>s« 


]\.     LlUr.hVRT, 


\U 


prodijiicn  zum  Entoderm  iiiui  bil(I<^t  den  Cliyliismagen,  dessen  Zellen 
sich  diiirli   Körnerreichtliuin  und  Grösse  nocit  eine  längere  Zeil  liia- 
durrh  scharf  gegen  die  peripherischen  EciodernizeUen,  die  den  Ubri- 
J4IM1   Furr'hiin!4>kugeln  enlslaiinnen.  absetzen.     Her  ilanfen,   den  iliejK» 
ZrlU'Ti  AnCatigs  bihlelen,  verwandeil  sirh  bei  Beginn  der  Lüngsslreckunt; 
(Fig.  ü'"*)  in  eine  All  Kein^slreilen,  der  n>il  slark  venlicklem  KopR-mle 
nachen-  odei-  schuharlig  an  dei    s|vlUeren  Bauch (liiche  des  Knluderm^ 
Indiens  hinzieht  und  diesen  erst  dann  volislUndig  uniwliehsl,  wenn  <lie 
Streckung    des   Emhryonaikürjjers   weitere   KortschiiMe  gemacht  hat. 
Noch  bevor  das  geschehen  ist,  haben  sich  die  Zellen  des  Entoderiiis 
ihrer  grösseren  Menge  nach   in   zwei   iJlngsreihon   geordnet   und  zur 
Bildung    {lor    S[)ütcren    Diirnnvand    an   einander   gefügt.      Eine    nacd 
aussen  gegen  den   Keinislreifen  gelegene  Zellenschiehl  darf  wühl  als     ■ 
die  Anlage    der   späteren    Muscnlatur    betrachtet    werden.      Sie  be-B 
stellt  aus  Zellen,  die    nach  Grösse  und  Aussehen  zunSciist   gleichfalls 
douj    Enloderin     zugehören.       Inzwischen    macht    auch    das  Län!,'»'n- 
waehslhum    weitere    Fortschritte.      Da   fiieses    nun    aber   vornehiiilidi 
das   hintere  Leibescnde  betrifft,    die  Eihaut  jedoch  nur  wenig  iia<'li-  J 
giebt,  so  schlügt  ersl<>i"es  sieh  gegen  die  üauchllliche    um.     Es  eol- ^ 
steht  die  für  die  Nematoden   schlechtweg   so    charakteristische   kaiil- 
quapjienarlige    Embryonal  form.       Der    innner    weiter    auswachsendc 
Schwanzlheil   ist  schlanker,  als  das  Kopfende,    das  eine   fasl  keuhi- 
förmige  (jeslalt  hat  und  seiner  Hauptmasse  nach   aus  Ectoderrazellen 
besteht,    welche   das    Baumaterial    nicliL   bloss    für   die    LeibeswäiMk'. 
sondern  auch  für  den  Pharynx  abgeben.    Die  .MundöJVnung  lässt  .«li"" 
auf  früher  Entwicklungsslufe  sich   nachweisen   (Kig.  ti'j). 

Durch  fortgesetztes  Lüngenwachsthum  entsieht  nun  aus  diesem 
plumpen  Geschöpfe  unlei'  merklicher  Grössenzunahme  ziemlich  ras 
ein  schlanker  Spulwurm  von  0,3 — 0,32  mm  Ltinge  und  0,01 — 0.1 
uwn  Dicke  (Fig.  7),  der  im  Innern  der  Eihaut  sich  zusamnienknüiiP»^ 
und  darin  eine  Zeitlang  verweilt,  dann  aber  dieselbe  zerreissl  und 
in  den  Fruchthalter  tiberlritt,  um  auch  diesen  schliesslich,  früher 
oder  sptlter,  mit  der  Leibeshöhle  seines  Tiügers  zu  vertauschen,     h 

Die  Zahl  der  den  Fruchlhtllter  füllenden  Eier  darf  man  unter  wP 
rüeksichtigung  der  GrössenverlüiUnisse  atif  mindestens  5 — 6000  ver- 
anschlagen. Sie  repriisentiren  naturlich  die  verschiedensten  Entwicke- 
hingszustünde,  die  jungem  zumeist  im  Grunde  des  Fruchlhidlt»rs,  die 
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gpiUern  mehr  dem  gegenüberliegenden  Ende  angeniiherl,  doch  keines- 
wegs so  regelmässig  vertheill,  wie  das  bei  den  Arien  mit  cylindri- 
w^hpoi  Uterus  der  Fall  ist.  Freie  Embryinei»  ver.sehiedener  Grösse 
sind  überall,  in  den  nbf'ren  Pallien  des  Fruchllilllters  so  gul  wie 
|liiulfin  anzutreffen.  Dazwischen  sUtssl  man  anl"  zahlreiche  leere  und 
'rolliibirle  Rilifillen  von  iinregelmiisstgei"  Gestaltung,  nicht  selten  auch 
lüiif  fuilenarlige  /arte.  Strenge,  die  wie  abgesIreifU'  Embi-yoJiallilUilc 
aussehen  und,  da  sie  ofleis  im  Zusammenhange  mil  den  EiliUllen 
j gesellen  werden,  der  Vermulluiug  Raum  geben,  dass  die  jungen 
Würmclien  schon  IViihe,  beim  tlervorschlüpfen,  einer  Iblnlung  unter- 
'  liegen. 

Aellere  Parasiten  enthalten   Übrigens  sehr  gewfilmlirh   eine  An- 

|Zahl   Eier    mit    mehr    odei'  minder    /erfallenem   Dotier,    verniiilhlich 

,  solche,    die    früher  oder  s()üler   wiihrend  der  Embryonalentwicklung 

zu  (irunde  gegangen  sind.     Bisweilen  hat  dieses  Geschick  sogar  die 

Fere  Menge  der  Keime  getrolTen  ;    ich  bin    auf  einzelne  Wuiinei" 
ssen,    deren   Eier    fast  stimmllich    ohne  Entwickelung  geblieben 
waren. 

Die  Brut   un.seres  Allantoncma    besitzt    übrigens    nicht  nur   die 
Gestalt,    sondern  auch    die  Organisjition   eines  genuinen  Spulwurmes 
y£k.  8),    so  dass    man    ohne   Keunlntss  des   Mutlerthieres  unmöglich 
pif  die  Abstammiuig  von  einem  durchaus  anders  gebauten  Geschtipfc 
zurückschliessen  könnte.     Die  langgestreckte  schlanke  Form,  die  Bil- 
dung der  Körpere.ndcn ,    von  denen  das  vordere   stumpf  abgerundet, 
das  liinlere  aber  verjüngt   und  zugespitzt    ist,    der  den   Leib  durch- 
zielieode   gerade    Daim    mit    seiner    Zellenwand,    der    helle    cylin- 
drische  Pharynx  (von  0,08  mm)   —   das  Alles  sind  Verhältnisse,  wie 
man  sie    bei    fast  allen   jungen  Nematoden    in  wesentlich  derselben 
Weise  antrini.     Bei  näherer  Untersuchung  erkennt  man  auch  die  der 
hdleo  Leibeswand    aufliegende    zarte,   aber  scharf  gezeichnete  Cuti- 
t^ula    mit    den    durch    Mund  und   After    nach   Innen    hineinrageutlcn 
f urtselzungen ,    die    einstweilen  freilich  nur   die  BeschafTenheit  eines 
kürzen   und   dünnen   soliden  Fadens    besitzen.     Noch  deutlicher  fast 
ist  die  0,01  4  mm  messende  Geschlechtsanlage,  die  in  einem  Abstände 
|ron  0,09  mm  von  der  Schwanzs|)ilze  —  0,07  mm  von  dem  After  — - 
)ls  eine  zunilclist  nur  einzellige  kleine  Aiifwulstung  gegen  den  Darin 
^ID  vorspringt. 
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Wenn  die  WUrmclien  ihre  Eihiille  eben  verlassen  hal>en,  ilann 
sind  sie  von  verhJlUnissmiissJt;  heltein  Aussehen.  Es  rührt  dies 
nohmlich  daher,  dass  ihre  Darmfellen  nur  spiirlich  niil  Körnchen 
gefulll  sind,  so  dass  die  Kerne  derselben  als  helle  Bläschen  von 
0,004  mnii  deutlich  hejvoclreten.  Gegen  Wasser  sind  sie  in  holiem 
Grade  emfilindlich  ;  sie  platzen,  sobutd  man  sie  damit  in  BerUhrui 
bringt. 

Docli  das  ändert  sich,  wenn  die  Wuriiichen  eine  Zeil  lang 
(h'r  Leibeshohle  ihres  Wirlhes  verweilen.     Nicht,    dass  sie   hier  el 
neue  Metaniorphosenslufe  erreichten;    sie  bleiben    morphologisch 
/iemlich  in  dem  früheren  Zustande,  aber  sie  erstarken  unter  der  Ein- 
wirkung der  sie  direkt  umspülenden  Bhilflilssigkeit  und  wachsen  und 
sammeln    ReserveslolFe,    die  sie    später,   unter  anderen  Verhältnisse 
zu  ihrer  weiteren  Enivvicklung  verbrauchen. 

Ursprünglich  nur  wenig  mehr  als  0,3  mm  lang  und  0,012  w 
dick,  gewinnen  die  jungen  Würmchen   ziemlich  rasch,  wie  das  v< 
hiiltnissmyssig   nur  seltene  Vorkonunen    von   Zwischenzusländen   ver- 
iiuithen  lässt,  eine  Länge  von  0,4ö  nmi   und  einen  Querdurchnie 
von  0,02H  mm.     Das  LUngenvvachslhum  betrifft   (Fig.  9)   vornelimlii'li 
den  mittleren  KOrper,  soweit  deiselbe  von  dem  Cliylusdarme  ilunli- 
selzt  wiril,    denn    der  den  Pharynx  umgebende  Vorderleib    und  die, 
dem  After  folgende  Schwanzspilze  behalten  nahezu  die  frühere  Gröä 
(Vorderleib  =z  0,088  mm,  Schwanzspitze  :=  0,023  mm). 

Gleichzeitig  füllen  sich  die  Zellen  des  Cliylusdarmes  mit  eineoi 
grobkörnigen  Inhalte,  und  das  so  reichlich,  dass  die  Kerne  voH.siün' 
dig  davon  verdeckt  werden,  und  die  früheren  Zellengrenzen  fasl 
verloren  gehen.  Und  nicht  bloss  der  Darmkanal  i.st  es,  der  zui" 
.Ablagerung  dieser  ReservestolTe  dient,  sonilern  auch  die  Körpe 
wand,  in  der  nach  der  Leibeshühle  zu,  tief  innen  also,  dieselll 
Körnchen  sich  ablagern.  In  der  Umgebung  des  Chyhisdarmes, 
in  Folge  dieser  Veränderungen  an  Dicke  zugenommen  hat  und  die 
Körperwand  zusammendrückt,  grup[}iren  sich  die  Körnchen  gewöhn- 
lich derart,  dass  man  bei  llüchtiger  Betrachtung  fast  den  Eindruck 
einer  dichten  Querringelung  erhall.  h 

Es  unterliegt  hiernach  keinem  Zweifel,    dass  die  Würmeben  ^P 
der  Leibeshühle    ihrer  Wirthe    eine    reichliche   Menge    von  Nahrung 
gemessen.     Da   die  .MundüH'nuug  nun  aber   nach  wie  vor  unwegsam 
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ist,  auclii  der  Pharynx  seine  hislo!oü;ische  Bpschafffniiieil  nielit  voi- 
»ndert  hat,  nach  wie  vor  also  einer  deutlichen  Muskutalur  entbehrt, 

jDiuss  diese  Nahrungsaufnahme    auf  endosinotischem  Wege  durch  die 

klBeren  Bedeckungen  eiTolgt  sein. 

r       Doch  die  Verlindeningen,  welche  die  Brut  unseres  Allantünema 

I  erleidet,  beschranken  sic!i  niclil  auf  ein  blosses  Wachslhum  und  die 
Ansammlung  von  Ucservcslotren.  Sie  betreffen  ganz  besonders  auch 
die  Geschlechtsorgane,  deicn  Anlage  inzwischen  tielrüclitlich  ver- 
grösserl  ist    und  auch  sonst  Foilschritle   gemacht  hat   (Fig.  9).     Zur 

(Zeil  der  Geburt  eine  einfache  Zelle  von  unbedeutender  Grösse,  ist 
dieselbe  alhntjihlich  in  einen  langgestreckten  Schlauch  von  ü,09  nrtu 
ausgewachsen,  der  bei  Betrachtung  der  hinteren  Leibeshiilfle  alsbald 
io  die  Augen  nillt    und  seine  Zusamnienselzung   aus  zahheichen  ne- 

Ito  einander  liegenden  Zellen  deutlich  zur  Schau  tr^gt. 

^  Sind  die  Parasiten  auf  der  liier  beschriebenen  Entwicklungsstufe 
angelangt,  dann  unterliegen  sie  einer  IJclulting.  Die  alte  Cuticutu 
kfe(  sich  mit  ihren  Anlitingen  von  der  Leibeswand  los  und  wird 
durch  eine  neue  ersetzt,  die,  den  jetzt  veränderten  V'^olumverhaltnis- 
sen  entsprechend,  durch  derbere  Beschatlenheit  und  grössere  Re- 
sistenz von  der  früheren  verschieden  ist.  Zunäclist  aber  wird  die  alte 
tlhitinhaut  nicht  abgestreift;  sie  bleibt  vielmehr  (Fig.  9)  bei  all  den 
lausend  WUrmchen,  die  rasch  beweglich  in  der  Leibeshohle  ihres 
Wirlhes  sich  tummeln,  ohne  dessen  Belinden  merklich  zu  beeinflus- 
sen, futteralariig  im  Umkreise  des  Körpers  bestehen,  ganz  wie  das 
unler  ähnlichen  Verhaltnissen  bei  den  Jugend  formen  anderer  Nema- 
lodeo  {z.  B.  der  sog.  Filaria  sanguinis  im  Blute  des  Menschen,  be- 
Vannllich  der  Brut  der  Filaria  BankroFti  Cobh.)   der  Fall  ist. 

Sie  erscheint  in  diesem  Zustande  als  eine  glashellc,  äusserst  dünne 
Hülle,  deren  Enden  über  das  Wtlrnichen  nach  aussen  hervorragen. 
Das  etwas  aufgetriebene  Kopfende  zeigt  drei  iiusserst  kleine  Cuticular- 
verdickungen ,  die  sich  friJher  der  Unlersucliung  entzogen.  Ebenso 
sieht  man  an  den  Seiten llltchea  jetzt  eine  scharf  gezeichnete  Chitin- 
leiste  hinziehen. 

Eine  Geslaltverönderung    ist  mit  der  Hliutung  nur  insofern  ver- 

Ininden,  als  der  Kopftheil  der  Wtlrmer,  vielleicht  in  Folge  der  Dicken- 

tunahme  des  Körpers,    schlanker  erscheint    und    das    früher   einfach 

ponische  Schwanzende  nunmehr  in  eine  deutlich  abgesetzte  stiflartige 
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S|Hlze   (von  0,09  mm)    aiisliiiin.      Das  Mundende    ist    abgestutzt  um! 
am  Rande  mit  drei  flachen  Pa|Mllen  verseilen. 


In  di 


F( 


rhari 


die  L 


lai 


der  Leibes- 


liesei"  form 

höhle  verweilen.  Ol)  Tage,  ob  Woclien,  mu.ss  ich  unentÄoliieJpn 
lassen.  Allzu  kurz  freilich  dinTle  der  Aufenthalt  nicht  zu  bemesi 
sein,  denn  ich  habe  d'u\  juiij^on  Parasiten  einige  Male  noeh  nias.sei 
hafl  in  Küfern  inil  einem  uiehi  oder  minder  stark  verschrumpfk'n 
Allanlotvenia  gefunden,  unter  Lhnsliinden  alsn,  die  darauf  hindoulcn, 
da.ss  das  Mnllerdtier  bereits  vui'  einiger  Zeil  zu  Grunde  gegai 
gen  war 

Schliesslich  jedoch  kommen  die  Würmer  nac!»  auRsen.    Sie  vi 
lassen  die  Leil)eshölile  ihiei'  Trüger,  gelangen  aber  nicht  sogleich  io'i 
Freie,  sonilern  zunlichsl  erst  in  den  Raum  zwischen  Flügeldecken  ui 
Rücken,    wo  man  dieselben    in  erkleckliciier  Menge   lebend  und  1) 
weglich  beständig   atUrilll,  sobald  die  Kater  liberluuipl  un.ser  Allairto- 
nema  beherbergen. 

Hine  Zeil  lang    glaubte  ich    annnehmen    zu    müssen«    dass 
Wiirriiclien,    um  dorthin  zu  gelangen,    die  anliegenden  KürperwSni 
durchbohrten.      Allerdings    entbehren   die    .\usvvanilerer  aller  spt'cil 
scheu  Bohrwerkzeuge^  aber  ihr  K(t|jfende  ist  ziemlich  rigide  und  (iit 
RUckenhaul  des  Küfers  im  Gegen.salze  zu  den  Übrigen  Kürperdecki 
dünn   und   von  weicInT  Reschaffenheit.      Dazu  koniml,  dass  auch  tlic 
l'lijgeldecken  in  den  sie  durchziehenden   Röhren   (den  Blut  und  Ti 
cheeo  ftlhrenden   sog.  Nerven)    sehr  allgemein    eine   grössere  Anxal 
WUinier  enthalten,  ausgebildete  Larven  so  gut,  wie  jüngere  Formen. 
die  möglicher  Weise    gleichlalls    dnrcli    die    an  Dicke   und  Fe^ligkei 
weit  zurückstehende  untere  Wand  der  Flügeldecken  liindurchbrechi 
könnten. 

Dass  die  jungen  Würmer  auch  sonst  in  den  Blutriiumen  il^ 
Körpers  weit  verbreitet  sind,  indem  sie  nicht  bloss  im  Abdomen  \i>nA 
Thorax,  sondern  auch  im  Kopfe  vorkontmen  und  gelegentlich  sD| 
wenngleich  seltener  als  in  den  Flügeldecken,  in  den  Beinen  gefi 
den  werden,  schien  jener  Vermulhung  eben  so  wenig  direct  zu  wide" 
sprechen,  wie  der  Umstand,  dass  die  Würmchen  in  den  Blulröliren 
der  Flügeldecken  vielfach  abgestorben  sind.  Trotzdem  aber  erwies 
sich  die  frühere  Annahme  als  ein  Irrlhum.  Die  Auswanderung  der 
Würmer  geschieht   nicht   direct    in  den  subelytralen  Spaltraum,   soa- 


aiAMTONEMA    MIRAblLÜ. 


893 


»ro  zunüchsil  in  den  Masidarni,  aus  dem  sie  dann  spiUer  durch  den 

ler  hindurch  an  den  oben  erwjihnlen  AufeiithalLsort  gelangen. 

Man  kann  kaum  einen  KlU'er  mit  Allantoneuia  unteisuchen,  ohno 

.umen    des  Enddiiinies    eine  grössere    oder  geringere  Menge   er- 

krachsener  Larven  anzutretfen,  und  sieht  t^elegenlheh  sogar,  wie  diese 

ius  der  AfterölTnung  hervorkriechen.     Und   nichl  bloss  im  Innern  des 

Hastdarmes   sind   die  Würmehen  vorlianden ,    sie  bewegen  sich  auch 

11  Menge    zwischen  den  Windungen  der  Mahvighi'schen  ClefUsse ,  die 
li 
Icnseiben  umspinnen,  und  unterhalb  des  von  diesen  gebildeten  mem- 

ranOsen  Ueberztiges.  Gelang  es  auch  nicht,  die  Wilruicr  beim  Kin- 
ihren  in  die  Darniwand  selbst  zu  überraschen,  so  konnte  doch  die 
Art  und  der  Ort  der  Auswanderung  unter  solchen  ümstUnilcn  keinen 
Augenblick  langer  zweifelhaft  bleiben. 

Einige  Maie  wurden  neben  lebenden  barven  auch  einzelne  ab- 
gestorbene WUrmchen  mit  zeifallenem  Darme  untl  verschruui(d'teiii 
Körper,  eingehüllt  in  eine  tracheenlosc  zarte  Bindegewebshülle,  die 
der  Darmwand  anhing,  bei  unseren  Küfern  aulgefunden.  Es  waren 
verunglückte  Larven,  wie  daraus  hervorging,  dass  sie  meist  noch 
die  (jetzt  freilich  vergilbten)  Ueberresle  der  früheren  Erabryonalhaut 
deutlich  erkennen  liessen. 

Wie  lange  die  Larven  unter  den  fest  anliegenden  l'liigelilecken 
verweilen,  ist  schwer  zu  sagen.  Man  findet  dieselben  bei  inticirlen 
Käfwti  hier  jederzeit  und  meist  in  grösserer  Menge,  Wo  sie  fehlen, 
da  sucht  man  auch  vergebens  nach  Allantoncmen  —  ein  Umstand,  der 
freilich  noch  nicht  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass  die  Anwesenheil 
solcher  Larven  nun  auch  in  allen  Fällen  die  Coexistenz  der  Mutter- 
thiere  beweise.  In  meinen  Zuchtgefössen,  in  denen  inÜcirte  und 
Parasiten  freie  RüsselkJltei-  in  Menge  neben  einander  lebten,  habe  ich 
<)rters  constatircn  können,  dass  die  wandernden  Larven,  wie  sie  alle 
nur  irgend  erreichbaren  Schhipfwinkel  aufsuchten,  so  auch  gelegentlich 
von  aussen  her  unter  die  Flügeldecken  gelangten.  Wo  diese  Zufuhr 
freilich  die  einzige  bleibt,  da  ist  auch  die  Zahl  der  Larven  nur  geringe. 
Dieses  Vorkotnmen  unter  den  Flügeldecken  war  es  auch ,  das 
kuerst  die  Aufmerksamkeit  auf  unsere  Paiasiten  hinlenkte.    Schon  vor 

Krereu  Jahren   wurden  sie    hier  von  Herrn  Fabrikbesitzer  Dietrich 
efüodcn,  dem  ich  mit  eintün  Hinweis  auf  diesen  sondeibaren  Para- 
itismus  auch  mein  erstes  Unlersuchungsmaterial  zu  verdanken  habe. 
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Zunüchsl  freilich  waren  ct^  nur  diese  jungen  Wurmchen,  um  die 
i>ich  handelte.  Ihr  Herkommen  liess  sich  erst  später  feststeileD^  naclh 
deru  ich,  zum  Theil  wiederum  durch  die  Guic  de8  Herrn  Dietricb. 
in  den  Besitz  einer  grösseren  Menge  lebender  Küfer  gekotninen  war. 

Aber  nicht  bloss,  dass  sich  die  Wurmchon  als  Abkömmlinge  deü 
oben    beschriebenen    .AllanJoneiiia    erwiesen,    es    gelang    auch, 
weiteren  Schicksale  derselben  zu  verfolgen. 

Kaum    verweilten   die   iniicirlen    Küfer  mit   ihren   Fulterslofren; 
den   Tannenreisern,   die   sie   entrinden,   einige  Tage    in  den    Zucbl- 
glilscrn,    da    bcileckten    sich    ilie    Wunde    der    letzteren    mit    kleinen 
Nematoden,  die  zu  Tausenden  neben  einander  überall  dort  sich 
sammelten,   wo    die  Niederschlüge   aus  der   feuchten    Lufl  ihren 
wegungen    einen  freieren  Spielraum    gestalteten.      Es  waren    unsere 
jungeu  Auswanderer;  die  einen  noch  ganz  in  dem  oben  beschriebeneo 
Zustande,  andere   ohne  die  frühere  EmbryonalhUlle,  gewachsen  und 
weiter  entwickelt.     Ein  grosser  Theil  der  letzteren  hatte  bereits  die 
Larvencharaklere    abgelegt:    aus   den    früher    geschlechtlich 
indiffc  reuten  Parasiten  waren  frei  lebende  Geschlecb 
ihiere    geworden,     die,     weit    davon    entfernt,    ihr 
Mutterlhiere    zu  gleichen,   Form  und  Bau   der  genuinen 
Nematoden  zeigten  und  in  unverkennbarer  Weise  ibre 
Zugehörigkeit     zu    der    Rhabdilidengruppe   zur    Schau 
trugen.      Und    nicht  etwa    bloss  entwickelte  Männchen  werden  ge- 
funden,   sondern    auch   Weibchen    mit  legereifen  Eiern,   Thiere  also, 
die    unmöglich    wieder    zu    der    Allanlonemaform   zurückzukehren  Im 
Stande  waren.      Da  trolzüem  die  Zugehörigkeit  zu  der  letzteren  durch 
alle    Zwischenibrmen    hindurch  auf  das  Uestiuim teste    sich   verfolgen 
Hess,  war  der  Beweis  geliefert,  dass  Allantonema   gleich   den  schon 
oben  zum  Vergleiche  angezogenen  Allen  des  Gen,  Rhabdonoraa  und 
.Vngiostoma')  einen  heterogonischen  Generationswechsel  durchläuft.  Dio 
Aehnliclikeit  wird   noch  dadurch  erhöht,  dass  der  Entwicklungscvclus 
aller  dieser  Formen  sich   aus  einer  parasitircnden  und  einer  frei  le- 
benden Generation  zusammensetzt.    Allerdings  gehl  die  Verschiedenhfil 
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diesi'i"  zwei  Generalionen  boi  Allanlonema  viel  wciiler,  als  es  sonst 
der  Kall  ist,  doch  das  allpin  kann  keinen  tiefer  greifenden  Unler- 
schied  bedingen.  Es  bewnisl  nur  so  viel,  dass  Ailanlonema  den 
Verhüllnissen  des  Schniarotzerlebens  in  einem  hülieren  Grade  an^epassl 
ist,  als  Rhabdonema  und  Angiosloma,  die  l)eide  noch  als  Parasiten 
den  genuinen  Nenia(odent\[)iis  bewahrt  liabeii.  Andererseits  aber 
spricht  der  Umstand,  dass  alle  drei  Formen  in  der  parasitischen  Ge- 
oeralion  prolandrischeHerma|>lirodilcn  sind,  wie  das  schon  oben  hervor- 
gehoben werden  konnte,  in  gleicher  Weise  für  die  nahen  Beziehungen, 
die  zwischen  ihnen  obwallen,  wie  die  BeschalTenheit  der  frei  lebenden 
Geschlechtslhierc,  die  sömmtlich  der  Hhabditidengruppe  zugehören. 
Was  die  Hhabditisgeneration  unseres  AUanlonema  spcciell 
betrifft,  so  schliesst  sich  diese  im  Grossen  und  Ganzen,  wie  schon 
bemerkt,  an  die  Larvenform  an,  aus  der  sie  hervorgegangen  ist. 
Dass  es  zwischen  beiden  nicht  an  Unterschieden  fehlt,  auch  dann 
nicht,  wenn  wir  von  der  Entwicklung  der  Geschlechtsorgane  absehen, 
ist  selbstverständlich ;  repriisentiren  die  reifen  Würmer  doch  eineThier- 
form,  welche  die  Larven  nicht  bloss  an  KfJrpergrOsse  übertrilTt, 
soodern  davon  auch  mehrfach  durch  ihre  Lebensweise  abweicht. 

Schon    in  dei-   äusseren  Erscheinung  machen   diese  Unterschiede 
sich  Ereilend.    Wohl  besitzen  unseie  Thiere  nach  wie  vor  den  schlanken 
Körperbau  der  Larven,  aber  die  Durchmesser  sind  nahezu  um  das  Dop- 
pelle vergrössert,  und  die  KOrperenden  in  ihrer  Gestaltung  vorJindcjt. 
£::>  sind    besonders    die  weiblichen  Thiere  (Fig.   10),  die    an  Grösse 
zugenommen    haben,    da    ihre    Länge     1    mm    und    darüber   beiragt, 
wahrend  die  Miinnchen  (Fig.  11)  nur  bis  0,85  mm  messen.    Dement- 
sprechend ist  auch  der  Qhierdurchmesser  bei  den  ersteren  auf  0,05 — 
0,0.')4  mm,    bei   den   anderen    auf  höchstens    0,0i2  mm  gestiegen, 
Diese  Dicke  besitzen  die  Würmer  abci"  nur  in  ilem  mittleren  Körper- 
abschnitle,  soweit  dieser  von  den  Genitalien  durchzogen  ist,  während 
die  Eodstlicke,    vornehmlich  das  vordere,    um    ein   Merkliches   ver- 
■Hl^t  sind.     Unter  solchen  Umstlmden  erscheint  denn  auch  das  Kopf- 
wBode   nicht   mehr  abgerundet    wie    früher,   sondern    eher  zugespitzt, 
.und  das  um  so  mehr,  als  der  Mund  jetzt  deutlich  offen  ist,  und  die 
1^  Umkreise  befindlichen  Pa[)illen   fast  li|)penartig  vorspringen.      Die 
pcfloung  führt  zunächst  in  eine  röhrenförmige  kurze  und  enge  Mund- 
töhle  (von  0,028  mm  Länge),  die  eine  dreikantige  BeschaflTenheit  hat 
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und  von  einer  tlcrben  ('liiliiihmil  ausi^i'kleiiieL  ist.    An  diese  üclili 
sich  sodann  der  Pharyngeüla[»i)arjU,  i\or  an  Sielle  der   früher  so 
fachen  Bildung   jelzl   eine   Organisation   zeigt,  die   in  gleicher  M 
wie  der  lungeforiute  Mund,    den  gesteigerten   Ansprüchen  des  freien 
Lchcn.s  vollauf  geniigen  dürfte.    Wie  gewöhnlich  bei  den  Rhabditiden 
besteht  drrisclbe   (Fig.    10  ii.    H)    aus  zwei    auf  cincindcr  folgemleo 
Abschnitten,  die  beide  eine  ziendich  gestreckte  t^yliiiderforin  betiitzen 
und  beide  nach  hinten  zu  tlasthenförmig  anschwellen.     Die  vordere 
dieser   Anschwellungen   ist  starker,   als    die   hintere,    wie  denn  auch 
sonst    der  vordere  Abschnill ,    für    die    Nahrungsaufnahme    wohl  der 
wichtigere,   durch  seine  krciftige  Bildung   aulTüllt.     Der  hintere  sl 
nicht  bloss  an  Dicke  zurück,  er  besitzt  auch  nur  wenig  rigide  VVa 
so   dass   er   unter   dem  Zuge  der   daran  sich    ansetzenden  Rilckzri 
muskeln  öfters   S- förmig  sich  zusamiiienkrünimt.     Zidme   oder  Klafi- 
pen,   welche  sonst  bei   den  Khabdilidcn  so  häutig  im  hintern  Bulbus 
gefunden  werden,  fehlen,  wie  denn  das  Lumen  des  Pharynx  übcr- 
hau[)t  in  ganzer  Ausdehnung  enge  und  röhrenförmig  ist,  und  in  din 
Anschwellungen   nur   wenig   sich   oiweitert.      In   dem   vorderen  Ab- 
schnitte, der  etwa  0,1  mm  misst,  ist  dieses  Lumen    übrigens  scharfer 
gezeichnet,    als  hinten,    und  bis    auf  das  Endstück,    in  dem  es  fa?! 
völlig  verschwindet,  weil  die  gegenüberliegenden  CulicularllSchen  sieb 
(im  Ruhezuslande)   berühren,  deutlich   dreikantig.     Mit  der  stärkeren 
Entwicklung   der  cuticuJaren  Auskleidung    harnionirl   auch    das  Aus- 
sehen   der  iVIuskclwand,  deren  Raditirfa.^ern  auf  das  Schönste  hervor- 
treten, weit  mehr,  als  an  dem  0,08  mm  langen  hinteren  Abschoilli' 
(Fig.  10  u.  H). 

Der  dem  Pharyngealapparate  folgende  Darm  (Fig.  10)  hat  ijaiu 
das  Aussehen,  wie  bei  den  liestündig  freilebenden  Uhabdiliden.  Dif 
früher  so  massenhaft  in  seinen  Wandungen  abgelagerten  Reserveslofft' 
sind  verbraucht,  so  dass  die  Zellen  trotz  des  noch  immer  körnijjen 
Inhalts  deutlich  hervortreten,  und  das  Lumen  als  ein  heller  Canul 
mit  geschlangeltcm  Verlaufe  durch  die  ganze  Litnge  hindurch  «ick 
verfolgen  lässt.  Die  Schtüngelimgen  sind  durch  die  altemirend  von 
den  Seiten  vorspringenden  Zellen  betüngt,  die  durrlischnilllich  elw> 
(l,0il  nmi  messen  und  juderseits  zu  30 — 36  Stück  an  einaniler 
gereiht  sind.  Aus  der  Leibeswand  sind  die  körnigen  EiulagcrungfO 
vollständig    geschwunden.      Das    frühere    Aussehen    bal   einer  (9^ 
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i;lashflN^n   BesrhaHt'TilKMl    IMatz   gcmaclil,    so  dass  joUl  tUich   ilfi*  auf 
iler    Hohe    des    IMiaiyiii^ealLMiiles    j^eleijeittv    Porus    exni'olarius     niclil 
Uiiiger  nielir   dor  BfohtM-lilung   sich    e.'ntzinheti  kann,      ihn  cüisseiliclt 
den  Körptjr  imiii;ol>endo  Cuticida  ist  dorb  uiul  zeigt  eine  feine  Hingelung. 
Wie  die  Bildung  des  Darmes,  so  vviederholl  anch  die  Anoidmmg 
und  der  Bau  des  Geschlcclilsappaiatos  die  gewöhnlichen  Veiliidüiisse 
der   Hhabditiden.      Die  niiinnlichen  Organe,   um   mit  diesen  zu  be- 
giiinon,  bestehen,  wie  gewölmlicli  (Fig.  11),  ans   einem   huigge.strecklen 
Hoden,  dessen  V'ordereude  tiulz  der  nach  hinten  unigesclihtgenen  Spil/.e 
an  der  Bauchflüclie  bis  in  die  Nldie  des  Pharynx  emj>orragl,   und  einem 
geraden,  ziemlicli  weilen  Ductus  ejaculatorius,  der   mit  dem  »mleren 
Ende  in  den  engen  und  kurzen  Maslthiriu  einmündet  und  nicht  seilen 
sanionblascnartig  mit   Sperma  getülll   ist.     Die    reifen  Samenehsmenle 
erscheinen    als  gekernte  runde  Ktirperchen  von   (),Ol)(IS   mm,    gleich 
(it^n  SpermazeUen  des  parasitischen  Alhmldnema.  aber  grosser,  als  diese. 
Wie   lii'i    den   übrigen    Nematoden,  (intslehen    dieselben    tlurch    Vier- 
(iu'ilimg  der  SameimHitterzellen,    die  (Fig.  11)    in    dem  initiieren  Ab- 
i«li«ille  der  llodenrühre  in  einlacher  Keilie  sHulenarlig  über  einander 
A;iu|ipirl  sind  und   in  dieser  Anordnung  so  frappant  den  noch  dotler- 
Idscn  jungen  luzellen  gleichen,  dass  die  bekannlljch  zuerst  von   Hti- 
thuht')  betonte  Homologie  dieser  beiderlei  Zengungsstolfe  sehr  augen- 
ftlli«,'  hervortritt.      Die    Spicula    sind    zwei    hogonrürmig    gekriimmlt* 
liimno  Sttibe  von    ll,Oimm,    die    mit    ihrem   convexen  Bande   einem 
iiiissprsl  kleinen   accessorischen  Sliicki;   (0,008  mm)   aiifliegen.      Iiline 
Bursa  fehll,  durh   tiuden  sich   vor  der  GeschlechlsölTnung  zwei   Paare 
klmer  Pa()illen.     Sunsl    erinnert  das  mflntdiehe  Sehwanzende  mehr- 
fach an  die  bei  den  Larven  vorknmmendtMt   Verhiil Inisse.     Es  besitzt, 
wit>  hei    diesen,    die    Form   eines    kiir/.en    und    [ilumjuen  Kegels  (von 
(1,043  mm  Llinge)  ,    dei-   nach    der    liauchnjicho   etwas    eingekrümmt 
1^1  und    auf   der    Spitze,    wie    das    auch    früher    thir    Fall    war,    eine 
s(;hlankc  Pa[)ille    trfigl. 

Ganz  anders  verbidl  es  sich  mit  dem  Schwänzende  {hM'  weiblichen 
Thicre  (Fig.  10),  das  der  Eiidpa[)ille  entbehrt  und  in  (Jestall  eines 
schlanken  Kegels  von  0,06^  mm   über  den  AFier  nach  aussen  hervor- 
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ragt,  (las  Emistuck    des  iiiüunlicIitMi  Körpers  also  fast  um  die  Hlilfie 
an  Lilngo  ubeilrilTl. 

Die  Vulva  liogt  in  imbcdetitender  Entfernung  liinler  der  Köi 
mille  auf  fincr  kleinon  warzenartig  vorsprin§onden  Ilervorragi 
Sie  coHiniiinicirt  durch  HilCc  eines  senkreclii  slelifndcn  engen  Ga 
mit  dem  nach  vorn  uni\  liinlen  sackartig;  sich  ausweitenden  Ule 
der  niil  einer  zieiulicli  derben  Culicnla  ausgeklcidel  ist  und  n 
der  Begallnng  nMchliche  Massen  von  Samenkürperchen  aufweisl. 
beiden  Siieke  bilden  je  (Fig.  idj  den  unteren  Abschnitt  einer 
schlechtsrohre,  einer  vorderen  und  einer  hinteren,  die  beide  el 
die  Hiilfte  der  l.eibeshöhle  durchziehen,  am  äussersten  Eade  al 
gewöhnlich,  gleich  ilem  llotkn,  eine  kurze  Strecke  weit  uiiigeschlag«'n 
sind.  Der  grosseste  Tlicil  der  (leschleclilsrühren  wird  von  dein 
Ovarium  gebildet ,  dessen  Piodncte  durch  einen  kurzen  und  engl 
Leilungscanal  dem  Uterus  zugehdnl  werden.  Eine  Rhacbiä  fei 
die  Eikeitne  liegen ,  von  dem  aussersten  Ende  abgesehen,  in 
l'acher  Ueihe  hinter  einander,  mit  der  Knifernuog  vom  Keirafac)» 
immer  mehi-  an  Grösse  zunehmend.  Trotz  der  ziemlich  belräd 
beben  Menge  der  Eikeinie  sintl  reife  und  ausgewachsene  Eier  siel? 
nur  in  geringer  Zahl  vorhanden.  In  der  Regel  enthält  ein  jeder 
Eierstock  deren  ein  einziges.  Ebenso  beschränkt  ist  die  Zahl  dei 
Üleruseier,  die  nur  selten  über  drei  hinausgeht.  Dieselben  haben  ei 
ziemlich  schlanke  Form,  da  der  Ltlngsdurchmesser  nahezu  das  Doi 
peltc  (0,053 — 0,6  mm)  der  Dicke  betrugt,  und  besitzen  eine  derbhiiulii?' 
Schale,  die  darauf  hinweist,  dass  die  Embiyonalenlwicklung  au: 
halb  des  mütterlichen  Körpers  geschieht.  In  der  That  verweil 
<ho  Eier    im  Uterus  nur  bis  gegen    das  h^nde    der  Furchungsperi 

Eine   Vergleichung  dieser   Gescblechtslhierc    mit  den  früher  li 
schriebenen  Larven  belehrt  uns  über  die  Veränderungen,  die  unsere 
Würmer  während  derMelaniorpho.se  erlitten  haben.    Es  ist  auch  nicht 
schwer,  dieselben  direct  zu  verfolgen,    wenn  man  die  I^rvcn  isolirt 
■Ulfzieht.     Freilich  gelingt  der  Versuch  nicht    in  allen  Füllen,  da  die 
Würmer  sowohl  im  Wasser,  wie  in  feuchter  Erde   leicht  zu  Grunde 
gehen.     Die  besten  Hesultate   erhielt  ich    in  dicht  schliesscnden  Ge- 
fUssen,    deren    Boden    mit    einer    Schicht   befeuchteten    Sandes 
deckt  war. 

So  lange   die    Würmer   ihre  Larvenhaut    tragen,    bedürfen 
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gelben  keiner  Naliritni<,  ohvvolit    sii'  an  Grössr»  nnri   Enlwickluiii^  zii- 

E-"^"iien.     Beides  geschtebl  auf  Koslen  (fer  im   Innern   Hngesainnicllen 
rvestoffe,  die  immer  voUslUn(liü;er  schwinden,  je  liinger  die  Tliiere 
reien  leben,  und  je  nüher  die  Zeil  der  Hluituns^  heranitkkl.     Des 
I  Sommer«  erfalü;]   lelzlcre  meist   3 — (i  T;iü;c  nach  ikr  Auswanderuntj;, 
lipj  kühcm  Woller  spiiter,   vielleirht   nach  AhlauC  einer  Woche,  wenn 
die  Würmer   elwa    0,7 — H,S    mm    messen,    und    durch    die    Hikhing 
[der  Geschlechlsorgane    und    des    Darniaj>pariUes     in    i^leicher   Weise 
m  Forlpllanzung ,   wie    zu    einer   sclhsliindigen    Ernährung    befahigl 
giod.    Schon  einige  Zeil  vorher,  nach  kaum  vierüigigcm  freien  Leben, 
gieht  man    diesen  Zustand    steh    vorbereiten.     Die  in  die  Leibeswand 
!  eingelagerten    Korner  sind   fast    volIsUindig   verbraucht.      Da   gleich- 
j  zeilig  auch  die  Darmzellen  einen  Theil  ihres  Inhalts  verloren  haben, 
(•rs<*heinen  die  Wilrmchen  jel/.t  {bei  einer  fliosse  von  0,6  mm)    weil 
heller  und  durchsichtiger,  als  das  früher  dei- Fall  war.     Die  (lenital- 
, anläge    ist  gewachsen,    einsLweilen   aber   noch    van    einfacher    Form 
und  bei  allen  Individuen  gleich.     Trotzdem  aber  beginnt  bereits  die 
[geschlechtliche  Diflcren-^irung.     Man  erkennt    das   am  frühesten  daran, 
I  dass  das  Schwanzende  bei  manchen  Würmern  die   frühere  Kegclform 
I  verliert  und  nach  dem  Rücken  zu  sich  auftreibt.     Die  Thiere,  welche 
'  diese  Veränderung  zeigen,  sind  die  s|iiit.eren  Mcinnrhen.   Sie  beruht  theils 
auf  der  Wucherung  der  dem  Enddarmc  anliegenden  Zellen,  theils  auch 
darauf,  dass  die    Leibesvvand   dicht   hinter    dem  After  sich   vcnlickt, 
aaf  Vorgängen,  durch  welche  die  Bildung  sowohl  des  Spicularappara- 
les,  wie  auch  namentlich')   des  Ductus  ejaculatorius  eingeleitet  wird. 
In  SlhDlicher  Weise  entsteht  bei  den  weihlichen  Würmern  die  Vulva. 
-Auch    hier    ist    es    zunächst  eine   Verdickung  der  Leibeswand ,    die 
»idj  bildet,    nur  dass    diese    nicht  an    der   Basis  des  Schwanzendes 
'gefunden  wird,  sondern  weiter  vorn,  in  der  Mitte  der  (ienilalanlage, 
Hie  dadurch  in  zwei   von  jetzt  an  gleich   sich  entwickelnde   Hälften 
gelheilt  wird. 


(j   bei    der    mUnnlicIicn  Rliabditisrorru  von   lUinbiioncma  nigrovcnostim    lt»be 

tb  mich  inzwisclien  dircct   davon  überzeugt,  dnss  die  Bildung  dos  Ductus  cjacu- 

fltorias  aichl  ausschlies.slich  von  der  Genila  [anläge  ausgetil,  somlern  zum  Thcil  a«rh 

in/   einer  selbsländigen    Zetlcnwuclierung   beriilit,    die    von    dem    Mastdärme    aus 

pporwäclist  und  erst  spater  mit  dem  Gcsclileclilsschlauctie  in  Verbindung  Irill. 
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Dass  ilio  Ik'ijalliJiigsweikzeuge,  welche  diesen  Verdickung^»  ilimi 
Llitjpruni^    vordiuikun ,    niil    tier   Larvenlituit    in    keinerlei    Verbiuduftg 
slehen ,    hrauchl    kniiiii    besoudcrs    hervorgehoben  zu  werden. 
sieht,  sobald  diese  sich  gelüst  hat,  deutlich,  wie  sie  fulleralarlig  übeT 
die   luit  den  ersloren  i;leich/,eiliu;  eiilshindene  tl('(inilive  Culirula  liio- 
/ii'hl,  und  erktMUil   diiiiintcj'    dir  für  Miiiin   und  Weih  forlan  s>o  ch 
raklerislischr   Hildutim  th's  Schwaii/.endes. 

Wiihrend  der  IhnfbrniuDg  des  Gcschlechlsapparates  gehl  nunalxT 
auch  mil  Mund  und  Uharynx,  die  i^leirhfalis  bis  dahin  der  fimclio- 
nellen  Verwendung;  entbehrten,  eine  Ueihe  von  Veründerungen  vor 
sirh.  Letzterer  i^liederl  sich  imtei-  Veiliist  der  früheren  ('.ylindcrforni 
durch  eine  Kiuschikuriini^  m  zwei  auT  «.'inauder  foli^ende  Ahsctiuitk 
die,  hisloUii;isch  wie  luorjdioloi^isch  noch  weiter  sich  diflerenziroml, 
schUesshch  yji  der  gewöhubcheii  l'harynj^ealbildunij;  der  Rhabdilklei) 
binnihren.  libenso  entsteht  au  Stelle  des  bis  dahin  |^esehlo!«eiiöl_ 
\Iuiules  der  spltteie  orale  llohhiuiin,  und  zwar  dathirch,  dass 
im  Umkreis  des  anhllnü;enden  t^hitiofadens  eine  starre  Culicull 
uietnbran  ahtagerl,  die  auch  nach  Abstreifen  der  tiutieula  nicht  zii- 
saiuinentlilll,  und  somit  tlenn  —  im  Zusamruenfiani?  mit  dem  inzwi- 
schen vollslümbü;  entwickelten  IMiarynv  —  dem  Wurme  fortan 
Möglichkeil  einer  selbständigen  Nuliruiigs/.ufuhi'  sichert. 

Die  nächste  Folge  dieser  Zufuhr  ist  die  Reifung  der  Geschlcchls- 
producle,  (he  bis  dahin  luei  beiden  riesehlechtern  durch  eine  itii 
lieh  indifferente  Zellenmasse  \er1relen  waren.  Dass  die  münnliolie 
Keife  rascher  einliill,  als  die  weibliche,  die  Männchen  <leinnach  stlioti 
begattungsfühig  sinil  und  auch  ihm  liegattiingsacl  vornelmien,  wenn 
die  Weibehi'u  noch  tlollerlose  Eier  besitzen,  kann  uns  um  so  wt'- 
niger  überraschen,  als  bekaunllich  tlleiches  bei  vielen  an<leren^\ü^ 
mern   vorkonnnt. 

In  den  zur  UeinzUchlung  verwendeten  Gewissen,  die  den 
Wicklungsbedingungen  oHenbar  weniger  genügten,  als  die  grö 
Zuchtglüser,  die  mit  den  Käfern  zugleich  Abfiillo  dev  verschiedensleo 
Art  entlnellen,  veihairen  iVw  Würmer  nicht  seilen  (Mne  Itingerc  Zeit 
im  Innern  der  g(dösten  Larvenliaut.  Ks  kommt  auch  vor,  da.ss  si^ 
Uberliau[>t  nicht  ausschlüpfen  und  unter  der  üiidiUllung  abslerbeo! 
Am  biluligslen  beobachtete  ich  diese  Erscheinung  bei  mtinnlichei 
Würmern,  meist  solchen,  die  ihre  Spicula  nor  unvollstlindig  zur  Au8 
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btUIung  gebracht  haUen.  Die  Belegungen,  die  für  gewöhnlich  durch 
die  Larvenhaul  in  keinerlei  Weise  hehinderl  sind,  eniialten,  die 
Darrnzellon  v<'rljla.ssen  und  zerfallen,  der  Korper  versi'linini|)n,  die 
weil  absik'hende  llillle  aber  bleibt.  unverUnderl.  Die  anhangenden 
(^hiliufcideu,  welche  Mund  und  Afler  und  Porus  excrelorius  fi'iiher  durch- 
zogen, die  seitlich  daran  hinlaufenden  [.iingsleisten  und  tue  feine 
Ringclung  lassen  Über  die  wahre  NaUir  derselben  nicht  den  gering- 
sten Zweifel  '). 

Hier  und  da  slösst  man  auch  wdhl  auf  WUimer,  die  zwei  lose 
(lulicidarhüllen  an  Stelle  der  einen  haben,  beide  nach  Uesclianenheit. 
und  analonuseher  Bildung  völlig  übereinstimmend,  so  dass  sie  beide 
vor  Einlrill  der  geschlechtlichen  Reife  gi'biltlel  sein  niUssen.  Ob  eine 
solche  doppelle  Hiiulung  hestJuidig  bei  unsern  Würmein  stalllindel, 
oder  nur  unter  gewissen  Bedingungen,  will  ich  nicht  entscheiden, 
doch  möchte  ich  mich  angesichts  der  Thatsache,  dass  die  Geschlechts- 
reife bei  Sjthaenilaria,  wie  schon  Schneuikh  bemerkt  hat,  constant 
durcb  zwei  rasch  auf  einander  folgemie  lliiulungen  eingeleitet  wird, 
auch  Alractonema,  wie  wir  sptUer  sehen  werden,  Aehnliches  zeigt, 
fast  für  Krsleres  mich  aussprechen,  liei  andern  Nematoden  ist  eine 
solche  doppelte  llinilutig  IVeilich  bis  jel'/l  nu«:h  nicht  beobachtet  worden. 

Im  Gegensatze  zu  dem  Verhalten  der  parasitischen  Allanlone- 
nien  werden  die  Eier  der  frei  lebentlen  lihabdilisgeneration,  wie 
.schon  bemerkt,  nach  aussen  abgelegt.  Obwohl  so  ziemlich  von  der- 
selben Grösse,  wie  die  liier  der  erstei-en,  sind  sie  von  diesen  doch 
dadurch  unlersi'hieden,  ilass  sie  eine  festere  Schale  liesilzen,  <lie 
einen  besseren  Schuf/,  gewährt.  In  der  Rci^el  geschieht  die  liier- 
lage  in  einem  ziendich  vorgerückten  Stadium  der  Furchung,  so 
dass  die  fernere  Entwicklung  nm"  einen  kurzen  Zeitianm  beansprucht. 
Das  Product  derselben  ist  ein  wiederum  rludjdili.sartiges  kleines  \V iiiiii- 
chen  (Fig.  12),  das  die  EihiUle  durchbricht  inid  dann  gleichfalls  zu- 
uächst  ein  freies  Leben  führt.  Gestalt  un<l  (irfi.sse  —  die  Llinge  be- 
tragt 0,3  nun,  die  Dicke  etwa   0,012  mm  —  sind    so  ziemlich    die- 


I)  Ich  erwähne  das  namenlticli  im  Hinblick  auf  pERRONtixo's  noch  neiierticli 
wiederliotle  und  im'lirnicli  ;uicl)  von  .irvitenT  Scftn  ;ils  {^ütlij^  ;itif,'(>MOiiiiiu*Mi«  lU-liiiiip- 
lung,  dass  die  Nonialrxli-n  w;ll>reml  itirer  Mrilwirliliinf^  limine  lliiiitiitig  erüMi'n.  son- 
Jern  nacti  Trichineriiirt  sk'ii  ei ntkii {»seilen. 
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selben,  wie  bei  den  neugeboinen  Jungen  der  parasitären  Form.  Bct 
nilherej'  Vergleichung  ergeben  sich  allerdings  einzelne  Unterschiede, 
allein  dieselben  crkUiren  sich  grüssten  Theils,  wie  die  Verschieden- 
lieikii  der  liibildung,  au;»  den  bei  beiden  Thieren  so  abweichendea 
LebcusverhtiUnissen.  % 

Daliin    rechne   ich  vornehmlich    den  Umstand,    dass    die  Mund 
üirnong  der  neiigebotnen  Würmer  nichl  geschlossen,    sondern   o 
is4,  und   millelsL  einer  kurzen  (0,012  mm)  Rühre,   die    eine  zieoili 
feste  C-iiticuliirbeklcidung  trügt,    in  den  0,07  mm  langen  Oesophagus 
fühlt.       Un.sorG  Würmehen    haben    also    von  Anfang    an    die   Fähig- 
keit eines  selhslündigen  Nalirungservverbes,    So  reichlich  freilich,  wie 
im   ralltterlichen    Körper,    ist  die    Nahrungszufuhr  nichl,    wie  daraas 
hervorgeht,  dass  das  Kar|)orparcnchym  bestiindig  hell  und  durclwcli- 
tig  bleibt,  und   die  Dannzellen    sich  gewöhnlich  nur  massig  mit  He- 
scrveslüdcn  füllen.  ^M 

Diese  iingUnsUgen  Ernahrnngsveriiüllnisse  bedingen  es  auch,  A^ts^ 
nnsen^  Wurmclieii  schlanker  bleiben,  als  die  Embryonen  von  Alhmlo- 
nenia,  und  namentlich  auch  die  Pfriemenform  ihres  (0,0  tö  mm  langeui 
Schwänzendes  beibehalten,  die  bei  den  letzteren  rasch  durch  Üicken- 
wachsthuin  verloren  geht.  Darm  und  Genitalanlage  zeigen  keineikn 
bemerkenswerthe  Unterschiede.  Höchstens,  dass  die  letzlere  meist 
nach  vorn,  gegen  die  Körpermille  zu,  etwas  verschoben  ist. 

Was  wir  über  die  Lebensgeschichle  der  oben  erwJlhnlen  hele 
g(jncn  Nematoden,  und  namentlich  die  des  Khabdonema  nigrovem 
sum  kennen'),  legt  die  Vermuthung  nahe,  dass  die  eben  beschrie- 
benen Wiliinchen,  die  Abkömmlinge  der  frei  lebenden  Rhabtliii>'' 
generalion ,  ilen  Jugendzusland  der  spütercn  Parasiten  darslclhüi, 
also  früher  oder  spUter  in  den  RUsselkiifer  einwandern  und  hier  dann 
die  Altankmemaform  annehmen. 

Zunächst,   freilich   ist   das  Verhallen    unserer  Thiere   dieser 
nähme   nur  wenig  günstig.     Nicht  bloss,  dass    sie,   gleich  ihren 
lern,    im  l'ieien   leben  ;    sie  beginnen  auch    alsbald  zu  fressen 
ohne  aulfallende  GestaUveründerung  zu    wachsen,    als  wenn    sie 
einer  zweiten  Rhabditisgeueration  sich  entwickeln  sollten.     Schon  nach 


i)  Man  vergl.  Iiii-^rzii  die  [S.  580  und  600)  angezogenen  Schriften  des  Yc 
sowie  die  AhtutncMuriK  von   s.  Linstow. 


•gen  ersclieiiiL'n  sie  als  Wiirinchen  von  0,65  mm  mit 
llankera  (0,03  mm  breik-m)  Leibe,  ilev  sich  nach  dem  Ktj|tle  zu 
^P  verjüngt  und  hinten  in  einen  pfriemenfiirmigen  Schwanz  von 
^5  mm  Li^nge  aiistauft  (Fig.  13).  Die  Bihiung  des  narma|)]i<iiates 
Besonders  auch  des  Pharynx  ist  im  Wesentlichen  dieselbfi:,  wie 
raen  geschlechtsteifen  Würmern,  von  denen  sie  abstammen.  Auch 
rch  die  äussere  Kür|)erbildnnf5  eiinnein  sie  rnelir  an  diese,  als  an 
Pen  Jugend Ibniien,  obvvolil  sie  den  letzteren  nach  ihrem  Ent- 
ckhmgszusiande  und  dei-  inditlerenlen  BeschalVenheiL  ihrer  Ge- 
liiechtsanlage,  die  inzwischen  zu  einem  Schlauch  von  etwa  0,07  mm 
«gewachsen  ist,  weit  nüher  stehen.  Wir  greifen  wohl  nicht  fehl, 
enn  wir  bei  der  Beurtheilung  dieser  VeihiUtnisse  die  Lebensge- 
(bicbte  und  naiDentlich  die  Ernährungsweise  der  betrelTenden  Thiere 
&  massgebend  in  Ans|U'tirh  nehmen. 

Was  aus  diesen  Wurniern  schliesslich  wirt!,  liess  sich  nicht  mit 
iciierheit  feststellen.  In  tien  Isoliischidchcn  gingen  dieselben  schon 
ach  wenigen  Tagen  zu  Grunde,  und  auch  in  den  grösseren  Zuchl- 
ef^en  schienen  sie  ihre  Eltern  nur  eine  kurze  Zeit  zu  Uberleben. 
illerdings  sliess  ich  in  letzteren  einige  Male  auf  Wurnier  im  Zu- 
lande der  Häutung  untJ  Geschlechtsenlvvickhing,  welche  nach  tier 
ilJung  ihrer  Schwanzspilze  dieser  zweiten  Rhabditisgeneration  zu- 
iliüren  könnten ,  bei  der  Schwierigkeil  der  Diagnose  ist  aber  die 
öglichkeil  eines  (rrthuius  um  so  weniger  ausgeschlossen,  als  sich 
meinen  Zuchtglä.sern  neben  den  zu  Allantonema  gehörenden  Rhab- 
liden  mit  der  Zeit  noch  andere  verwandle  l'ormen  einstellten'), 
ireh  welche  die  Controlc  in  hohem  (irade  erschwert  wurde. 


I)  Als  besonders  cliar.ikk'risli.sch  crwiJbne  idi  unler  diese«  eine  HhalnJilis 
l  Weiler  und  kurzer  Mundliölile ,  zweigelheillcin  langet*  Pluirynx  (►Irnc  Klappen 
i  eioer  pfrieraenfi3rmigen  langen  SchwanKSpitze.  Eine  Bursa  felilt.  Diirtli  die 
P  ganzen   Uinge  iiacli    aur  dem   Küriier  liinxiislicmlen  stark   iitürliirlen  Lünysslrei- 

«rinuert  die  Form  an  llhabdiJrs  pliriila  Sehn.  Weiler  hervürzuliebetv  ist  ein 
ooer  Diplogaster,    im  gescbleclitsreifen  Xiisland   mit   HornspiUen  am  Mundrande 

drei  kräftigen,  kurzen  Hornleislen  in  der  kugligon  Eiidanschweliung  des  ersten 
ryngealabschniltes.     Der  Schwanz  des   Weihcticns    i.sl  lang  und  pfrieinenriirraig, 

der  der  Larven,  während  er  bei  dem  Männcben  kurz  und  conisch  ist,  wie  bei 
männlichen  Rhabdiliärorra  des  Alianlunema ,  und  auch ,  wie  bei  die.ser,  am 
e  mit  einem  kurzen  Kndslili  verselien.  Im  Larvenzuslande  sind  die  llornwaflen 
>bl  des  Mundes,   wie  des  Pharynx  unvollsländi^  iMiiwickeh. 


Ich  will    übrigens  nicht  verschweigen,    dass   ich  eine  Z(>it  lan^ 
dei-  Ansicht  hiikligle,  dass  auch  diese  zweite  Rhabditisgeneralioo  im 
Kreit'ü  ztir  (icschlcchtsentwicklung  koinuu^    und  sieh  forlpflanze.    Ich 
li:tl)('    iiiicli    auch    anl'  der  NalurforiricherversanHiiiunü;   zu  Alagdel>ur||H 
al.s  ich  /Ulli  ersten  Male    die  merkwürdige   Lebeusgeschichte  iiniier^^ 
AllanItttieMui    in  w'eiteren   Kreisen    bekannt  machte,    in    diesem  Sinne 
ausgcsjnoclu^n 'j.     Aus-ser  der  oben  erwähnten  Beobachtung  war  da- 
bei   vörnelimlicli    (h?r   Umstand    massgebend,    dass   die    Eolv\ieklu[U£ 
der  WuiiiuT,  sowimI    dieselbe    im   Freien  ablief,    trotz  aller  Grö8^e^| 
Zunahme    nicht    die  geringste  Anniiherung    an  die  so   abweichenden 
Form-  und  OrganisalionsveihiUlnisse  des  parasitisclien  Allantonema  er- 
kennen Hess.     Die  Linnvandhmgen  aber,  welche  der  gestreckte  lange 
und  agile  Leib  unserer  UhabditichM)  mit  seinem  doch  immerhin  zi<'iu- 
lich  coinplicirUMi  (hganenajjfjarale  erleiden  muss,  um  zu  einem  |ju|>jM'n- 
arlig  phnupt^n  und   bewcgutigsloscn   Kor[RM'  zu  werden,  der  Uberdie.» 
des  Darmes  rnlliehjl,  sind  stt  rmuhunentaler  Art,  dass  es  mir  wahr- 
sclieinlich   schien,    dieselben  müsslen  an  eine  l'rühere  Knlwickliiogi^B 
stufe  anknüpfen,    als  diejenige    ist,    zu  der  wir  unsere  Wiinner  im 
Freien  sich  ausbilden  sehen,  müsslen  vielleicht  schon  eingeleitet  wil- 
den, wenn  diese  eben  erst  ihre  Kihülle  verlassen  haben. 

Dazu  kam  der  üuislaiul,  dass  wir  in  der  gleichfalls  helerogom 
Uhabdilis  (Lepdolera)  appt^ndiculala  durch  di*^  Beobachtungen  v 
Cuiis^),  die  ich  beslilligen  kann,  einen  Wurm  kennen  gelernt  habe»! 


1)    Vcigl.    ilas  T.it;el)liitl    der  Miiji^ileLiirycr   WrsiKmiiluiit;  deulsclior  NaJurfo^ 
srlRT  Uli*]   AtTZlc,    <8«4.    S.  3i(*. 

i)   Hi'obac.liluiigfii    t\\>0T    dii'  Orgiiuisalion    iirnl    Fort]»nanzung    der    LeplotliTH 
:it>|»t>iKJi<iilut;t.  M;irl>urij;  IH(j8.     (Di*;  uein'rlk'h   in  der  Üuiitsch.  luedic.  VVoiheHSfhrifl' 
(»S«>,  Nr.  I  1   IL,  voll  LicUTKXSTEiis   gciti.ichlf  Aiig;ibi!j  dm*  zufolge*  t's  domscUieo  go* 
liin^oii  sei,    !ius  di-n  rli!ibdilisr<iruiin<>n  JtJf^crKlforiiiPH   vmj    Itochiuins  duodcnalis  eioc^ 
geschleclitsrL'ife   IHuibditisfinrii  /ti   t'r/.i<'heu ,    dif    sieb    durclt  eiue  unbegreruUs 
von  <i<Mieiiiliorioti   iiindurcli   furljtll;in/.e,    zielic   icb   hier   nur  iin.    um    meinem  Zw«-~ 
M  itu  dur  Itic-bli^keit  dcrsolbut)  oiiicii  Ausdruck   /u   geben.     Man  niuss  die  Srhv^ 
ri^kcileik  isowubl   der  Arldiagnoso,   wie  der  Conlrolc  t>ci  dunirliijiMi  Uiilersuchui 
uns  cigenor  liifalininj;  kennvii,    uiu  zu  wissen,   wie  leicht   hier  ein   Irnbinu 
t'jrisrhh'|)])en   fremder   Keiitie    sliiltlinden    kiiitii.      Die    vuii   mir    über  die   LebenSg^ 
si'liii'hte   uiul  die   HittwiekUiiig  des   Ducliniiiis  Irigonucepliahis  eiiisl  iin^te^tcllttfn. 
(leriuieiiliifuiiler.stiehuugoii,   di<>  den  Aii.si;aiigspuiikt  alte»  des.sen    bilden,   was 
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bei  wolchein  tlor  parasitischen  Form  in  der  Thal  eine  grüsseie  Menge 

P'-^'er  Gesell lechtsgeuenitionen  folgl. 
Die  Gi'üade  aber,  die  damals  meine  Ansiehlen  beslimmteu,  schei- 
nen mir  heule  nicht  mehi'  [i\  ijleit'her  Weise  zwiiiijend.  Was  zii- 
Düuhsl  die  Lebensgeschichle  ilei'  Khabtlitis  appendieulata  betrilVl,  so 
veiiieit  diese  fUr  die  voriiei;ende  Fias^e  ihidiin-h  ati  Gewicht,  dass 
der  l'arasilismus  hiev  ausschtiesshch  auf  die  Larvenzeil  best^liriinkt 
ist,  iudeiii  die  iirs|)riiiii^hch  paiasi tische  Kurm  im  j^eschlechtisreilen  Zu- 
slande  frei  lelil,  wie  die  Zwisclieni^eneralionen.  Uhabditis  appcndicu- 
ku  macht  hierdurch  den  Uehcrgang  zu  den  besUindig  frei  habenden 
Khaitililiden,  an  die  sie  auch  dadurch  sicli  auschhessl,  dass  ihre 
Schmarotzerlarven  zu  getrennlg4!schleclil!ichen  Wüimern  werden  und 
niclil  zu  (trutamhischen  Weibchen  sich  entwickeln,  wie  die  von 
Kbübdonenia  und  Angiostoiua.  Da  nun  abei-  unser  Alhinlüneuia  nichl 
blofis,  wie  sclion  oben  beschrieben,  tUncli  ihis  Voikunmieu  eines 
düiebaijs  analugen  I[ernia|)hrudilismus  mil  den  zwei  letztgenannten 
Arten  übereinstimmt,  sondern  weiter  auch  dadurch,  dass  das  Schma- 
rolzerlebeo  den  Eintritt  der  Geschlechtsreife  überdauert,  so  dürlle 
tleren  L(*bensgesehtchle  auch  wohl  weiterhin  filr  unser  Tliier  iiiass- 
gt^bead  sein,  und  das  in  eicieiii  höheicu  Grade,  als  die  der  ühabdilis 
üp|JC(idiculala. 

Lud  dieser  Umstand  berechtigt  uns  denn  auch  zu  der  Annahme, 
dass  es  die  direclen  Naihkoniiuen  dei  frei  liebenden  Generation  sind, 
welche  in  die  parasitäre  Form  sich  umbilden.  Dass  diese  l'liierc 
«ine  längere  Zeil  himiurch  nacli  Larveiuut  ein  freies  Leben  führen, 
«nd  im  Laufe  desselben  auch  eine  weitere  Entwicklung  erfahren, 
»lehl  mit  dieser  Annahme  krineswegs  im  With^isprucli.  Mag  man 
wiiiiMThin  zugebtJU,  dass  der  Zustand  einer  geringern  DilVerenzirung, 
^>ie  ihn  etwa  tlie  eben  ei'st  ausgeschlüitflen  Wurnwlien  zeigen, 
Weilgreil'ende  Umgestaltungen,  gleichgiltig,  ob  iliesc  als  Hückbihbin- 
j;en  oder  Weiterbildungen  sich  kundtlnm,  ehei-  um!  leicliter  gestat- 
lel,  als  eine  höhere  hintwicklungsstufe,  so  darf  man  doch  auch 
andrerseits  nicht  übersehen,  dass  unsere  Larven  noch  kt^inesvvogs  voH- 
fUmiig   ausgebildet    und    mit    festen  Eigenschaflen   begabt  siuij,    die 


HiiHietit   von  Jcin  Uocliiiiiiis  HiiiuiiMialis  des  Mcnsclieii  (AtK'liylostoiiiiini)   wis- 
Ijiibeti    iiiL'lil»  «ri;eijeii,    was   auf   (.'it»*    Heli-royoiiie   liinwiesc.j 
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eine  Umgestaltung  in  der  oben  angedculclen  Weise  unmöglich  mach- 
ten. Es  gill  das  besonders  von  der  Genilalanlage,  deren  Enlvvick- 
lungsziistand  einstweilen  noch  so  indifferent  ist,  dass  daraus  ebenso 
gut  der  Gcnitalapparal  der  Allantoncmaform,  wie  jener  der  frei  le- 
benden Rhabdilidcn  hervorgehen  kann.  Allerdings  ist  der  Unterschied 
zwisctien  beiden  niehls  weniger  als  geringe  im  Ganzen  aber  doch. 
wenn  wir  die  specilischen  Eigenthünilichkeiten  ausser  Acht  lassen, 
kaum  grösser,  als  zwischen  den  männlichen  und  weiblichen  Genita- 
lien einer  frei  lebenden  Rhabditis^  die  doch  gleichfalls  beide  aus  der 
den  Larven  gemeinsam  zukommenden  Anlage  sich  hervorbilden. 

Wie  die  definitive  Form  des  Geschlechlsa(iparates  zu  der  indif- 
ferenten Anlage,  so  verhiUt  sich  auch  die  Allanlonemabildung  der 
Leibeswand  zu  dem  Muskelschlauch  der  Hhahihlis.  Die  Grenzen  der 
Muskclzellen  —  so  dürfen  wir  auf  Grund  der  vorliegenden  (Jrgani- 
salionsverhallnisse  annehmen  —  gelien  bei  dem  jungen  Parasiten  als- 
bald naclj  der  Einwanderung  verloren ,  wahrend  die  Körnerlage  zu- 
nimmt, und  die  Kerne  sich  belr.lchllich  vermehren.  Die  fibrilläre  Sub- 
stanz wird  in  Folge  der  Form  Veränderung  des  Wurmes  und  der 
Massenzunahme  seine.s  Körpers  über  eine  grössere  Flache  verbreitet 
und  zurilckgebildet.  Auf  der  Innenseite  der  Körperwand  entsteht 
(von  dem  peritonealen  üeberzuge  aus  V)  eine  müchtige  Wuchening 
von  Zellen,  welche  die  Leibeshöhle  durchwachsen  und  den  Darm 
verdrängen,  später  aber  den  Geschlechtsorganen,  wenn  diese  zu  ihrer 
vollen  Entwicklung  kommen,  Platz  machen,  und  schliesslich  auf  einen 
verhUllnissmyssig  nur  dünnen  ßelag  der  Leibeswand  reducirt  werden. 

Die  Veränderungen,  die  wir  voranstehend  gezeichnet,  sind  aller- 
dings auffallend  und  tief,  aber  doch  kaum  grösser,  als  bei  vielen 
andern  Thiercn  mit  vollständiger  Metamorphose,  wie  etwa  den  Flie- 
gen und  Schmetterlingen.  Durch  die  Annahme,  dass  der  Eintritt  in 
den  parasilüren  Zustand,  wie  der  Uebcrgang  in  das  Puppenlebea  der 
Insekten,  duri'h  eine  lUiutung  vermittelt  werde,  verliert  auch  die  Foim- 
verlinderung  des  Wurmes  und  der  Schwund  von  Mund  und  After 
gar  manches  von  dem  Auffallenden,  was  diese  Vorgänge  sonst  viel- 
leicht besitzen. 

Ich  habe  leider  vergebens  versucht,  für  diese  Construclionen 
eine  empirische  Grundlage  zu  finden.  Da  die  ausgebildeten  Insekten 
immer  mir  Allantonemen   mit  Eiern    und  Embryonen    enlhieltCD,  es 
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also  klar  war,  dass  die  Einwanderung  der  Parasilen  in  die  Küfer 
in  einer  früheren  Enlwicklunijsperiode  stadfinden  müsse,  auf  einem 
Sladiiiiii,  das  auch  aus  anatomischen  und  l)iologischen  Gründen  den 
jungen  Würmern  zugänglicher  sein  dürfte,  als  das  fertige  Insekt,  habe 
ich  mich  nalüilich  bemüht,  meine  tJntcrsuchunsjen  auch  auf  die  Lar- 
ven und  Puppen  unseres  llylobius  auszuth>hneu.  Lange  Zeit  hindurcli 
vergebens,  bis  ich  durch  die  Ireundliche  Theilnalune  der  Herren 
Oberförster  von  Praijn  und  Professor  Nitscue  ,  denen  ich  aucli  hie- 
für meinen  Dank  schulde,  in  den  Besitz  des  gewünschten  Rlateriales 
kam.  Aus  dem  mir  übersendeten  Holze  gelang  es,  eine  Anzahl  Lar- 
ven und  Puppen  verschiedenen  Alters  zu  sammeln,  von  denen  in 
der  Thal  auch  manche  sich  als  inficirt  erwiesen.  Ganz  junge  Larven 
freilich  liessen  sich  nicht  beschalTen  —  ein  Umstand ,  den  ich  um 
so  mehr  bedaure,  als  die  sonstigen  Befunde  es  mir  wahrschein- 
lich machen,  dass  die  Einwanderung  und  die  Metamorphose  der 
eingewanderten  Würmchcn  in  die  erste  Zeit  des  Larvenlebeus  füllt. 
Die  VOD  mir  bei  halbwüchsigen  Larven  aufgefundeneu  jüngsten  Para- 
siten besassen  sämratlich  schon  die  Allanlonemaform  (Fig.  J  4),  halten 
also  die  llHutung,  durch  welche  die  Rhabdilis  in  letztere  übergeführt 
wird,  bereits  bestanden,  Dass  die  früheren  Zustünde  in  Folge  der 
grösseren  Schwierigkeit  der  Untersuchung  (besonders  der  Puppen, 
deren  Feltkürper  in  zahllose  isotirLe  Zellen  zerfallen  ist)  vüllstän- 
dig  mir  entgangen  sein  sollten,  ist  kaum  anzunehmen,  da  es  mir  viel- 
fach gelang,  die  Rhabditisform  unserer  Würmer  auf  verschiedener 
Entwicklungsstufe  nicht  bloss  in  nilchsler  Umgebung  der  Larven, 
Ewischen  den  Resten  ihrer  Minirarbeit  und  ihres  Frasses,  sondern 
auch  in  deren  Mastdarm')  lebend  aufzufinden.  Die  Leibeshöhle  da- 
gegen erwies  sich  überall  frei  von  Rhabditiden ;  olTenbar,  dass  diese 
nicht  mehr  vermocht  hatten,  die  mit  einer  ziemlich  derben  Cuti- 
Cula  bekleideten  Wandungen  zu  durchsetzen.  Immerhin  aber  ist 
dieses  Vorkommen  insofern  von  einigem  Interesse,  als  es  vermuth- 
tich  den  Weg  anzeigt,  den  die  Würmer  bei  ihrer  Einwanderung  ein- 
l^hlagen. 

Was    nun    die    im  Innern  der  Larven    von  mir    aufi^efundenen 
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i)   Ganz  ähnliche  —  wi^nii    niolil  gar    rlaniil    hJcnlische   —   Iliiabililisrormea 
'sind   mir  aucti    in  dem  EndJuriiio  der  Liirvtia  von  llylesinus  tuicans    aurgeslossen. 
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Würmer  betrUFt,  so  erschienen  diese^  wie  gesagt,  schon  in  den  jilnj 
Sien  Kxeinplaren    unverkennbar   als  Allanlonemen.     Wenngleich  be 
IrliclillJch  kleiner  (0,4  mm),  als  .^piiter,  auch  vielleicht  etwas  schlan- 
kei',  bcsasscn  sie  doch  bereits  die  für  unsere  Paiasilcn  so  charaku- 
ristisehe   bauchige  Knrperform   (Fig.    14).      Dit^  Kuden    waren    iiiL'i>i 
gleicIiniUssig  verjüngt,   so  liass  vorn  und  iiinlen    nicht   unlerschiedei; 
werden  konnte^    die  eine  FUiche,  dieselbe,    welche  wir    früher  \er4 
muthungsweisG  als  BauehllSche  deuLeLeu,  erschien  erst  wenig  einge- 
kriliniiiL  oder  ganz.  eben.    Bewegungen  wurden  an  den  Würmern  nicht 
beobachtet;    in    der    Meiiizalil    der    Fülle    waren    diese    auch    bereii 
in  eine  einstweilen  freilich  nur  äusserst  dünne  und  nahezu  tracheen-^ 
lose   Bimlogewebsiuiul  eingesclilossen. 

<)l)\\olil  an   Lunge    soiuil    nicht  unbelritc^hllich  hinter  den  Rliab^ 
dilisiViriuigen    Jugendzustiinden    zurtickstehend ,    repriisenlirten    unser 
Würmer  doch  eine  ungleich  grössere  Masse,  da  der  Quenlurchmesu< 
lim  mindestens  das  Zehn-  bis  ZwOlffaclie  gegen  früher  gewachsen  ist. 
So  kleine  Allantonemen,  wie  die  hier  eben  <m  wUhnten,  sind  mir 
übrigens  nur  innige  wenige  Male,  und  ininicr  nur  in  jüngere«  I.jjrveii, 
die  noch  lange  nicht  ausgevvaclisen  wai-en,  aufgestossen.     Der  Mehr-; 
zahl  nach    be.sassen  die  aufgefundenen  Parasiten   eine  schon  betrliclit 
licheic  Grösse,  wenngleich  ihr  Liingsdurchniesser  niemals,  auch  nii'l»l 
in  den  iillcsteu  Larven    und  den    Puppen,    viel    über   1    mm  (grüssl^^ 
Breite  =   0,35  mru)    hinausging.       Der  Grössezunahrae   eiiti^precliowi 
hatte    auch    die    muhullende   liindegewebsschicht   eine    stlirkere  Knl- 
vvicklung  und  einen  grösseien  Tiacheengehalt,     So  reich   freilich,  wi< 
splilei    in  di!n   Killern,  wird   letzterei-  tn  den  Larven  niemals. 

Wie  durch  ihic  Köiperform,  so  erinni'rn  diese  jungen  Allanloneiuel 
auch  sonst  durch    ihr   Aussehen   an  die    s|iiUereu  Zustünde.     Sie 
scheinen  als  undiuchsichlige  lvör[K'i"  von  schuiutzig  weisser  Färbun« 
mit  verwaschenen  dunklen  Flecken  bedeckt,  wie  wolkig.     Bei  «hiifli- 
t'allendem  Lichte  erkennt   man    im  Umkreis  der  dunklen  Masse  ein 
hellere  Hindenschicht  von  ziemlich  homogener  Beschatfenheil  (Fig.  Ul 
Letztere   reprlisenlirt  die  eigentlichen  Körperwünile.   in  der  sich  aus- 
ser di'u  Kei  nen  und  der  Zwischensubstunz  jetzt  auch  noch  dcullula' 
Fibrillen  unterscheiden    lassen.      Besondeie  Zellengrenzen    sind    niclil 
mehr  nachweisbar.     Im  tjei'ensatze    dazu   besteht  die  dunkle  Inuen- 


masse  des  Kör|)ers  zum  weitaus  grüssten    Iheile  aus  einem  deutlich 
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zelligen  Gewebe,  dem  selion  eruiilititenZelleulinijier  (Kig.  i).  Die  Zellen 
besitzen  eine  DurcliscIiniUsgriisse  von  etwa  0,028  mtn,  sind  bei  den 
jüngeren  Exemplaren  aber  kleiner  und  so  diclil  gefügl,  dass  sie  meisl 
[lolyedriseh  gegen  einander  sirli  abgrenzen.  Der  Kern  (0,OOK  nini) 
ist  hljiscbennjrniig,  bell  unti  niil  einem  scharf  gezeichneten  Nucleolns 
versehen.  Die  sonst  iciemlieh  klare  Inhaltsmasse  umschliesst  eine 
bald  grossere,   bald  auch   kleinere  (i nippe  dislincter  Körnelien,  d<'n^n 

^lenge  niil  dmi  Alter  iler  Wiinuer  /unininil   und  an  den  dunkel  dureh- 

Bcheinenden  periphcrisihon  Kürperslolleii  belriielitliclier  isl,  als  in 
der  Tiefe. 

H  Der  Darm  ist  schon  in  den  jüngsten  Wilnuern  spuilos  zu  Grunde 
gegangen.  Die  Eingeweide  bestehen,  von  dein  Zellenkörper  abge- 
sehen, einzig  und  allein  aus  dem  (lenitalschlauchc,  der  zunJU'hst  frei- 
lich von  der  spJUoren  Bildung  und  Grösse  noeh  weit  entfi-rut  ist,  in- 
dem er  einen  iu  ganzer  Liinge  ziemlich  gleichmiissig  röhrigen  Kanal 
flarslellf,  der  in  im  regelmässiger  Windung  (Fig.  i)  dtireh  ilen  Z<^llen- 
korper  hinzieht  und  an  dem  einen  Ende  des  Wurmes  durch  eine 
nur  wenig  aiisgezeicbnelo  Oednung  nach  aussen  führt. 

^  Wie  s[)iUer,  so  lassen  sich  übrii^cns  schon  jetzt  an  diesem 
Gebilde  drei  Vbschnille  untei-scheiüen :  zu  oberst  ein  fadenförmiges 
blindes  Endstück  %on  ziernlieh  ansehnlicher  I.Hnge  (0,7  nun  lang, 
0,01  mm  breit),  dasselbe  tleliilde,  weh'lies  in  dem  erwachsenen 
Wurme  das  Övarinm  mitsauunt  dem  Eileiter  darstellt,  sodann  ein 
mvhr  oder  minder  kugliges  Receptaculum  seminis  von  höchstens  0,1 
mm  Durchmesser,  und  schliesslich  ein  0,3a  nmi  langes  und  ge- 
strecktes Rohr,  das  alimJihlich  sich  verjüngend  gegen  das  hintere 
Ende  des  Wurmes  hinliUift  und  hier  schliesslich  ausmündet.  l)i>\vohl 
an  Weite  hinter  dem  Rcce[)laciiluni  zurückstehend,  ist  dieses  Rohr 
tloch  nichts  anderes,  als  der  spiUere  Uterus  —  zunlichst  freilich  nur 
im  jungfräulichen  Zustande.  Die  Bildung  der  Eier  hat  noch  nicht 
begonnen.  Unsere  Wilrnier  sind  nicht  Weihchen,  wie  spliter,  son- 
dern zunächst  iVbinnchen,  wie  da.s  schon  oben  erwilhnt  ward.  Dies 
beweist  nicht  bloss  t\v\-  aus  Sperrnazellen  bestehende  Inhalt  des  Re- 
ceptaculum, auch  nicht  bloss  der  Umstand,  dass  dieser  mit  der  zu- 
nehmenden Grö.sse  der  Würmer  inuner  ma.ssenhafter  wird  und  letz- 
teres immer  slilrker  auftreibt,  sondern  bestimmter  noch  der  bdialt 
1er  GescldechtsdrUse,  der  uns  die  Bildung.sgeschichte  der  Samenele- 
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meote  in  iiln'r.sichllirhem  Ziisniiiinoiiliiini^c  voifülirl.     Der  bei  Weilem 
grösslc  Theil  derj<elhcn    jsl    inil   ü;t*kemleD    hellen  Zellen    von    elv 
0,001    ram  geTullt,  die  zu  mehreren  auf  demselben  (Juerschnille 
l)en  einander  liegon    und  auf  den  ersten  Blick    leicht    für  dollerlt 
Kikcime    gehallen   werden    könnten.      Die    ferneren  Schicksale   der- 
selben  alier  lassen    üher  ihre  wahre  Natur  keinen  Zweifel.     Stall  in 
Kier  sich  zu  verwandeln,  behallon  sie  ihre  ursprüngliche  Beschaffm- 
heil,  bis  sie  in  der  Nshe  des  Receplaculum  je  in  vier  Ballen  zerfal-^, 
len,  die  dann  die  dcliiiiliven  Samenkörperchen  darstellen.     Ein  jeck^^ 
derselben  hat  einen  .Noliden.  {iussersl  kleinen  Kern  von  starkem  Lichl- 
brechungs vermögen  und  einen  hellen  Protoplasmahof.  ^M 

Würmer  mit  unvollstihnlii;  entwickeltem  Sperma  habe  ich  oicbl^i 
aufgefunrlen.     Auch   die  kleinsten,  die  ich  sah,    enthielten    in    ihrem 
Receplaculuiii  bereits  ausgebildete  Samenzellen,  aber  einstweilen  mir 
in   geringer    Menge,    so  dass  der  Behälter  noch  eine  längliche  Form 
halte  und  gegen  den  nachfolgenden  Abschnitt  wenig  sich  absetzte. 
Eben  so  wenig,  wie  den  Eintritt  der  mannlichen  Reife,    habe 
ich    auch    den    der   weiblichen    zur    Beobachtung    bringen    können 
Keines   der    von  mir    in  den  Jugcnd/.ustanden  unseres  Küfers,    P 
pen  sowohl    wie  Larven,    aufgefundenen  Allanlonemen    enthielt  t 
schlechtsproducle,  die  sich  mit  Sicherheit  als  Eier  beanspruchen  li 
sen.    Ich  glaube  deshalb  auch  annehmen  zu  müssen,  dass  die  Eihildiiog 
erst    im  Iniagozustande   beginnt.     Die  Uebergangsperiode  selbst  aber 
rauss  eine  nur  kurze  Dauer  haben,  denn  schon  bei  Käfern,  die 
Puppenquartier  noch  nicht  verlassen  hatten ,    fand  ich   Allantonenii 
allerdings  von  nur  geringer  Grösse   (1,5  mm),  mit  einem  Uterus, 
neben  Eiern  verschiedener  Entwicklung  bereits  einzelne  freie  Enibryi 
nen  aufwies.    Küfer  mit  eierlosen  Parasiten,  solchen  also,  die  noch  vor 
der  weiblichen  Reife  stantien,  sind  mir  niemals  vor  Augen  gekommca. 

Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  übrigens  nicht  unterlassen,  eini 
Beobachtung  zu  gedenken,    die,  so  isolirt  sie  steht,  und  so  weit 
auch  von  dem  eben  Beschriebenen  abweicht,  doch  immerhin  geeij 
nel  sein  dürfte,  auf  die  Frage  nach  der  Metamorphose  unseres  Para- 
siten einiges  Licht  zu  werfen. 

Dieselbe  betraf  einen  Wurm,  den  ich  zusammen  mit  einem  a 
gewachsenen  Allanlonema  in  <ler  Leilteshühle  eines  Küfers  ant 
Zunächst  war  es    nur   die  unbedeutende  Grösse    und  die  schlank 
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iürperform,  sowie  dai<  ungewöhnlich  hello,  lasl  |>el!ut'ide  Aussehen, 
was  an  dem  Wurme  auHiel.  freilich  muss  ich  dabei  bemerken,  dass 
derselbe  alsbuld  nach  Uebertragung  in  Wasser,  noch  bevor  er  einer 
genaueren  Unlcrsuchung  uulerworfen  werden  konnte,  platzte  und  den 
Geoitalschlatirh  hcrvai-trelen  liess.  Der  lelztere  eiwies  üiclt  bis  auf  den 
eben  erst  sieh  hervorbildendcn  hornförniigen  Aufsalz  als  völlig  nor- 
mal und  enthielt  auch  Irolz  seiner  gerinu;cn  Grosse  bci'eils  eine 
Aoüiilil  von  Enkbrjonen.  Durch  das  Auslrelen  des  Genilalschlauches 
aber  war  mit  unserem  Wurme  eine  auiTallende  Formveründerung 
vor  sich  gegangen.  Der  ursfirüDglich  gedrungene  Körper  hatte  jetzt, 
wo  er  mit  dem  Uterus  zugleich  die  formgebende  Füllung  verlo- 
ren, eine  unverkennbare  Nematudentihnlichkeit  angenommen.  Er  svar 
2u  einem  spiralig  aufgewundinien  kurzen  Cylinder  (von  i,9  mm 
Länge)  geworden,  dei-  in  der  Mille  einen  Durchmesser  von  0,4  nun 
halle  und  nach  den  abgerundeten  Enden  zu  dünner  wurde.  Was 
aber  noch  auflallender  war,  und  die  Nemalodentihnlichkeit  noch  wei- 
ter erhöhele,  wai*  der  Besitz  eines  0,07  mm  breiten  Kanales,  der 
in  Form  eines  platten  Bandes  frei,  wie  sonst  das  Darmrohr,  den 
Inoenraura  des  Wurmes  durchsetzte.  Das  Verhalten  der  Enden  habe 
ich  leider  nicht  feststellen  können,  es  wollte  mir  auch  nichl  glücken, 
den  Wurm  mit  dem  Mikrotom  zu  behandeln  und  die  BeschaHenheit 
des  Zellenkörpers  festzustellen,  aber  trolzdem  glaube  ich  kaum  zu 
irren,  wenn  ich  den  im  Innein  hinlaufenden  Kanal  als  den  früheren 
Darm  in  Anspruch  nehme,  der,  statt  zu  Grunde  zu  gehen,  in  rudi- 
[meatärer  Bildung  hier  persislirte,  Dass  derselbe  trotz  seiner  Grössen- 
CDlwicklung  in  Wirklichkeit  nur  ein  bedeulungsloses  Deberbleibsel 
w»r,  ging  mit  Sicherheit  schon  aus  der  Beschallenheit  seiner  Wand 
bmor,  die  an  Stelle  eines  Epithelbclags  nur  eine  zusammenbringende 
KiirDerlage  aufwies,  eine  Masse,  die  oüenbar  durch  Degeneration 
MQii  Zerfall  der  früheren  Zellen  ihren  Urspning  genommen  hatte. 

Nach  dem,  was  ich  über  die  Jugendformen  von  Allantonema 
Bülgelheilt  habe,  kann  der  liier  beschriebene  Wurm  unmöglich  als 
Ider  Repräsentant  eines  normalen  Enlwicklungszustandes  betrachtet 
jwerden.  Er  ist  vielmehr  als  eine  Missbildung  anzusehen,  deren 
figeDlhümlichkeiten  am  einfachsten  durch  die  Annahme  einer  ge- 
fceminten  Entwicklung  zu  eikUiren  sein  dürften.  Unter  solchen  Ura- 
fänden  aber  gewinnt  die  Anwesenheit  des  Darmrudimentes,  die  für 
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die  Missbiltluni;  vcimullilirli  das  iVrassgi'hen«l('  war,  und  auch  Wdlil 
ihrersoils  erst  die  iinvfillslilndige  Aiisl)ildiini<  der  Allanloneniaforui  zur 
Folge  |j[ehaht  hal ,  für  die  Fraj^c  nach  d*'ii  u;enetischen  Beziehun- 
gen unseres  Parasiten  d^'sslialb  ein  liesonileres  Interesse,  weil  sift 
auf  eine  gewisse  VViderslandsnihigkeil  des  primitiven  Darmes  zurOd- 
si'hliesseu  lUssl,  aiiC  eino  liii;eiisrliari,  die  wir  bei  llliabditiden  einej 
weiteren  Enlwiekliiiiijsziistandes  vielleielU  eher  zu  erwarten  haben, 
als   bei   t'lieii   erst  ausL;esehliipfteii   lüudiryonen. 

Die  Analyse  unserer  Missbildiiui;  llihil  also  gleichfalls  zu  dem 
Hesultalc,  dass  es  die  zuletzt  besefiriebenen  rltididitisariigen  Lorvt^n 
sind,  welche  untei"  d<Mn  bantliiss  i]r,:\  parasitischen  Lebens  die  Allan- 
lorKMiiafoiin  annehnn'u.  Ute  Lücke,  die  ifh  wider  Wuns"ch  in 
Den  Ik'dliachliingen  lassen  nuissle,  wird  auf  di(':s<!  Weise  nahezu 
sehlessen,  und  unsere  Kiuniluiss  v(jn  der  Febensgeschiehlc  eines  ilcr 
merkwürdigsten  Parasiten  zu  einem  last  vollstiludigen  Gesammlbiltli' 
abgerundet. 

Hie  hauittsUchliehsten  Züge  dieses  Bildes  sind  di«3sell)en,  welclir 
atK'h  ihr  LeJH'usgesihiehle  von  Ithabdonmia  und  Angioston»a  kenn- 
zeichnen. Alli^  diese  Wilrmei-  sind  pnMandrisehe  Schniarotznr- 
Nematoden  mit  heteiogoner  Forliiflanzung.  Andererseits  aber  nnlor- 
scheidet  sich  unser  AllanlcMU'ma  tliirch  die  ICigenthumlichkeilen  sei- 
ner parasilitren  Form  von  den  Verwand1<m  in  einer  so  Hnll'allendi'it 
Weise,  dass  \vir  dasselbe  wohl  tiiil  Keclil  ;ils  den  Keprtisentanloii 
ehies  besonderen  (lenus  btilrarhlen  dürfen.  Einstweilen  ist  ti 
Allanlonema  jiiirabile  alh^iilings  der  einzige  Vertreter  desselben 
iU'iu  aber  immer  so  siiiii  vvini,  sieht  dahin.  Selion  jetzt  möclitc  irli 
auf  <Mne  Foiin  aufmerksam  ma<h(ni ,  die  nach  Allem,  was  dariilHT 
bekannt  ist  —  es  ist  frei  lieh  nur  Weniges  und  llnvollstJuidiges  — 
unserer  Art  sehr  nahe  zu  stehen  seheint.  Es  ist  der  "  interessanl»' 
Srhiuarotzer«,  den  \.  Sikbold'»  in  «ler  Bauchhöhle  von  Aphodius  ü- 
metariu.s  autfand  und  »vor  der  Hand,  seinem  iuisscren  Habitus  nach«, 
in  Anschluss  an  das  (lenus  Filaria  als  V.  Hgida  benannte,  »da  der- 
selbe nie  eine  Bewegung  äusserte,  sondern  stets  starr  und  st<'if 
dalag,  obwohl  derselbe  innner  aus  lebenden  Käfern  hervorge/os»^ 
wurde«,      v.  Siebolh    traf    den  Wurm   bei  Danzig    unter   ii   KAfero 
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fllnlzelin  Mal  an,  itiul  i;\vnr  zu  drei,  SRchs,  zclm,  ja  einmal  zu  dreis- 
sig  Imtividucn  bcisarninon.  Die  lieschixiibuiis*,  wolclio  v.  Siebolo  von 
seinem  Parasiten  entwirft,  lautet  folgendermassen :  »Die  Lilnge  des 
Kürperg  beträgt  \%  Linie.  Weder  von  einem  Maule,  noch  After, 
noch  von  einem  Darmkanate  war  irgend  eine  Spur  an  diesem  Wurme 
zu  finden.  Beide  Enden  des  Wurmes  sind  stumpf  abgerundet,  nach 
dem  einen  Ende  hin  verdickt  er  sich  allmlihlich,  und  nicht  weit  von 
der  Spitze  des  andern  dünnen  Endes  ragt  eine  Papille  hervor,  die 
die  Stelle  der  Vulva  andeutet,  welche  zu  einem  einfachen  Schlauche, 
(lern  Uterus ,  führt.  Dieser  Uterus  liegt  mit  einem  massig  langen 
Ovariiim  wenig  gewunden,  als  das  einzige  deutliche  Oigan  im  Leibe 
des  Wurms,  dessen  Parenchym  aus  einer  feinkörnigen  Masse  besteht. 
In  dem  FruchthJilter  sielit  man  zwischen  den  Eiern  schon  lebende 
Junge;  merkwürdig  bleibt  es  mir,  dass  ich  unter  70  lndivi<luen  nur 
Iräcblige  Weibehen  und  nie  ein  Miinnchen  angelrolTen  habe.« 

Leider  ist  es  mir  unmnglich  gewesen,  diese  Kilaria  rigida  auf- 
zufinden. Die  von  mir  untersuchten  Exemplare  von  Aphodius  fimc- 
larius  waren  allerdings  {im  Juli)  nicht  frei  von  Parasiten,  aber  es 
waren  keine  gesclilechlsreifon  Thiere,  welche  mir  darin  aufsliesscn, 
sondern  geschlechtslose  Jugondformcn,  die  in  wechselnder  Zahl,  meist 
zu  mehreren,  die  Leibeshohle  bewohnten  und  ihrem  Aussehen  nach 
taurn  als  Rhabditidrn  in  Ans[)ru<'h  genouuncn  werden  konnten. 

Aber  auch  abgesehen  von  dei'  Filaria  rigida  dürfte  ilic  Gruppe 
tler  allantonemenartjgen  Nenuitodcn  bei  den  Insekten  mehrfach  ver- 
treten .sein.  So  wurde  ich  schon  vor  mehreren  Jahren  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  bei  Geolrupes  in  der  Leii>Gshöhle  gelegent- 
lich ein  mit  jungen  Nematoden  gefülltes  Sllckelien  vorkomuie,  und 
fiWnsü  weiss  ich  diu-ch  Millheilungen  meines  ehemaligen  Assislen- 
!i'n  und  Schüler.«,  des  Prof.  (]iiün,  dass.  Ophion  luteus  (in  Königsberg) 
niclil  selten  einen  viviparen  darndoscn  Nemalo<len  beherbergt,  der, 
wenn  er  auch  nicht  generisch  mit  Allantouema  zusammenzustellen 
ist,  doch  inmicrhin  den  nüchslen  Verwandten  desselben  zugehören 
dürfte. 


AbUaai.  il.  K.  S»i3bi.  U««*n»cb.  <1.  Wi«««nKcli.  XXII. 
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IL 
SPHAERULARIA  BOMBL 

Mit  Tafel  II. 

Historisches.  Unter  dem  Namen  Sphacrularia  bombt  be.schrieb 
der  verdienstvolle  französische  Entomotom  Leon  Ddfour  im  Jahre  1837 
einen  6 — 8  Linien  langen  Eingeweidewurm  aus  der  Leibeshöhic  von 
Bombm  terrestris  und  liombus  horlulorum,  den  er  keiner  der  damals 
bekannten  Helminthenformcn  anzureihen  vermochte  und  Anfangs  so- 
gar für  eine  schmarotzende  Insektenlarve  zu  halten  geneigt  war. 
»Teres,  albido-pellucida,  mollis,  filiformis;  haud  annulata,  undique 
sphaerulis  vesiculariformibus  granulata,  antice  posticeque  obtusa,  sub- 
rolundata«,  so  lautete  die  Diagnose  des  Wurmes*),  eines  Thieres, 
dessen  systematische  Stellung  ungewiss  blieb,  bis  v.  Skbold  schon 
nach  kurzer  Zeit  den  Nachweis  lieferte^),  dass  die  gemeinschaniich 
mit  dem  Wurme  in  der  Leibeshöhle  der  Hummeln  lebenden  Jugend- 
formen nach  Bau  und  Entwicklungsweise  ganz  unverkennbar  den  Ne- 
matodenly|)us  besässen.  Bei  den  Mutterthicren  freilich  liess  sich 
lelztorer  nicht  mit  gleicher  Bestimmtheit  nachweisen.  Höchstens, 
dass  diese,  wie  v.  Siebold  hervorhebt,  noch  durch  ihre  cylindrischc 
Körperform  und  die  Bildung  ihrer  Geschlechtsorgane  einigermassen 
an  Nematoden  erinnerten,  wührend  sie  sonst  sehr  auffallend  davon  ab- 
wichen. Und  das  nicht  bloss  durch  den  Verlust  der  Beweglichkeit  und 
die  Beschaffenheit  der  Körperhaut,  die  »mit  ihren  blasenförmigen Er- 
habenheiten einen  sehr  artigen  Anblick  gewahrt«,  sondern  auch  da- 
durch, dass  Mund  und  After  fehlen,  und  »an  Stelle  des  Darmkanales  eine 
Reihe  an  einander  klebender  llinglichcr  Schläuche  sich  hinzieht,  um 
welche  sich  die  stets  nur  in  weiblicher  Form  vorhandenen  und  durch 
ein   einfaches  Rohr   repräsenlirlen  Geschlechtsorgane  herumwinden«. 

Wie  wir  durch  A.  Schneider   spater   erfahren  haben-'),    war  v. 


i)   Annales  des  scienc.  natur.   1837.  T.  VII.  p.  9. 

2)  Archiv  f.  Nalurgesch,  Jahrg.  1838.    Th.  I.    S.  305;    vgl.  auch  Anatomie 
der  wirbellosen  Thiere.   1848.    S.  138.  Anm.  1. 

3)  Zoologische  Boilriige.  Th.  I.  S.  1.   1883. 
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SiKBtiLu  übrigens  iiirlrl  lior  Krslo,  der  die  spiilwiiniinrlision  Knihryonon 
der  Spliaerulariii  aulTaod.  Schon  Reaihir')  luil  dieselben  in  den 
Hummeln  gesehen  und  als  Aeichen  («anguilies«}  erkannt,  auch  die 
Thalsache  feslgeslelll,  dass  es  immer  nur  weihliehe,  aber  sterile 
Hummeln  sind,  welche  dieselben  «zu  iVlillionen«  beherbergen,  Uebcr 
die  Ursache  der  Slerilitat  war  RiSaumuh  im  Zweifel:  »soit  que  leur 
ponte  füt  finie,  soit  que  letat  violent,  oü  elles  se  trouvaienl, 
n'eül  pas  pcrmis  ä  leur  oeufs  de  se  developper «.  Ebenso  war  os 
ihm  unbekannt,  dass  neben  diesen  Wurmchcn  auch  deren  Muttcr- 
thiere  in  den  Hummeln  schmarotzten.  Selbst  die  eigentliche  Wohn 
Stätte  der  Parasiten  ist  seiner  Beobachtung  entgangen,  denn  er  ver- 
setzte dieselben  aus  der  Leibeshohle  in  den  Magen  der  Hummeln, 
Wen  er  unter  dem  Einflüsse  der  Insassen  zu  einer  fast  kirschgrossen 
rundlichen  Masse  sich  auftreiben  liess.  Was  Reaumvr  aber  als 
»estoHiac  prodigieusemenl  dilate«  deutet,  ist  den  beigegebenen  Ab- 
bildungen zufolge  in  Wirklichkeit  nicht  dieser,  sondern  der  gesammtc 
Darni,  dessen  Windungen  von  den  Malpighi'schcn  Gef\issGn  umspon- 
nen und  knauelartig  zusammengehallen  werden.  In  Fig.  11  dei' 
Tab,  IV  sieht  man  aus  diesem  Knäuel  auch  ganz  deutlich  zwei  Sphae- 
rularien  hervorragen.  Ebenso  erkennt  man  in  Fig.  10  derselben 
Tafel  zwei  Sphaerularien  seitlich  neben  dem  KnaucP). 

Auf  die  Gestaltung  unserer  Kenntnisse  von  den  Sphaerularien 
hat  die  REAiiMcn'sche  IJeobachlung  natürlich  keinen  Einnu.'^s  ausüben 
künnen.  Die  Angaben  LiioN  DrpruiH's  und  v.  SnjnoLn's  waten  die 
einzigen  Ausgangspunkte  derselben  und  bildeten  eine  lange  Zeit  hin- 
durch den  ganzen  Inhalt  dessen,  was  wir  über  den  sonderbaren  Pa- 
irasiten  wussten.  Erst  durch  die  im  Jafue  1861  vcrötrentlichten 
Untersuchungen  l.mmtCK's  ^)  werden  uns  neue  und  überraschende 
Aufschlüsse.  Nicht  bloss,  dass  durch  sie  zum  ersten  Male  die  HUu- 
ligkcil  utid  die  weite  Verbreitung  der  Sphaerularien  unter  den  irn  Früh- 
ling fliegenden  Hummeln,  welclic  .siimmllich  idicrwinlcrle  Weibchen 
sind,  bekannt  wurde  —  Lübbuck  zülilt  acht  Species  auf,  die  freilich 


\)  Mtjmoires  potir  servir  h  f'lii.sloire  dos  insectcs.    Pnris  17i2.  T.  VI.   p.  42. 

i)  In  der  beigegebenen  Kupfcrt^rklärung  wird  das  Knäuel  sils  »esloinacw  be- 

pfeeichnet,  »qui  ii'esl  ([irtin  müssiv  de  vt^rs». 

t  3)  Od  S(>b:u!rul.Tha   honihi.    N;it.    Iiisl.    rtnitny.    <8fii.   [>.  ii — ,17.  Tiih.    I. 
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in  verscilicdcnem  Proccrilsalz  von  unserem  Pnrasilen  und  oftmals  zu 
mehreren  (bis  zu  1  1)  hcimgesiiclit  werden  — ,  aucli  nicht  bloss,  da.s> 
die  analoniische  Struetur  des  sondeibareu  Wesens  jetzt  zum  ersten 
Male  vollslUndig  ihre  Darlegung  fand,  weit  wiclUigcr  noch  und  in 
hohem  Grade  überraschend  war  der  Nachweis,  dass  die  Sphacni- 
laria  an  dem  einen  Kürperende,  demselben,  welches  das  Ovariiira 
enthtiit,  mit  einem  äusserst  kleinen  Wurme  in  Verbindung  sieht,  tlor 
im  Gegensätze  zu  der  bisher  allein  bekannten  Form  ebenso  un\i'r- 
kennbar,  wie  die  Embryonen,  die  Merkmale  eines  genuinen  Nema- 
toden an  sich  trägt.  Unter  Hinweis  auf  den  somlerbaren  Synganius 
trachealis  mit  dem  anhaftenden  Zwergnilinnchcn '}  glaubte  Lubbuci 
dieses  Wlirmchen  vermuthungsweise  gleichfalls  als  Miuinchen  io  An- 
spruch nehmen  zu  dürfen.  Den  Beweis  für  die  Uirhtrgkeit  seiner 
Deutung  weiss  derselbe  allerdings  nicht  zu  erbringen.  Ein  S[)iculai'- 
apparal,  wie  solcher  sonst  den  raünnUchen  Nematoden  zuk()UHut,  fehlt 
dem  anhäUigenden  Wurme,  es  liessen  sich  auch  im  Innern  desselben 
weder  Geschlechtsorgane^  noch  Samenelemente  auflinden,  aber  trotz- 
dem erschien  die  von  Luguock  versuchte  Deutung  bis  auf  Weiteres 
als  die  einzige,  welche  die  Beziehungen  der  beiderlei  Wesen  zoo- 
logisch dem  Verstundnisse  zugänglich   machte  ^). 

In  dieser  Aullassung  wurde  Llbbock  noch  bestttrkt ,  als  er  bei 
einer  spUteren  Untersuchung"*)  die  Thatsache  conslatirte,  dass  tiic 
Grössenunterschiede  zwischen  der  Spliaerularia  und  dem  auhlingen-  i 
den  Wlirmchen  Anfangs,  wenn  die  Hummeln  eben  zii  fliegen  htj^f 
ginnen,  noch  fehlen  und  erst  im  Laufe  der  Zeit  immer  stärker 
hervortreten.  In  einem  Falle  war  das  nnilhmassliche  Weibchen  so- 
gar kleiner,  als  das  anhangende  Wilrmchen.  Es  gelang  jetzt  aucli, 
im  Innern  des  letzteren  eine  Kürnermasse  aufzufinden,  welche, 
da  sie  an  den  sp5i(eren  Verilnderungon  keinerlei  Anlheil  nahm  iin<l 
schliesslich    auch  bei  dem  erwachsenen  Parasiten    im    unteren  Eml< 


i)   Vgl.  NATiiusriis  im  Arcli.   f.    Naturgcsch.   Jahrg.  1837.   Tli.  l.     S.  60. 

ä)  LiiBBOcK  selbst  sprichl  sicli  (I.  c.  p.  H)  in  Dctrell'  seiner  Annalime  vof- 
sieliliger  Weise  Jaliin  aus,  liass  « inUil  thc  s[)erinal07.oa  am!  llic  (ransfornwlion«  of 
(tii.s  litllo  creatui'c  are  known  lo  us,  ttie  fact  can  tiol  be  rotjardcd  as  bcing  con- 
clusively  estabtisbed«, 

3)  Report    britisli  associalion  Cambridge   1862.   p.  110.     (Lkuckaiit's  Jalir 
hericlil  f.    1861    u.    1864.    S.  07.} 
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der  Geschiechlsröbre  iiacliij;ewiesen   wurde,  huiiu  etwas  Anderes,  als 
Sperma  sein  konnle. 

Ohwohl   nun  iintt'r  solchen   UinslUndeti  clio  Auffassung  Liiiiki'Ck's, 
der  zufulgo    die   .sonderbare  Spliiienilaria    ein    in  Copulation    hetind- 
liches  Nenuitodenpiii-eheii  Ist,  an  Wahrsclieinliclikeil  i^cvvinnen  musste, 
"Hieben  doch  in  anatüiuischcr  llinsichl  grosscntlicils  die  Unlerschiedo 
fori  bestehen,  die  sehon  v.  Siebiilo  /Avischen  dem  vermeintlichen  Weib- 
clien  unil  den  typisclien  Nematoden    hcrvort^choben  hatte.     In  man- 
i'lien  Punkten  \viir(h^  allerdings  die  Bedeutung  dciselbcn  dinch  Liib- 
bock's  Darstellung    abgesthwüeht,    aber  dafür  ergaben  sich    anderer- 
seits wieder  neue  und  seliwer  wiegende  Versehietlenbeilen.      So  na- 
inonllich   in   Belrcir  der  Leibeswand,   deren  IJeschalVenbeit    in  ki;iner 
W^uise    niil    dem   Verhallen   der  Nematoden    in  Einklang    zu    biingen 
war,  und  die  auch  dann  noch  in  hohem  Grade  abweichend  ersclieinen 
iiitissle,  wenn  man   niit   Lubdock  die  Erhebungen  derselben  als  modifi- 
cirle  Stacheln  ansieht.  Jedenfalls  ist  eine*Leiboswand,  die  nicht  bloss 
der  Muskeln  und  Nerven  entbehrt,  sondern  auch  aus  einer  einzigen 
Siil)sUin/Jage  besleli(  —  und  so  ist  nach  l.rttiiocK  die  Leibeswand  der 
^phaerularia  beschalTen  —  für  einen  S|iuKvurm  mindestens  sehr  un- 
ge%vohulich.    x\nilerersei(s  aber  wurde  der  an  Stelle  des  Darmes  durch 
den  Innenraum  hinziehende    und    an    beiden  Körpeienden    befestigte 
Schlauch  von  Llbbock    dem  von  Meissäeh  inzwischen  bei  Mermis  al- 
bicans   aufgefundenen    Feltkörper    zur    Seite    gestellt    und     dadurch 
einigermassen    den    ürganisationsverhliltnissen    der  Nematoden    ange- 
passt.     Der  Bau  s[>richl  durchaus  zu  Gunsten  dieser  Deutung,  denn 
''or  betrellende  Strang  bestehl,   wie   jener  Körper,  aus  zwei    Iteihen 
«dl«»rnirend  gestellter  Zellen  von  wechselnder  Grösse,  nur  dass  diese 
bc'i  Sphaerutaria  im  Innern  je  7 — 8  kuglige  Kerne  enlhallen.     Dass 
'ias  in  unregelmüssigen  Windungen  hinziehende  lange  Genitalrohr  von 
aUen  Eingeweiden  am  meisten  den   Nematodentypus  hat,   ist  bereits 
von  V.  Siebolh  betont  worden.     Es  besteht   aus  einem  Ovarium  mit 
Wiachis    im  Innern,    das    den    bei   Weitem  ansehnlichsten  Theil  der 
l^öhre   bildet,    und    einem   zweiten    ziemlich  gestreckten  Abschnitte, 
dt'iu  Uterus,    in    den»    die   Eier    ihre   ersten  Uiklungsstadien    durch- 
laufen,   bis    sie    durch  die  Vulva  ,    die  aulTallcmler  Weise    das   der 


I)  Zeilscliritt  f.  wisscDscIi.  Zoologie.    18.5i.   M.\.   S.  Si8.  Tah.  Xflf.  I"ig.  4t. 
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Anhcriiingsslelle    des  vermutliliclioti  Zuorginäiincheus  gegemibcr 
gcntio  Külperonde  ciiiniriinit,  in  die  Leibcsholile  der  Uumniel  Ubertrel 
und   liier  in  die  durcliaus  nfniulodtMiartii,'on  JüL;endl'oi'nien    sich  iii 
wandeln.     Die  Zulit    der    inil  dei*  Zeil  duselbsl    siih   ansuuiaielud« 
Würniehen  wird  für  gewOlmlicli  tuif  äO — COOOO  geschülzl.    In  eii 
Falle  soll  dieselbe  sogar  über   1  ÜO  ü(JO  betragen  haben. 

Trotz  dem  Wider.slreit    einzelner  Thalsaohen   war   die  Deiilii 
LiBBocKS  im  Ganifeu  so  verfubrerisch ,    dass  sie  fasl  allgeincine 
erkennung  fand.     Die  Bedenken,    welche    A.  S<:h!seider  einige  Jahi" 
uat'h  ihrer  Verotlentltchung  dagegen  gellend  mach(c'),  wurden  kaum 
beaeliLel'')  —  vornehmlich  wohl  desshalb,  weil  sie  als  Ausgangspunkt 
und  SlUl/e    für  eine  AullViüMung   dieulen ,    die    auf  den  ersten  Ülici_ 
fasl  bizarr  erscheinen  musste^  da  sie  weit  aus  dem  Kreise  des  soi 
Bekannten  hinaustrat. 

Unter  BerUcksichligung    des  Baues    der  Sphaerularia    und   der 
Verbindungsweise   mit  dem  LuBBocK'schen  Alünnchcn   glaubte   Sohxei- 
i>BK  nilinlich  annehmen  zu  müssen,  dass   erstere   nicht,    wie  LtBBocik 
wollte,    ein  erst  nachlrUglich    zur  Co|*ulalion  gekommenes  Weibcliim 
sei,  sundern  einen  Theil  des  anhiiugcndeu  Würnichens  darstelle,  d»^ 
SciiNKiDKR  seinerseits  als  Weibclien  in  Ansfvruch  uahui.  Es  sei,  so 
hauplete  unser  Autor,  der  Uterus,  der,  Anfangs  von  geringer  Gros 
aus   der  GesehlechtsölTnimg   hervorgesiulpt  wäre    und  ilabei   das  ur- 
sprünglich im  Wurmleibe  gelegene  Ovarium,  sowie  eine  Üarmschlingc 
(den  sog.  FeLlköriter)    in  sich  hineingezogen  habe.  ,^^1 

Die  Behauptung,  dass  sich  der  Geschleehlsap|)arat  eines  Thiere^ 
in  der  hier  vermulheten  Weise    zu    einem    fast  selbständigen  Wesfi 
entwickele,    während  der  ursprungliche  Trüger  desselben    seine 
hcre  Bildung  behält  und  schliesslich  zu  einem  unscheinbaren  Anliaof 
wird,  war  in  der  Thal  nur  wenig  geeignet,  ohne  empirische  Bcgr 
düng    alsbald    zur  Anerkennung  zu  kommen.     Sie  erschien    als 
zoologisches  Paiadoxon,  das  auch  durch  den  Hinweis  auf  die  eigefl^ 
•thllmliche  Entwicklung  von   Phoronis,    die  nach  Sciineider's  niolirfat'li 
seither    bcstiitigtcn    Untersuchungen^)    gleichfalls    durch    ÜmslUliiuni,;     . 


,  d^ 
röa^l 


1)  Monographie  der  Nematoden.    iSCC.    S.  322. 

2)  Vgl.  liierzu  u.a.  IIuxley,  Analomie  der  wirbellosen  Tliicre.    1878.  S.  56*. 

3)  Ardi.  r.  Ajialoiuie  ii.  Pliysiol.    \Ui.  S.  47. 
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dotiä  (ii'S|H'üüglicli  im  iiuicrn  dei-  Ju&;0Euir4}riii.  der  sog.  Aclinoliorlui, 
gelegenen  SchlauclK^s  entsteh!  und  den  Dann  der  lelztcren  in  sieli 
aiilnimaiU  kaum  an  Walirscheiiiliclikeil  i^ewlmicn  konnte.  Und  das 
um  .so  \M'nii,'ci-,  al:>  Siiunkideu  zur  Iheoi'ulisclicii  Bei^iilndimi,'  seiniT 
AD.si(.'l)l  uiiyliiekliclier  Wei.se  auf  den  Slecnslrii[>S(.'hüii  Generalioui»- 
wcehset  zurUokijriir,  indem  er  den  nach  au.säcn  umgosliilplen  ülerus 
alä  den  Reprä^sentanten  cioer  besonderen  dem  »Nülirlliiereit  enlüpros- 
senea  "Geselilechtsgoneralion «  in  Anspruch   nahm. 

Dücli  Sc;n>iEii>EH  wusste  für  seioe  AulTassiinü;  auch  eine  Anzahl 
iTiilcr  Verlicdluisse  ijelJcnd  zu  machen.  Ev  hoi>  nicht  bloss  den  Um- 
siliiiid  hervor,  duss  dcui  anJitiiigenden  Würinchen  die  Mcrkiualc  iIcs 
miinnlichen  (»escidcchls  vtillslliudii;  al)gingen,  scrndtn-n  wies  weilei' 
iiiil  die  liigenlhünditdikeiten  liin,  die  sowohl  im  Hau  der  Schlauch- 
wand, wie  in  der  Verbindung  des  Schlauches  mit  dem  Wurmkür|)er 
obwalteten,  auf  Verhlilinisse,  die  in  der  That  weit  melir  mit  der 
neuen  Anschauungsweise  slinnulen,  als  mit  den  Ansichten  LtDiiocKs. 

Was  zuniichst  die  Wand  der  Sphaerularia  betrilU,  so  erkannte 
Schneider  darin  eine  einlache  lipilhellage,  von  hexagonalen  ZeHen 
gebildet,  die  je  in  ihrer  Milte  eine  der  für  tinsern  Wurm  so  charak- 
lerislischen  Hervorragungen  (ragen  und  durch  ihr  Vorhallen ,  wie 
k'rvorgehoben  wird,  in  hohem  Grade  »an  die  sonsl  bei  den  Nema- 
toden im  Uterus  vorkommenden  l^ipithelzelleu«  erinnern.  Den  iuis- 
sereo  Bedeckungen  eines  Nematoden  lasse  sich  dieses  Epithel  in 
keinerlei  Weise  vergkiichen.  I^lbenso  sei  die  Verbindung  des  Schlau- 
pIicü  mit  dem  anhiingenthm  Winnie  keine  niecliani.sche,  wie  man 
nach  LuBBocK  anzimchmen  liahe,  sondern  eine  organische,  indem  sie 
auf  einem  directen  Zusammenhange  beider  Leiber  beruhe,  und  iilxir- 
ilicss  an  einer  Stelle  slalllinde,  die  bei  ihrer  weiten  Entfernung  von 
der  ülei'usöJlnung  eine  (Kopulation  kaum  erwarten  lasse ,  dagegen  in 
ebenso  einlacher,  wie  natürlicher  Weise  durch  die  Annaiuuo  eikUirl 
werde,  dass  sie  die  Auslri(lss(e!Ie  des  vorlallcoden  Uterus  bilde.  Die 
Lage  derselben  stimmt  auch  so  ziemlich  mit  der  sonst  bei  den  N'e- 
mylüdcn  üblichen  Anordnung  iler  Vulva.  Ebenso  deute  die  terminale 
Oelltiung  des  Eiergaiiges  dai-auf  hin,  ilass  dci"  denselben  umgebende 
Schlauch  durch  einen  Vorl'all  des  Uterus  entstanden  sei. 

.Man   muss  Schneider  beistimmen,   wenn  er  liehauplet,   dass  die 
Organisation   der  Sphaerularia    sich  weit  ungezwungener  seiner  Aul- 
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laäsuiii^  anpassl»  als  iIlt  von  Lurbück.  Aber  der  Vorgang,  den  Schnei- 
der aDQaliin ,  wai'  ein  bisher  uiierbiirlcr ;  seine  Deutiiini^  war  aiicli 
QJchl  der  iinriiillelbaren  Buobacliluiig  entnommen,  sondern  auf  GrtiDd 
gewisser  Thatsacben  bloss  eischlüsscu  —  und  so  konnte  es  tliiin 
geschehen,  dass  die  Autlassunj,'  Schneiders  zwei  Jahrzehnte  hintlurcli 
ohne  Beachtung  bheb  untl  vielleicht  sogar  der  Vergessenheil  anhoiai- 
gelallen  wäre,  wenn  Schneider  schliessHcli  (1884)  nicht  selbst  vNJedei 
durch  neue  Bcobachlungen  die  Aurnieiksainkeit  darauf  fiingelenkl 
hüttc  ^).  ^d 

Don    dirccten  Beweis    für   die  Uiclitiij;keil   seiner  AulTassung   8W 
ScHNEiiiEn  Ireilich  auch  cHescs  zweite  Mal  scliultlig  gebheben.     Mclii 
die  Bildiingsgeschiclile  dos  Schlauches  war  es,    die   er  beobachtelo, 
sondern  die  Thalsaclie,    dass  die   Bru(   der  Sphaerularia  nach  eindffi 
hingeren  Aufenthallo    im    Freien    sich    ohne    wescuüichc  Korm- 
GrössenverUnderung    /u  männlichen,  wie  weiblichen  Nematoden 
wickele,  die    ihren  zoologischen  Mei'kmalen  nacli  »ohne  Zweifel 
Gallung    Anguillula  Sehn.    (TUenchLS  Bast.)    zugchürten".     Kine 
galtung  wurde  nicht  beobachlel.     Da  die  Weibchen  noch  oline  ciU^ 
wickelte    und   belruchtungsfühige  Eier    waren,    die    MUnnchen    ^ii^V 
iniuier  nur  in  der  abgestossenen  Larvenhaiit  zur  Beobachtung  kamen, 
so  glaubte  Schneider  zunächst    annehmen  zu  müssen,    dass    dicscilx: 
erst   im  Innern  iler  Hummeln  geschehe. 

Dass   die  Embryonen,    wenn   man    sie    ihrem  Wohnlhiere 
nimiut,   Monate  lang   am  Lclicn    bleiben,     war    schon   früher   so\v( 
von  iAiBuncK^'j,  wie  auch    von    mir"')    beobachtet  worden.     Da    die- 
selben   aber    diese  ganze  Zeil    hindurch    ohne  VerUndoiung    hliebeu. 
wurde    die    Beobachtung    dahin    ausgelegt,    dass    die    Jugendfurmeii 
als   solche    in    die  llunniiehi   einwanderten    und    orsl  im  Innern 
selben   zur  Geschlechtsreife  keimen.     Auch  Sch>isidei«  hielt  dies, 
vor  er  die  Geschlechtslhiere  kannte,  für  wahrscheinlicli   und  niacbli' 


äcllx: 

I 
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l>eu. 
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I)  üeber  die  EnlwicI^JuriH  von  SplKieriil:iri:i  boiulii.    Zoologische  Üeilrüge  ^'^ 
A.  SciiNEiDKn.   M.  i.    1«83.  S.  I  IT. 

2}  L.  c.   p.  7. 

3)  JatircKberkvlil  f,  tS76 — 1879.  S.  «53.  (Da  diese  Mittheiliiiiy  dem  Hefe- 
rale  ülter  oinc  von  \ .  Llnstow  gelieferte  Beschreibung  der  Sphiierijlari:i-Bn»l)n<'n<n> 
iMiigffiigl  war,  lial  Sciinkieikk  dieselbe  irrlliiiniliclier  Weise  dem  Lelzlern  iug^_ 
schrieben.     A.  a.  U.   S.  3   Anni.) 
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he  von  Versuchen,    die  llunimelii    kilosllich    iiiil  ilen 
inücircn,  ohne  dabei  jedoch  das  crwuuüchte  UcsuUal 

t  der  Erkcnntuiss,  dass  die  Eiubryonen  schliesslich  iui  Freien 
leschleciilsreife  kuiiiiiien,  iiuisslen  diese  K\[ierirnente  nyliij'liL'h  eim*. 
jndere  KiciiUiiii;  nelimen.  An  Sleüe  der  EiiiljrMnieD  wurden  jetzt  ilie 
Gesclilechlslhiere  verfüllorl  —  freilich  wiederuni  ohne  berriedii5'e[ide 
Erfolge.  Es  gelang  allerdings  niehrfuch,  junge  erwachsene  Königin- 
nen zur  Aufnalunc  von  Sphaerularien  zu  vei-anlassen,  aber  die  Para- 
siten hltebcn  itu  Darnikanaie  unverlindeii  und  wanderten  mich  nicht 
ihircli  die  Itanuwand  hindurch  in  die  Leilieshülile.  Ebenso  wenig 
lirang  jemals  ein  Wurm  von  aussen  dui'cli  die  Haut  ein.  Elwas  an- 
ders vei'hiellcn  .sich  die  Würmer  in  den  lUimniellarvcn,  insofern  we- 
nigstens, als  sie  hier  deutlich  wuchsen  und  sich  verdickten.  Aber 
audi  hier  kam  es  nicht  zur  Einwanderung  in  die  Leibeshühle,  viel- 
leidit,  wie  Scuneiiier  annahm,  desshalb  nicht,  weil  die  Laiven,  die 
zum  Zwecke  der  Fütterung  aus  den  Waben  genommen  werden  uiuss- 
len,  sUmmtlich  nacJi  4 — 5  Tagen  zu  Grunde  gingen. 

Nichtsdestoweniger  glaubte  Schneider  auf  Grund  dieser  Erfahrun- 
gen annehmen  zu  dürfen,  dass  die  bifection  der  Ibinuueln  in  die 
Zeil  des  Larvenlehens  falle.  Er  dachte  sich,  dass  die  Spliaerularien 
von  den  Arbeitern  in  die  Ilummelnesler  verschleppt  wüiden  und  hier 
den  Nahrungsstolfen  sich  beimischten.  Natürlich  sollten  es  unter  sol- 
chen Umstunden  auch  nicht  bloss  die  Larven  der  Königinnen  sein, 
Nvelche  sich  mit  jungen  Sphaerularien  inlicirten,  sondern  mit  gleicher 
^Viilirscbeinlicbkeit  auch  <lio  Ubi'igen  Insassen  des  Nestes,  nur  dass 
ilit'sc  ihre  I'ai'asitcn  nicht  zur  vollen  Entwicklung  hriichlen,  weil  nur 
ilie  Küniginuen  den  Winter  idjerdauertcn  und  lange  genug  lebten,  um 
die  Molamorphoso  der  Sphaerularien  sich  vollenden  zu  lassen. 

Heber  die  Art  und  den  Gang  dieser  xMctamoiphose  gicbl  die 
neue  Entdeckung  keinerlei  AufschUiss.  Nach  wie  vor  bleiben  wir 
io  dieser  Hinsicht  auf  Vermuthungen  angewiesen,  wenn  auch  diese 
inijuer  mehr  zu  Gunsten  der  ScHNEuiEit'schen  Auflassung  hinneigen. 
Uaji  neaiatoide  Wiiriuchen  entbehrt  des  Spicularajiparates,  der  doch, 
wie  wir  durch  Scuneiüer  wissen,  der  mlinuhchen  Sphaerularia  zu- 
iiomujl,  ejj  tritgt  den  Schlauch  an  derselben  Stelle,  an  der  das  jung- 
fräuliche Weibchen  die  Vulva  besitzt,  es  lüsst  sich  auch  der  Schlauch 
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selbsl  iingexwungon  nuf  <lie  in  nur  eJnracliLM*  Zahl  vorliiiiulcae  weil) 
lictie  Geschleolitsrührc  zurilckriiliicn.  Da«  alles  scheint  in  ik-r  Thai 
die  Annalnno  zu  uiitorstill/en ,  dass  die  ausgCAvachsene  Sphaonilaria 
L'in  vvt'iblichei'  Wurm  luil  vürgcrall<.'nen»  Uterus  sei.  Und  doch  kann 
man  sich  Angesichts  der  colossalfu  Grosse  und  der  selbsltiniligcu 
l^nlwickhing  des  anliüngenilen  Schhuiches  der  Bedenken  nicht 
vvehi'cn.  Ein  Organ,  das  unabhlingig  von  seinem  Triiger  wHchsl  ii 
ganz  nach  Arl  eines  selbsliindigeii  Wesens  sich  entwickelt,  ein  sol- 
ches Organ  vvai  nach  wie  voi'  noch  nirgends  sonsl  beobaclili'l 
Mochten  immerhin  tlie  Verhiillnisse  des  parasitischen  Lebens,  tho  jii 
so  viuH'ach  au<lcrs  sind,  als  die  der  freien  (ieschöjife,  die  li\islcii 
eines  derartigen  Clebiltles  eiinögbchen,  iiioclilen  selbst  viele  und 
wichtige  Thatsuchen  zu  Gunsten  derselben  zusanimenstimiuen  —  die 
iVulfassung  Scii^Knitin's  konnte  erst  dann  aul  eine  unbedingte  Aue 
kennung  rechnen,  wenn  es  gelang,  für  ihre  Richtigkeit  den  direcl 
Beweis  zu  erbringen.  UntI  das  konnte  nur  daduich  geschehen,  da 
die  Schicksale  der  eingewanderten  Würmer  und  die  Bildung 
Scidauclies  Schritt   für  Schritt  veirolgl  wurden. 

Doch  dieser  Nachweis  sollte  nicht  lange  ausbleiben,  denn  seht 
nach  wenig  meht  als  Jahresfrist  konnte  ich  meinen  FachgenosseD_ 
die  iMilthcilung  machen '),  dass  es  mir,  der  ich  dem  sonderbaren 
rasiten  schon  seit  längerer  Zeit  mein  Interesse  zugewendet  halte, 
hingen  sci^  die  Ansichten,  die  ScnNEiDEii  tlber  die  Natur  der  Sph« 
rularia  auf  Grund  ihrer  Organisationsverhlillnisse  ausgesprochen  ui 
von  Anfang  an  verfochten  habe,  durch  direclc  Beobachtung  auss 
Zweifel  zu  setzen.  Die  Möglichkeit  dieses  Nachweises  vcrdai 
zum  grossen  Theile  der  freuntllichen  Unterstützung  des  Herrn  Fi 
Kim,  in  Zürich -llottingen,  des  Vorsitzenden  des  Schweizer  enluiui)- 
logischen  Tanschvereius ,  der  mit  gewohnter  Findigkeit  es  verstand. 
dir  llummelküniginnen  in  ihren  Winterquarlieren  aufzusuchen  und 
solche  schon  gegen  Ausgang  Winters  (im  Februai-  und   Mftrz)   in  ge- 


(j  Ucber  die  Entwicklung  der  Sithncruliiria  bombi.     Zoolog.   Anzeiger  <8| 
Nr.  i94.     (l>ici  belrelTt-ncle  Aliliiiiiilliitis;  wiinle  bcrcils  Kridc  März  gcdniclkt  und 
dieselbe  Zeit  auch  an  Freunde  und   I''jc]ii4enf>s.sen   v'ersendet.)      Der  Konigl.  G( 
scbaTl  der  WisscDscIiaftcn  waren  meine  lleobachtungcn  ihreo  wcsentlicben  Ergebt 
sen  iYiWh  liercils  iu  ilor  Sitzung  vuiu   5.  März  desselben  Jahres  mitgcthcilt  word 
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nOgcuder  Menj^e  iiiir  /.iir  Di.sposiüfiii  slüHiij!.  An  •liessoni  .Mulrriulc 
kuiiule  ich  mit  Hc;;liiiuiillR'il  uiolil  bloss  die  Hililiing  und  >leli«inor- 
phosc  des  AiihangssrlilaiR-lics  Imobaclilen ,  iitclit  bloss  .sclicn ,  wie 
derselbe  als  ein  Anfangs  nur  unbeduiitundcs  Zliprclien  aus  der  Vulvii 
hervortritt  und  sieh  verluulert,  sondern  weiler  auch  die  Thiit.sache 
constaliien,  dass  die  weibliche  Reife,  d.  h.  die  IVoduetion  hefruch- 
lungsftlhiger  Eier,  erst  auf  einer  sehr  spulen  Entwicklungsslufe  aul- 
trilt,  wenn  der  Schlauch  nahezu  .seine  volle  Grösse  erreichl  LaL. 

In  anderer  Hinsicht  eri^al)en  sich  fieilich  aus  meinen  Beobach- 
Uingen  KesuÜale,  che  mit  den  Ansichten  und  Schhissfolgerungen  von 
SrH>Eii)ER  nicht  i'eclit  sliiinnen  wollten.  So  glaubte  ich  zuniichsl 
tler  Angabe  nicht  beilreleii  /ai  können^  dass  die  Uegallung  unserer 
Würmer  erst  im  Innern  der  Hummel  vor  sich  gehe.  Sic  geschehe 
schon  vorbei'  im  Freien,  wo  die  Miinnehen  ebemso  gut,  wie  die 
Weibchen  ihi'c  Larvenhaut  aljstreiftcn.  Die  nUinnlichen  Sphaerulai'ien 
fuhren  meinen  Beobachtungen  zufolge  überhaupl  niemals  ein  para- 
silisches  Leben.  Nur  die  berrucliteten  Weibchen  sind  es,  die  in 
die  Hummeln  einwandern,  aber  nicht  etwa  schon  zur  Zeil  des 
Larvenlebens,  sonilern  erst  dann,  wenn  diese  ihre  ]\letanior|>hüse 
bestanden  haben  und  ihre  Wintcnpiartiere  aufsuchen,  su  dass  es 
natüilich  erscheint,  dass  es  immer  nur  Königinnen  sind,  die  niil 
Sphaerulaiien  besetzt  gefunden  werden. 

Was  ich  in  meinen  Miltbeilungen  veröfl'enilichle,  hat  einige  Mo- 
nate später  durch  ScHNKiDßw's  »fortgesetzte  Millheilungen  über  Sphae- 
rularia  bombi«')  seine  HcstUligung  gcfun<len.  Königinnen,  die  der- 
selbe in  Blumentöpfen  mit  geschlechlsreifen  Würmern  rinige  Wochen 
zusammenhielt,  inlicirlen  sich  und  enthielten  schon  linde  üctoher 
junge  Parasiten  »mit  eben  ausgestülptem  Uterus«. 

Mit  diesen  Entdeckungen  haben  unsere  Kenntnisse  über  einen 
der  sonderbarsten  Parasiten  in  der  Hauptsache  ihren  Abschluss  ge- 
funden. Es  kann  nicht  hinger  bezweifelt  werden,  dass  es  ein  Irr- 
thum  war,  wenn  man  die  S|)haerularia  als  ein  copuliiles  Piii'chen 
dimorpher  Geschlechtslhtere  ansah.  Sie  ist  nicht  mehr  und  nicht 
wenigei,  als  ein  Weibchen  mit  vorgefallener  und  mitchtig  entwickel- 
ter Gcschlechtsröhre.    Das  Wachslhum  und  die  Entwicklung  des  An- 


1)  Zootogischc  Beitrage.    1885.    Bd.  1.  S.  Hl. 
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hangstsclklaiiehes  ijehl  aiiijunschoiiiliclier  Weise  ganz  unabhHni;!:,'  von 
dem  Wurme  vor  sicli.  Nicht  bloss,  dass  lelÄlerer  seine  früheron  Di- 
uieusionen  beihcliSih ,  wüljrend  der  Sclilaucli  um  das  Tausendfach^ 
wuchst,  der  Wurm  wird  auch  im  Laufe  der  Zeit  bo\veguntj,slos  und 
i^eht  sogar  in  vielen  Kiilleu  schon  vor  li^itilrill  der  Geschlechlsrcifc 
verloren  ').  Kein  Wunder  unter  solchen  Utnstitndcn,  dass  niao  dcti 
Schlauch  eine  Zeit  lang  für  ein  selbstiindiges  Wesen  halten  konnte, 
unil  aucli  SciiNEiuER  noch  Anfangs  darin  das  genuine  Geschlechtslhiw 
der  Sphacrularia  sah.  Heulo  freilich  ist  eine  solche  AulVassung  nicht 
mehr  gerecht  fertigt.  Der  Schlauch  ist  ein  Organ  des  weiblichen  Kör- 
pers, ein  Organ  aber,  das  nach  Art  eines  Iransphuitirlen  (Jehihlcs  in 
einem  (Vemdeti  Leilie  die  !k;dinguug(Mi  seines  Wachstliunis  und  sciiut 
Kntwicklung  (iiulet.  liei  eitu-iu  frei  lebenden  Thiere  würe  ein  sol- 
ches Verhallen  absolut  unmöglich.  Auch  der  sonderbare  Ueclocolylus 
kann  ihigegen  nicli(  ids  Beispiel  ungezogen  werden,  da  er  nach  der 
Abtrennung  von  i.\vn\  zugehörigen  iMjninchen  wnlil  den  Hegattungsael 
vollzieht,  aber  weder  Nahrung  aufninnnt,  ntjch  irgendwie  sich  ver- 
iinderl.  Das  freie  Leben  nuicht  Viu-aussetzungen,  die  nur  durch  eine 
vollslUndigert;  Instr'umi'nlirung  und  eine  gi'össere  Zahl  in  cinamlor 
greifender  Leistungen  erfüllt  werden  kunnrn. 

Obwohl  wir  somit    nun  die  Lebensgeschich le  und  den  Bau  tlcr 
Spbaerularia  in  ihit-u  allgcuieineu  Umrissen  zicmlicli  vollsttindig  kennen, 
ist   damit  doch  noch  lange  niciil   der  ganze  hdialt  dessen  erscbüpfl, 
was   der  Wurm    au  Kigenlhümltclikeilen   uns    enigegentriigt.     Unsere 
Sphaenilaria  ist  uirlit  bloss  biologisch  und  entwicklungsgeschichtlich, 
sonilern  vielfach  auch  anatomisch  und  histologisch  ein  so  ungewöliO' 
liebes  Geschö[tf,  dass  eine  genauere  Durchforschung  derselben  nicb^ 
ohne  Gewinn  für  unsere  Wissenschaft  sein  ihirfte.     Und  von  diesei** 
Gesichtspunkte  aus  wird  ilenn  auch,  wie  ich  hoJle,  die  nac [«stehen J^^*' 
Darstellung  einiges  Interesse  gewtihren  —  und  das  selbst  dann,  wea^ 
es   mir  nicht  gelungen  sein  sollte,    davon    ein   bis    in    alle  Einzeln^ 
lieitru   zutrellench's  und  erschöpfendes  IJild  zu  liefern.  J 

Lebensgeschichte  un«!  Hau.     Unseren  heutigen  lü'fabrungen 
zufolge  hat  die  Sphaeiularia  unter  dtm  Hummeln  eine  weite  Verbrei- 


1}  ScHNHißen  sit'ill  diese  .*Vngal>e  vi tiricliligcr  Weise  in  seiner  totzlen  MilOtci; 
lunf;;  in  Abrude. 
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Inner.  Sic  findot  sich  nicht  nur  in  Doulsrhhiud,  Frankreich  und  der 
Schweiz,  in  Rnghind  und  Italien,  sondern  nach  Dimmock ')  auch  in 
Nordamerika.  Und  niclit  bloss  einzelne  wenige  Ihimniclarlcn  sind  es. 
die  von  dem  Parasiten  heimgesuclil  werden,  sondern  vermutldicli 
alle,  so  viele  deren  an  Ort  und  Stelle  existircn.  Allerdings  hat  es 
den  Anschein,  als  oh  nicht  süninilliche  Arien  niil  gleicher  IlUnfig- 
keit  den  Parasiten  beheihergten  —  am  häiiQgsten  findet  man  ihn  so- 
wohl bei  lins,  wie  auch  in  England  und  in  der  Schweiz,  bei  IJom- 
Inis  lapidarius  und  B.  lerrestris  — ,  allein  das  dürfte  wohl  weniger 
ilitrch  die  specitlsclie  Naliir  der  Tröger,  als  durch  die  Verschieden- 
heit der  Umstände  bedingt  sein,  die  eine  Infection  herbeiführen. 
Dünn  dass  es  das  Aufsuchen  der  Winterquartiere  ist,  das  dainil  ver- 
bundene Uniherkrieehen  auf  der  Erde  zwischen  Moos  und  AbPcUlen, 
welches  den  um  diese  Zeit  an  den  Standorten  der  Hummeln  mehr 
oder  minder  mas.>ienhafl  verbreiteten  Geschlechtslhieren  Gelegenheit 
zur  Kinuanflerung  bietet,  wird  wohl  schweilich  bezweifelt  werden 
küiiiieu.  Damit  aber  ergiebt  sich  dann  ohne  Weiteres  eine  Reihe 
von  Momenten,  welche  jene  Ungleichheiten  erklären.  Denn  nicht 
bloss,  dass  die  Hummeln  keineswegs  alle  unter  denselben  VerhSillnis- 
sen  überwintern,  auch  die  Bedingungen  für  die  Geschlechtsentvvicklinig 
der  Sphaerularien  sind  nicht  allerorten  die  gleichen. 

In  der  Regel  ist  es,  den  Erfahrungen  Hiiil's  zufolge,  ein  moo.s- 
iK'tleckter  Waldboden,  besonders  ein  mit  Ficliten  bewachsener,  den 
die  Hummeln  zum  Zwecke  der  Ueberwinternng  aufsuchen,  eine  Lo- 
''«ililiil  also,  die  durch  die  ihr  inhaerirendc  Feuchtigkeit  fiii'  die  Auf- 
'^iiclil  der  jungen  Sfuhaernlarren  schon  an  sich  geeignet  erscheint. 
iJicIit  unterhalb  dieser  Moosdecke  lludet  man  die  Hummeln  freilich 
nur  Anfangs,  wenn  sie  die  Winterquartiere  eben  bezogen  haben  oder 
'litX'lben  bei  Ueginn  der  wi\rmeren  Jahreszeit  zu  verlassen  im  Re- 
griile  sind.  Wiihi-end  der  WinterkäUte  liegen  sie  lief  in  der  Erde 
vergraben,  gelegentlich  in  Meiertiefe,  und  immer  vei-einzeit,  so  dass 
oftmals  ganze  umlangreicbc  Strecken  durchwühlt  werden  musstcn, 
l)Cvor  einige  wenige  Hummeln  gefunden  wurden.  Besonders  er- 
giebig erwies  sich  bei  Zürich  der  Uetlihcrg,  aber  auch  hier  lieferte 
die  Arbeit   eines  Tages  nur  selten  mehr,  als   zwei  oder  drei  Exeni- 


\)  Psyche,   <886. 
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pUne.     Zum  Glücke    waron   aber  gerado    die    am  Uelliberge  ge« 
benen  Hiiiimieln    fast  sUmmUicli   mit  Spliaenilarien  besetzt   und   me^ 
sleos  soi^ar  mit  einer  grösseren  Anzahl  (6 — 8   unil  noch  mehr),  ^^^1^1 
rend   das   bei    den    anderwJtrls  gesaniniellcn  Thieren    keineswegs   in 
gleiclieni  Maasse  der  Fall  isL 

Auch  in  der  Umgegend  Leipzigs  kenne  ich  Lncaliiateo,  die 
Ueginn  des  Frühlings  in  fast  jeder  Hummel  Sphaerularien  und  meist 
in  mehrfacher  Anzahl')  aufweisen,  und  andere,  in  denen  die  Para- 
siten nur  äusserst  selten  sind.  Damit  stimmt  auch  die  Angabe  Soiiysh 
der's,  dass  es  manchmal  nur  ein  kleines  Thal  oder  ein  Wald 
in  dem  die  Sphaerularien  häufig  voiklunen,  wahrend  sie  sonst 
und  breit  vergebens  gesucht  wurden. 

Es  hat  sogar  den  Anschein,  als  wenn  ganze  mehr  oder  mind^ 
ausgedehnte  Landstrecken  in  dieser  Beziehung  sich  verschieden  ver- 
hielten. So  macht  schon  Srn.MiiDEn  darauf  aufmerksam,  dass  d^y 
Umgegend  Giessens  an  Sphaerularien  ausserordentlich  arm  sei.  L'otlH 
mehr  als  dritlhalbtauscnd  Hummeln,  die  er  in  vier  Jahren  daraufhin 
untersuchte,  waren  nur  19,  die  Sphaerularien  enthielten  (1  :  HO). 
Meine  persönhchen  Erfahrungen  stimmen  damit  überein,  denn  ich 
habe  während  meines  neunzehnjährigen  Aufenthaltes  daselbst  nur 
einige  wenige  Male  Gelegenheit  gehabt,  die  schon  von  GOttingen  aiijs 
mii-  wohlbekannte  —  obwohl  auch  hier  im  Ganzen  nur  seilen  gese- 
hene —  Sphaerularia   aufzufinden.  I 

Ob  die  Hummel  übrigens  das  einzige  Insekt  ist,  welches  nnsem 
Parasiten  beherbergt,  steht  dahin,  ("odbold  bezeichnet  auch  Vosp 
rufa  und  V.  vulgaris  als  dessen  Träger^),  giebt  wenigstens  an,  in  den 
diesen  Thieren  von  anderer  Seite  (im  Mai)  enlnommenen  Würnicm 
Sphaerularien  erkannt  zu  haben.  Bei  der  ziemlich  nahen  syslema- 
tischfn  und  biologischen  Verwandtschaft,  welche  die  Wes|)en  mit  dfl 
Hummeln  haben,  mUssen  wir  nicht  bloss  die  Möglichkeit  eines 
eben  Vorkonnuens  zugeben,  sondern  selbst  daran  denken,  dass  vi 


l)  In  einem  Falle  zählte  iclt  in  einem  Bombus  lerrcslris  deren  nlchl  we 
als  32  SliJck,   siiiiimili^li  —  es  war  am   fi.  M:ii  —  von  elwa  Cenlimelcrläuge.    |^ 
war  die  grosseste  Zahl,    der    ich  befiegnele.      Fülle    von  G — 8  Piimsilen  geh« 
ninli  hei  uns  eben  niclil.  zn  tlon  SellL-nlieilcn, 

t)  Tnirisiifl.    Linnaeaii  Socicly.   Zoology.    i    83.   Vol.  It.    p.  350. 
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leicht  nocli  nmlt^ro  Ljloich  den  Hummeln  als  heriiirhtcle  Wciliclton  in 
der  Erdo  überwinfernde  Hymenopteren  von  unserem  Paiasilcn  (oder 
Ihnllclien  Formen)  heimgesucht  werden. 

I        Reacmir  Uisst  die  mil  Sphaerularien  besetzten  HinnmelkCiniginnen, 
lue  das  oLen  erwühnl  ist,  steril  sein.     In  der  That  liilVl  m;m  unter 
lenselben    gelegentlich    auf  Exemplare,    die    in    ihrem  (jeschlechls- 
Ipparate   kein  einziges  rcilos  Ei    enthalten.     Anatomisch   sind    diese 
Organe  vollständig  entwickelt,  auch  in  den  blinden  Enden  der  Ova- 
iiiaVschlSuche   mit  Eikeimcn   besetzt,    aber   ausgebildete    Eier   IVhleu. 
I Indessen    ist  es  nicht  immer  so.     In  andern   Fällen  Iriirt  man  neben 
den  Eikeimen    aiich   auf  Eier  von  durchaus  normaler  IJeschatFenhcit. 
Aber  mir  ist  keine  K/inigin  mil  Sphaerularien  vorgekommen,  in  der 
die  Ovartalröhren    so  gleich m'issig  un<l  reich    mit  Eiern   besetzt  ge- 
wesen waren ,    wie    das  bei  gesunden  Hummeln    um  diese  Zeil    der 
Fall  isl.     bi  der  Regel  IrilU  man  nur  aul"  einzelne  wenige  Eier,  bis- 
weilen niu'  auf  ein  einziges. 

OITenbar  ist  die  Fruchtbarkeil  der  inliciilen  Königinnen  eine  weit 
geringere,  als  die  der  gesunden  Hummeln.  Die  Ursache  dtesei"  Er- 
scheinung liegt  auf  der  Hand.  Sie  bcruhl  noch  augenscheinlicher, 
'ili  bei  den  mit  Alhmtonemen  l>eselzten  lUlsselkUfern,  darauf,  dass 
lue  Parasiten  einen  grossen  l'heil  der  sonst  den  sich  entwickelnden 
Kiern  zu  Gute  konmicnden  Nahinngsilberschüsse  fUr  sich  selbst  bc- 
'iiispnichen,  vietleiclil  auch  schon  <birch  ihre  t)tosse  Anwesenheit  tlie 
vegetativen    Functionen   ihrer    Wirtlie    in    nachlheiliger  Weise   beein- 


Diesc  geringe  Fruchtbarkeit  trügt  denn  auch  die  Schuld,  dass 
'lio  inficirten  Hunmielköniginnen  es  niemals,  wie  ScnNEroEn  angicbt, 
iüt  Bildirng  einer  (xilonic  bringen.  Ihre  F^lugzeit  dauert  bis  weil  in 
''<^n  Juni  hinein,  wUhrend  die  gesunden  Königinnen  meist  schon  An- 
fangs oder  Mitte  Mai  ihren  Ausflug  einstellen  und  es  den  inzwischen 
erbrüteten  Arbeitern  (iberlassen,  die  Nahrungsvorrilthe  zu  sanimeln. 
Bei  einer  Nestkönigin  aber  ist  weder  von  Scil-seiueh,  noch  von  mir 
jemals  eine  Sphaerularia  gefunden  worden,  obwohl  wir  solche  von 
Localit^Uen  untersuchten,  die  diese  Parasiten  sonst  in  reicher  Menge 
aufwiesen. 

Dass  die  inlicirten  Hmiimeln  freilicii  niemals  den  Versuch  ma- 
chen, einen  Staat  zu  gründen,   möchte   ich   nicht  behauiMen.      Ange- 
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sichls  des  sonst  so  z.vvingenden  Fortpflanziingslriebes  wird  man  viel-    , 
mehr  der  Annahme  zuocigoa,  cinss  es  wenigslens  da  geschehe,  tllH 
iiberhiuipt  noch  Eier  reifen.     Aber  der  Staat,  den  die  Spliaeruhirien- 
Irüger  gründen,  wird  auch  im  günstigen  Kalte  so  volkarm  bleiben,  dfl^l 
sich  die  Königinnen  den  Pflichten  des  Nahriingserwerbs  nicht  entziehen 
können.   ünfUhig,  auf  die  Dauer  sich  zu  erhallen,  wird  derselbe  v< 
nuillilich  schon   frühe  dem  Untergange  anheimfallen,  und   das  um 
sicherer,    als    die    in  der   Leibeshühle    der    Königin    allnicihlich 
senliaft   sich   ansammelnden  jungen  Sphaerularien   dem    Leben   di 
selben  vorzeitig  ein  Ziel  setzen. 

In  der  zweiten  HHlde  des  Juli  sieht  man  keine  Königin  raefiT 
niogen.  Die  gesunden  haben  ihren  Flug  eingestellt;  sie  gehen  unlef 
der  Pflege  der  immer  zahlreicher  ei'bi'Uteten  Arbeiter  der  Zeit  ihrer 
grössten  Fruchtbarkeit  entgegen,  die  inht  irten  aber  sind  abgestorl)eD. 
Schwach  und  krank  infolge  ihres  Parasilenleidens  haben  sie  sich 
unter  Moos  und  Erde  verkrochen  und  hier  oder  vielleicht  auch  in 
den  Nestern  ihr  Leben  geendigt. 

In  vielen  Füllen  mag  der  Tod  der  Hummel  nun  auch  deo  Un- 
tergang ihrer  Parasiten  zur  Folge  haben.  Aber  so  ist  es  nicht  inintfr. 
Ich  habe  mehrere  Male  gesehen,  dass  die  jungen  Spliaerularicii  in 
meinen  Zwingern  massenhaft  aus  den  Leibern  der  abgestorbenen 
Hummeln  ausschwiirmten  und  an  der  unliegenden  Glaswand  empor- 
stiegen. Es  geschah  immer  nur  dann,  wenn  die  todten  Hummel» 
dem  feuchten  Boden  auflagen,  und  auch  dann  nicht  in  allen  Fällen. 
Vielleicht,  dass  die  Würmer,  um  selbstlindig  auswandern  zu  können, 
einen  gevvi.ssen  Reifezustand  besitzen  müssen,  den  sie  erst  nach 
längerem  Verweilen  in  ihrem  Trllgei"  erlangen.  Auch  bei  Culliirver- 
suchen,  die  man  mit  den  aus  den  Hummeln  entnonunenen  WUrniom 
ansteht,  gehl  slels  ein  bedeutender  Prucenisalz,  zumeist  wohl  jüngere 
Thiere,  die  noch  nicht  gehörig  erstarkt  sind  und  ihre  Ueserveilolfe 
noch  nicht  vollständig  gesammcll  haben,  mehr  oder  weniger  frühe 
zu  Grunde. 

Wenn  die  abgestorbenen   Hummeln   zu    faulen    beginnen,    dann 
sterben  die  Würmer.   Anders  da,  wo  diesell)en  in  Folge  der  tnangel 
den  Feuchtigkeit  austrocknen.     In  solchen  Füllen  verfallen  die  W 
raer   in   eine  Art    Trockenstarre,    aus   der  sie    noch   nach   mehreren 
Tagen  durch  Befeuchtung  wieder  zum  Leben  gebracht  wcrtlen  küo 
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Ein  vollslliiuligf's  Aiisirocknen  ist  für  unsore  Pantsilcn  freilich 
eben  so  ladtiich,  wie  für  die  ineislcn  übrigen  Nematoden. 

Aber  nicht  bloss  aus  d»'n  loillen  Huiiiineln,  auch  aus  den  lebenden 
kOnnpu  die  jungen  S[ih;terulurien  yuswandeni,  und  /.war  auC  dcniselboii 
Wege,  auf  dem,  wie  wir  oben  (S.  592  [28])  sahen,  auch  die  jungy 
Brut  der  Allanlonemen  in's  Freie  kommt»  durch  den  Darm  hindurch. 
Schon  Scu.NEinKH  hat  in  seiner  leUlon  MilUieihing  auf  diese  Arl  der 
Auswanderung  aufmerksam  gemacht.  Er  hiill  dieselbe  sogar  für  die 
einzige,  die  überhaupl  slaltündel,  und  glaubt,  das  die  Würmchen  ini 
Stande  seien,  den  Darm  in  ganzer  Llinge,  von  der  llonigblasc  bis 
zum  After  zu  durchbohren.  lis  will  mir  indessen  scheinen,  als  wenn 
tlic  Durchbruchstclle,  wie  bei  Allantonema,  auf  (h^n  Mastdarm  allein 
bescliränkl  sei.  Wohl  sieht  man  auch  auf  der  Wand  des  vorderen 
Darmes  vielfach  junge  Sphaerularien  aufliegen  und  oflnials  so  diclit 
gestreut  zwischen  den  Fallen  und  Muskelzügen,  dass  man  auf  den 
ersten  Blick  geneigt  ist,  dieselben  nach  innen  zu  verlegen.  Bei  niihe- 
rer  Untersuchung  aber  erkennt  man  den  Irrlhum,  und  das  nnt  so 
sicherer,  als  zwischen  den  Würmern  meist  auch  zaldreiche  Eier  mit 
mehr  oder  minder  entwickelten  Endtryonen  vorhanden  sind,  ilie  doch 
uninüglicii  in  das  Innere  des  Darmes  gelangt  sein  können.  Nur  im 
Masttlarnie  der  Hummeln  habe  ich  un/weifelliaft  junge  Sphaerularien 
aufgefunden,  nicht  bei  allen  Ihuiimeln,  aber  doch  bei  vielen  und  in 
wechselnder  .Menge.  Freilich  muss  man  auch  hier  im  Urtheile  vor- 
sichtig .^ein.  Denn  auch  hier  liegen  nicht  alle  Wurmer,  die  man 
sieht,  im  Innern.  Viele  sind  gleichfalls  dem  Mastdarm  bloss  Jitisser- 
hcli  angeheftet.  .Vnderi!  sind  nur  uuvollstUndig  eingedrungen,  indem 
sie  wt)hl  die  Aussenwand  dmrldwhrt  haben,  nicht  aber  die  cliitt- 
nös€  Tunica  intiuja ,  so  dass  sie  einstweilen  noch  zwischen  beiden 
lltiuten  gelegen  sind. 

Dass  diese  Würmer  schliesslich  aus  dem  Darme  nach  aussen 
kommen,  unterliegt  keinem  Zweifel.  Um  so  woniger,  als  die  wech- 
selnde Fülhmg  des  .Mastdarmes  (mit  einer  bald  |)nltenfrcien,  bald 
auch  pollenhallenden  Flüssigkeit)  zur  Genüge  beweist,  dass  die 
Hummeln  den  Inhalt  des  Mastdarmes  von  Zeit  zu  Zeit  entleeren.  Und 
die  auf  diese  Weise  frei  gewordenen  jungen  Würmer  werden  unter 
günstigen  Ums(tin4len  natürlich  eben  so  gut,  und  ihrer  vollständigen 
Helfe  we^en  vielleicht  noch  sicherer,  als  diejenigen,  welche  aus  den 
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lodton  Hummeln  auswanderten  oder  zum  Zweck  kiinsllichor  r.iilli 
denselben  entnommen  wurden,  eine  weitere  Enlwickelung  ciiigdiPi 
Um  die  Emhryoucu  zu  züchten,  darf  man  sie  übrigens  niclil  in 
Wasser  Überträgen.  Wohl  bleiben  iheselben  eine  Zeitlang  darin  lohon- 
dig,  aber  schon  nach  Tagesfrisl  werden  sie,  viele  sogar  schon  nach 
wenigen  Slimden,  starr  und  bewegungslos.  Was  die  Wurnichon  zu 
ihrer  Existenz  bedüifen,  ist  eine  feuchte  Luft  und  eine  feuchte  liilof 
läge.  Heiden  Bedingungen  genügt  man  nach  meiner  Erfahrung  ufl 
lieslcn  durch  Uebcrtragung  in  ein  geschlo-ssenes  Glas  mit  stark 
feuchtetem  Sand.     .Auch  auf  feuchter  Erde   gel)l   naliJrlich   die  lint 


wicklimg  vor  sich, 


füi-   unsere  Zurhii^et^issc   aber   eignet    diese   sie 


viel  weniger  als  Sand ,    tia    sie    last    immer   eine  Menge   organische 
Keime,  besonders  rilzs(JOren,  enthüll,  die  oftmals  schon    noch  kurzer 
Zeit  die  Zucht  vernichten.    Einer  Nalinmgszuluhr  bedürfen  die  jungen 
Sphaorularien  nicht,  wie   das  aiicli  S4;iinkii>ek  neuerlich  angicbt.    Sit 
zeliren  wUhrend  ihres  ganzen  freien  Lebens  von  den  KcservestolTcä] 
die   sie   als  Parasiten  sanunellen.     Trotzdem    aber   sind   dieselben  i 
beständiger  Bewegung.     Sic  schlUngcln   sich   lebhaft    in   der   dlinnffl' 
Flü.N.sigkeitsschichl,    welclie   den    Sand  bedeckt,   oiler  steigen  ander 
feuchten   Glaswand    nach   oben,    wobei    sie    sich    mit    ihren    Leibcrii_ 
nicht  selten  in  gr^isserer  Zahl  strangartig  an  einander  legen. 

Heim  Eintritt  in  das  freie  Leben  besitzen  unsere  Wormclion 
(Taf,  IL  Fig.  1)  eine  Ltinge  von  njcist  1  mm  odei-  etwas  darubc 
Ihr  Körper  ist  schlank,  höchstens  0,028  mm  dick,  und  nach  den" 
Enden  zu  müssig  verjüngt.  Vorn  Ist  dcj. selbe  abgerundet,  hinten  UH>llfaJ 
kegollbi-mig,  mit  stutii[tfer.  nach  tler  ßaiK'hfliiche  etwas  eingekrUniinl<^^ 
Spitze.  Die  Itildtmg  ist  so  charakleristisch,  dass  die  junge  SphacrM 
laria  kaum  mit  t'ineuj  anderen  jugendlichen  Nenjatoden  verwcchi 
werden  kann. 

Die  fein  geringelte  Cnticula,  die    den  Leib  bekleidet,    hat   ei 
derbe  Bosrhairenheit.     Sie  gewährt  dem  Thiere  r>fVonbar  einen  k 
tigen  Schutz,  wie  schon   daraus    hervorgeht,    dass    l'ürbetlüssigkeil 
nur  schwer  durch  sie   hindurchdringen.     So    wenigstens,     weun    die 
Witrmcr  Jiller  sind    und    die  zum  Auswandern  nölhige  Reife    erlai 
haben,     wtlhrend    jüngere     Individuen    rasch     und    vollslllndig 
Färbemitteln,   besonders  llaematoxylin,  durchtränkt  werden. 

So  weil  der  Pharynx    reicht,    ist    der   Wurmkörper  —   in  ei 
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Ausik'liniini;  von  0,18  min  —  liell  iiml  durclischeini'nd,  sonst  aber 
bis  auf  das  JUissersle  (kaum  0,045  mm  lango)  Schwänzende  uiuhircli- 
sichlig.  so  dass  unsere  TliSere  liei  aurfallcndcni  IJchle  eine  ^\eissl!^hc' 
Fai'hc  besitzen.  Es  rührl  das  daher,  dass  der  Chyliisdurm,  der 
fasl  die  ganze  Leibeshöhle  fülll,  in  seinen  Zellen  eine  Unmasse  von 
Körnchen  unil  Küijelcben  enlhcill,  die  ein  slariies  Lichlbiechungsver- 
mögen  besitzen,  als  wenn  sie  ans  Fett  bestiintJeti,  und  so  tlicht  ge- 
liÄuft  sind,  dass  sie  die  Zellenkernc  verdecken  und  die  Grenzen  der 
Zellen  mehr  oder  minder  vollslilnilig  verwischen,  lüjen  so  wenig 
lüssl  sich  im  Innern  des  Darmes  —  auch  nicht  auf  Querschnitten 
(Fig.  2)  —  ein  olTenes  Lumen  nachweisen.  Die  Zellen  beider  Seilen- 
fiüchen  liegen,  mit  der  Inhaltsnuisse  prall  ge(ullt,  so  dicht  auf  ein- 
ander, dass  man  an  Stelle  des  Lumens  höchstens  die  in  geschklngel- 
Icr  Linie    verlaufenden  Innengrenzen  unterscheiden  kann. 

Wo  die  Füllung  weniger  stark  ist,  da  gewinnt  man  die  Ueber- 
'  zeugnng,  dass  die  Zellen  alternirend,  wie  hei  den  verwandten  Wür- 
mern, in  zwei  Langsreilien  einander  gegenüber  liegen.  Sie  besitzen 
eine  langestreckle  Form,  sind  aber  von  ungleicher  Grösse  (durch- 
schnittlich 0,0;V  mm),  so  dass  ihre  Kerne  (0,007  mm)  in  ver.-^chicde- 
nen  .Abständen  auf  einander  folgen.  Die  Endzellen  der  Rilckenreihe 
bilden  an  der  Insertionsstelle  sowohl  des  Pharynx,  wie  des  Rectums 
einen  zipfel  form  igen  Vorsprung   (Fig.    1). 

Der  Chylusdarm  der  jungen  Sphaerularien  zeigt  hiernach  man- 
cherlei cigenthinnliche  Verhiiltni.sse.  Dieselben  werden  uns  jedoch 
vcrstiindlich,  sobaki  wir  berücksichtigen,  dass  unsere  Würmer,  wie 
schon  bemeikt,  im  Freien  keinerlei  Nahrung  geniessen,,  und  das  auch 
dann  nicht,  wenn  sie,  wie  es  mitunter  geschieht  —  ich  habe  solche 
Flllle  in  meinen  Zuchtgeflissen  mehrmals  constatirt  —  ohne  EintritI 
der  geschleciillicljen  Entwicklung  den  Winter  überdauern  und  bis 
weit  in  den  folgenden  Sommer  hinein,  vielleicht  bis  zum  Herbst,  also 
länger  als  ein  Jahr  liindurcli,  am  Leben  bleiben.  Wuhrend  dieser  gan- 
zen Zeit  zehren  die  Sphaerularien  ausschliesslich  von  dem  Inhalte  ihrer 
Dannzellen,  die  ihr  früheres  Aussehen  allmllhlig  verlieren,  indem  die 
Körner  und  Kugeln,  die  sie  füllen,  immer  mehr  ein.'Jchmelzen.  In 
einem  noch  höheren  Grade;  gesj'liieht  .solclics  beim  Einlrille  der  Ge- 
schlechtsreife, die   in    dei'   Uegcl    Ubiigons    gleichfalls  erst  nach  Ver- 
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I;iuf  einer    geraumen  Zeit,   gewöhnlich    gegen  Endo  September  (h\ 
im  October  (auch  noch  im  November)    slaltfindet. 

Die  Inhaltsmassen  der  Dtirmzellen  reprfisenliren  also  das  Nahrun 
material  dov  junü;en   Spliaenilarien.     Sic    sind  Reservesloffe,   wel 
dieselben  wlihrend  ilires   pariisilischen  Lebens    sammelten,    wie   w 
das  in  ganz  ithnlieher  Weise  schon  oben  bei    den   rhabdilisförniiüt 
Jugendformen  von  Allantonema  gesehen  haben.    Nur  dass  bei  letzte- 
ren die   Darmzellen  weniger  vollsLüudig  gefilllt    werden,    dafür   aber 
auch    ein  Theil  der  Reserveslotl'e  in  die  Leibeswand    eingelagert  i 
was   bei  Sphacnilaria   nicht    geschieht. 

Die  jungen  Sphaerularien  bieten  uns  also  das  Beispiel  ein 
Thieres,  das  trotz  nionaleiangen  Aufenthaltes  im  Freien  ausschlicss-^J 
lieh  von  den  Reservestoiren  h'ht,  die  es  in  früherer  Zeit,  unter  oecoi^B 
nomisch  günstigen  Verhtiltnissen,  in  seinem  Innern  aufgespeichert  liaL 
Mit  diesem  Mangel  einer  selbslsliindigen  Nahrungsaufnalnne  hanii 
niii  auch  die  Hildung  sowohl  des  Mundes  und  Pharynx,  wie  d 
Kectums,  die  beide  unfähig  sind,  in  gewölmhcher  Weise  zu  fnncti 
niren.  An  Stelle  der  .MunelolTnung  Iriigl  das  Kopfende  ein  Um 
von  drei  flachen  Hervorragungen  umgebenes  Grübchen,  das  sich  natli 
hinten  in  einen  solitlen  (Ihitinslab  fortsetzt,  der  die  oblilerirte  Moml- 
liohlr  vertritt.  Schseuier  htilt  dieses  Gebilde  für  einen  Stachel,  wio 
solcher  bei  verwandten  Arien,  be.'Jonder.s  gewissen  PflanzenniMiia- 
lodrii,  in  ihn'  Mundlu'ihle  vorkonuni,  und  liissl  denselben  auch  gt^- 
legenllieh  nach  aussen  hervortielen,  was  ich  niemals,  auch  nicht  bei 
den  Geschlecfilsthteren,  gesehen  hulje,  obwohl  das  SlJibchen  hier 
sllirker  ist  und  mehr  als  bei  ilen  Jugen<lfürmrn  in  <lie  Augen  Pällt.  Oa 
demselben  zugleich  die  sonstigen  Hequisilen  eines  Nenialodensladiels 
(besonders  dessen  Dicke  und  Zuspitzung)  fehlen,  das  hintere  Ende  übe 
dies  der  dretlappigen  Verdickung  entbehrt,  «he  zum  Ansalze  der  Vor 
zielunuskcln  dient,  auch  keine  Stacheldrüsen  vorkommen,  wie  das  g 
wiilmlich  bei  den  belrelTenden  Arten  der  Fall  ist,  halle  ich  die  Schneidei- 
schc  Deutung  für  irrig.  Und  das  um  so  mehr,  als  auch  die  sooi 
röhrige  (ihitiuwuud  des  Pharynx  bei  unserer  Sphaerularia  von  einoitt 
soliden  (Ihilinfadeu  vertreten  ist,  der  vorn  direct  in  den  Pseudosl«cli 
übergeht,  obwohl  er  sehr  viel  feinci'  ist,  hinten  aber  bis  an  «leD^J 
Chyhisdarm  sich  verfolgen  lUsst.  Die  üussere  Unihüthmg  des  Fadeo^H 
wini   von  einer  ziemlich  dicken  und  hellen  Substanzlage  gebildet,  die 
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aru  Hinterende  fast  biilbusailig  anschwillt,  aber  niii^ciKls   eine   deut- 
lich   fibrilläie    Stiuclur    zeigL      Wo    die  Anssciiwellung    beginnt,    da 
wird  der  Pharynx  riugtüruiig  von  einer  zelligen  Masse  umfassl,    die 
wohl  als  Nervenhalsbatul  zu  deuten  ist, 

Eben  so  unwegsam,  wie  Mund  und  Pharynx  ist  das  Rectum 
i  urmserer  Würmer:  ein  solider  Chilinfaden  von  unbedeutender  Dicke, 
(I<3T  in  einer  lintfernung  von  O,0iH  mui  von  der  Sdnvanzspitze  der 
cmji  licularen  Kür|)erdecke  verbunden  ist  und  von  da  bis  an  das  Ende 
d^s  Chylusojagens  sich  verfolgen  Uissl.  Eine  Afterölfnung  fehlt,  ob- 
wohl die  Körperoberllliche  an  dei-  Insertionsslelle  des  Fadens  nicht 
seilten  durch  eine  kleine  Einbiegung  markirt  ist. 

Ein  ganz  Jihnliclier  Chilinftulon  wird  dicht  vor  dem  hinteren 
l*harjtigealeiuie  mit  dov  IJauchlliäche  der  CtUicula  in  W-ilKindung  ge- 
sehen. Ich  brauche  kaum  zu  bemerken,  dass  er  dem  ExcrcLions- 
apparale  zugehört. 

Der  Darmlraclus  ist  übrigens  nicht  das  einzige  Organ,    welches 
den  Körper   unserer  Sphaerularien    von    vorn    bis    hinten    in    ganzer 
Länge  durchzieht.     Man  braucht  ilas  .Microsco)»  nur  obertltiehlicli  ein- 
Kuslelien,   um    au   den  SeitenwJinden   des  Kürjiers  unler  der  (^uticula 
roclils  wie    links    die    scharf    gezeiclineten   llonlourcn    eines    breilcm 
ü<indcs   (0,00'J  nini)   zu    erkennen,    das   sich    bis    in    die    Üusserslen 
i-oibcsenden  hinein  verfolgen  lUsst  luul  hici',  wo  es  den  Cliylusniagen 
tll>€rragt,   noch  deutlicher  iu  die  Augen   fallt,  als  lui  übrigen  Verlaufe. 
I^fiis   Hand    stellt    die    Seiten  fehl  er    dar,    die    bei    unserm  Wurme 
Pitrie  iingewöhnlidie  linlwicklung  besitzen,  wie  das  schon  vor  längerer 
^csii    VON    LiNsTDW^;     hervorgehoben    hal.       IJm    ihr   Verhallen    völl- 
ig'-i*[ulig  zu  übersehen,  nujss  man  Quersehuitle  machen,    was  bei  der 
l^llimc  der  Würmer   alleidings    seine   Schwierigkeil    hat.     iVn  derar- 
l*55en  Prlipa raten   iFig.  2)   sieht  man,    dass  die  Seiteufelder  zwei  an- 
WiVjnliche  Schlauche  darstellen,  die  dicht  auf   der  Cuticula  aufliegen 
•*«<!  mehr  oder  weniger  weil,  je  nach  den   rliumliehen  Veihliltnissen 
^^cr  Leibeshohle,  nach  innen  vorspringen.     Im  Innern  enthalten  (he- 
seU)eu  etne   pidpöse  Mas.sc,    die    von   einer   Anzahl    bliischenfürmigcr 
Wnc  i0,0038  mm'i  durclisetzt  ist.     Die  aufliegende  Cuticula  zeigt  eine 
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Im  (ici^t*nsalze  zu  tlioson  SiiilenfL'hlern  sind  ilie  :>og(U)aniileD 
Medianlinien  von  t'inor  nur  unhedeiilenden  lüntNvicktung,  so  dass 
sie  leicht  übersehen  werden  künnlen,  wenn  ihre  Anwesenheit  nichl 
durch  eine  ünterhreeUunL;  des  den  iiussereu  Bedeckuni^en  auf- 
liegenden Miiskc'lsrhluuches  sich  kund  tliiUc.  Dadurch  nun,  ilass 
iheser  Muske l seh  laue  h  die  Zwischüuräumc  zwischen  den  Seilcti-^j 
feldern  und  den  iMedianlinien  einnimmt,  erscheint  derselbe  (Fig.  ^^ä 
in  vier  Felder  gelheill,  die  je,  wie  man  am  deutlichsten  an  ge- 
lungenen (mit  ßEALE'ächeni  Citrmin  gcPtirhlen)  Inshibilionspriiparati'D 
sieht,  zwei  langgestreckte  MuskelzcUen  von  0,04  Llinge  in  sich  auf- 
nehmen. Auf  den  (Jiicrsclinitten  hegen  also  immer  aclil  iMuskeizelJPB 
neben  einander,  jedoch  nicht  der  Art  angeordnet,  dass  die  stsuk 
verjüngten  Knden  die  gleiche  Höhe  einhalten,  sundern  verschrüukl, 
so  dass  jedes  Muskelfeid  von  einem  breilern  und  einem  schniülcm 
Segmente  gebihlel  wird.  Unsere  Würmer  erweisen  sich  demnach  als 
sog.  Plalymyarier  mit  wenig  zahheichen  lliichenhaflen  Muskelzellen. 
Auch  die  Fibrillen  der  einzelnen  MuskelzcUen  sind  in  nur  geriuger 
Menge  vorhanden.  Ich  zahlte  deren  nur  selten  mehr  als  vier  iu 
jeder  Zelle.  ^J 

Wie  sonst  bei  den  Jugendformen  der  Nematoden,  so  sind  üalür^H| 
lieh  auch  bei  unserer  Sphaerularia  die  Gcschlechtsorga  ne  einst- 
weilen nur  in  der  Anlage  vorhanden.  Dieselbe  ist  klein  und  un- 
scheinbar, so  dass  sie  sich  besonders  bei  stärkerer  Füllung  der  Darm- 
zellen  leicht  der  Untersuchung  entzieht.  Sie  erscheint  als  ein  spindel- 
förmiges helles  Körperchen  von  0,008  mm,  das  in  einiger  Enlferouni! 
hinter  «lej-  Körpernittte,  gewöhnlich  auf  der  llulu^  der  achten  Dam»- 
zeile,  dicht  der  Bauchwaud  aufliegt  (Fig.    I). 

In  dem  hier  geschilderten  Zustande  verharren  nun  die  junyt'n 
Würmer  ohne  merkliche  Veränderung  Wochen  und  Monate  lang,  bis 
gegen  den  SpLUherbst  hin  die  Geschlech tsentvvicklung  eintrill. 
Hat  man  dieselben,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  direct  der  Leibes- 
höhle  eutnümmen ,  dann  gehl  freilich  der  bei  Weitem  grössere 
Theil  vorzeilig  zu  Grunde.  Und  das  um  so  eher,  je  weniger  die 
äusseren  Verhältnisse  den  Bedürfnissen  genügen.  Wenn  übrigens  di<' 
Besultalc  unserer  Zuchtversuchc  einen  lUickschluss  gestatten,  dano 
ist  es  weder  mii'  noch  Schneider  bisher  gelungen,  die  Einrichluoacn 
unserer    Zuchla[)parale    diesen    Bedürfnissen    vollsllindig    anzupassen. 
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'•ciwachung  und  Pllci^u  ktuiicii  iiniiicr  nur  einige 
•llen  Gesclileclilsreifc.     Die  übrigen  gingon  in 
k'ljtuis    ontweiler   verloren    oder    blieben 
.^  "^V.  "'^  bL'iiitM'kl  ist. 

^^^^^^  'len  Metamorphose  beslohcn  darin, 

^^        ^    ^         ^  -TS  nur    eine    einzige  Zelle   re- 

11!   Zahl    von  Kernen    erkennen 
■i.    In  einzelnen  Füllen  beginnt  diese 
^L  wenigen  Wochen,    in    der  Regel    jedoch 

•lonalen.     Isl  dieselbe  bis  zu  einem  gewissen 

.1,  ilann  hiliitel  sich  der  Wunii.    Die  iiuergeslreifte 

iiist   sich    luil  ihren  Anhiingen   (Pseudoslaehel,  Uectul- 

- .  Ductus  exeretorius)   los,  ohne  jedoch  sogleich  ahgeslrcil'l 

otdcu.      Sie    bleibt   rutleralarlig    auf  (lern    WuniikOrper    lii'gen, 

iiT  inzwischen  eine  neue  Cuticula  gebildet  hat,  und  jet/.t  rasch,  unter 

gleiclizeiligeni    starken   Verbrauch    der   Reservestollc    und    niciklicher 

Verkleinerung,  seine  Geschlechtsorgane  zur  Entwicklung  bringt.     Die 

ßewL'gungeü  werden  ilurch  die  locker  anliegende  Hülle  so  wenig  bc- 

'liriderl,  dass  der  Wurui  sich    iui  Innern  derselben   sogar  vollstUndig 

"fnzukehren  vermag  und  njit  dem  Kopfende  dann  nacli  hinten  sieht. 

'Vocii  bevor  indessen  die  Gesclileclilsmerktnahi  vollsliiindig  ausgebildet 

*Jnd,  unterliegt  der  Wurm,  inuner  noch  unter  dem  Scliulze  der  Lar- 

*'erhaut,  einer   abermaligen  Häutung.      Aber    die  Cuticula,  die   dabei 

äb^slossen  wird,  hat  die  Beschallenheit  weder  der    früheren,    noch 

jeuer,  welche  zü  ihrem  Ersätze  das  splilere  Geschicchtsthier  unigiebt. 

^Vuhrend    die    letztere    in  Dicke    und   Sculptur    \\\\i  der   Larvenbaut 

übereinstimmt,  besitzt    ihre  VoigUngerin    eine    sehr    viel    zartere   Be- 

scIiaHenheil.     Sie    erscheint    als   eine   äusserst   dünne    Membran,    ttie 

laeibt  schon  vor  Eintritt  der  völligen  Keife  abgestreift  wird,  und  dann 

vielfach  gefaltet  den  Zwischenraum  zwisclu'n  Wurm  und  Aussenhaut 

fionimnil  (Fig.  3).     Anhänge,  besonders  auch  l'scudoslachel,  habe  ich 

2to  derselben  mit  Bestimmtheit  nicht  nachweisen  künncn. 

Dass  Schneider,  als  er  die  geschlechtsreifen  S{)haeru!arien  zuerst 
heobachlete.  diese  abgestossenen  llLtule  wlüirend  der  ganzen  Zeil  des 
/reien  Lebens  in  deren  ümkieis  persistiren  liess,  ist  schon  oben  be- 
merkt worden.      Die  lange  Dauer  der  b^ncystirung  maclit  tlen  Irrlhum 
erklärlich.      StOsst  man  doch  hüuJig  auf  Thiere,  die   unter   der  allen 
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(kiticuhi  niclil  etwa  Itlos  die  «iusseren  und  inneren  AUribute  ihr 
Gcsclilechls  zur  Entwicklung  gebracht  haben,  sondern  auch  (Fig. 
auf  Mtinnchcn,  deren  Ductus  ejaculalorius  piall  mit  Sperma  gefü 
ist.  Selbst  abgestorbene  und  versclirumpftc  Würmer  werden  nicht 
seilen  unter  der  UniliilUung  aufgofunden.  Der  Tod  ist  in  solchoD 
Füllen  eingetreten,  bevor  die  Insassen  iVei  wuiden. 

Es  sind  übrigens  immer  nur  die  münnliclien  Sphaerularien ,  die 
ihre  Geschleclilsproduelc  in  so  früher  Zeit  zur  Ausbildung  bringe 
Die  Eireife  der  Weibchen  hilll  in  eine  sehr  viel  spätere  Enlwickluas 
pcriode.  Sie  Iritt  erst  ein,  wenn  die  Würmer  nach  der  inzwisch« 
erfolglen  Begattung  in  ihre  Wtrdie  eingewandert  sind  und 
Schlauch  gebihlet  halten.  Ei'sl  im  Inneren  des  lelzleren  gewinnen 
die  bis  dahin  nur  un\üllsUindig  entwickelten  Geschlechtsorgane  und 
Geschleclil-sproilncte  ihre  volle  Ausbildung.  Natürlich  werden  auc^ 
erst  auf  diesem  Stadium  die  Eier  befruchtet. 

Ob  der  Umstand,  dass  man  die  Mönnchen  trotz  ihrer  relativ« 
Seltenheit  hsiufiger  encyslirl  findet,  als  die  Weibchen,  darauf  liin- 
deulel,  dass  letztere  eine  kürzere  Zeit  in  ilucn  Hüllen  verweilen, 
will  ich  dahin  gestellt  sein  lassen. 

Was  nun  die  Geschlechts  t hier e  seihst  belritl't,  so  gleich« 
sich  diese,  iMlinnchen  (Fig.  3)  und  Weibchen  (Fig.  4) ,  in  ihret 
äusseren  Erscheinung  der  Art,  dass  man  beide  erst  bei  genauerer 
trachtung  unterscheiden  lernt.  Allerdings  sind  die  Miinnchen 
Einiges  kleiner  als  die  Weibchen  —  meist  nur  0,88  gi'oss,  wSih: 
die  letzteren  reichlich  I  mm  messen  —  aber  die  Statur  ist  bei  1: 
den  dieselbe,  und  die  Geschlecbtsunlcrschtcde  springen  nur  wc 
in  die  Augen.  Wie  die  Grösse,  so  ist  auch  die  Körperforni  i 
Ganzen  gegen  früher  nur  wenig  verändert.  Am  abweichendslon 
erscheint  der  Schwanzllieil,  indem  dieser  die  früher,  im  Larvenzi 
Stande,  bekannilich  ziendicli  plumpe  Form  ohne  Veriuulerung 
bringe  mit  einer  schlankeren  vertauscht  hat  und  am  Ende  nicht  luclir 
gerundet,  sondern  zugespitzt  ist.  Und  das  in  beiden  Geschlechtern, 
nicht  bloss  bei  den  Weibchen,  wie  Schneiueh  Anfangs  behauplolr. 
Da.^is  das  mJmnliche  Schwänzende  abgeplattet  sei,  kann  ich  nicht  bo- 
slütigen,  wie  ich  denn  auch  die  von  Sciimeider  erwähnten  zwej 
Seitenpapillen  vergebens  gesucht  habe. 

Die  wichtigste  Auszeichnung  des  Münnchens  besteht  in  der 
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»enheil  eines  Spiciilariipparaies  (ng.   ;ij,  auer   aucii    ciieser 
Üch  seiner  unbedeutenden  Grösse  wegen  nur  wenig  bcmeiklich ,  da 
die  Spicula  nicht  mehr  als  0,01  4  ujui  messen.     Sie  erscheinen  als  zwei 
bogenartig  gekrUninite  dünne  Hornstcibe,  denen  an  dem  narh   hinten 
gcrichtelen  convexen  Rande  noch  ein  Uusserst    kleines  —   und    des- 
h;*lb    auch    wohl    von  Schneiker    Übersehenes    —     hohlsondenartiges 
GletlslUc'k  anliegt.     Ob  daneben  noch  der  frillier  ganz  unverkennbare 
rectale   (>l)itinfaden    vorhanden    ist,    niuss    ich    unentschieden   lassen. 
Bisweilen  glaube  ich  ihn  gesehen  zu   haben,  in  anderen  Fällen  aber 
habe    ich    wenigstens     bei     den    Weibchen    vergebens    darnach    ge- 
sucht.    Höchstens,   dass  die  Stelle,  wo  er   früher   der  (aiticula   ver- 
bunden war,  durch  eine  kleine    Einbuchtung   ausgezeichnet  ist.     Die 
weibliche  GeschlechtsüfTnung  lieg!  eine  Strecke  weit  vorher,    0,\t — 
O.lä  nun  vor   der  Schwanzspitzc    ;Fig.   4),    also    ungewöhnlich    weit 
Mcb  hinten.     Sie   nimmt,  wie   Scri.\EiDEH   das    von    Anfang    an    ganz 
I  richtig  erschlossen  hat,  die  Stelle  ein,  die  sptiler  den  Schlauch  trägt. 
Besondere  Auszeichnungen  fehlen,    kaum    einmal,    dass    die  Lippen- 
rllnder  etwas  sich  aufwulsten. 

Wie  die  Kürperform,   so   ist  auch    die    innere  Organisation  der 
Gcsclilechtsl liiere    bis    auf  die   jetzt   ausgebildeten    (jcneralionsorgane 
im  Wesenllichen  die  frühere.     Es  gilt  das  namentlich  auch   von  dem 
l'seudostachel,    der    freilich    an  Dicke    und  Ltinge    zugenommen  hui, 
i^Jost  aber   dein    Mundslachel    eines    Tytenclius    in   Nichts    llhnlicher 
i  geworden    ist.      Auffallender    sind    die    Verllnderungen    des    Chylus- 
'  tJarmes,  dessen  Rescrvesloffc  grossentheils  verbraucht  und  der  Art  ge- 
i^'^hwunden  sind,  dass  derselbe  gegen  frtihei-    hell    und   zusaninienge- 
fyih'n  aussieht.     Bei  \Vunuei-n,  die  sich   der  Geschlechtsreife  ntihern, 
"*il   man  Gelegenheit,  den  Uesoi'[)tionsj»r()cess   in   seinen  Einzelheiten 
*U    verfolgen.     Man    sieht    nicht    blos,    wie    die  den   Darnizellen  ein- 
gelagerten   groben    Körner    allmühlich    kleiner  werden,  oftmals  auch 
**ne  ovale  oder  stübchenförmige  Gestalt  annehmen,    sondern   erkennt 
ro   deren    Umkreis  je   einen   hellen   Hof,    der  auf  Kosten  der  einge- 
schlossenen   Masse    immer    melu"    sich    vergrüssersl   und   veidüssigt, 
bis  schliesslich  an  Stelle  des    früheren  Zelbniinhalls   nur    noch     eine 
VüQ  feinen  Körnchen  durchsetzte   helle  Substanz  geblit^ben  ist. 

Was    aber    vor    allem    Andern    unsere    Aufmerksamkeit    in    An- 
spruch nimmt,   ist   die   Uildung    der  Geschlechtsorgune,  die  den 


^EÜCKAHT, 


Knlwiükluiigsizuslaiul    unserer  Würmer   am    bestimuUosten    zum 
druck  briui^t.     Auf  tU'U  erslen   Dlick    freilich    fallen   die    betrelTeDilen 
Tlieilö  nur  woaii,'  in  die  Augen.     Sie  haben  nahezu   dasselbe   bif 
Auii.st'hen,  wie  der  Chytusdarm,    dem    sie   dicht    anliegen,    und 
k(.Mnes\veij;s  überall  so  scharf  conlourirt,  dass  sie  gleich  von  vornhei 
in  ihrem  ganzen  Verlaufe  sich  Übersehen  Hessen. 

Der  mcüinliche  Apparat,  mit  dem  wir  unsere  Darstellung  begioneo 
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erscheint    (Fig.    3),    wie    gewöhnlich    bei    den  Nematoden,    als 
einfache  Röhre,  die  von  der  GeschlechtsOlTnung  nach  dem  Kopfe  zu 
emporsteigt.     Ihre  Länge  ist   nicht  eben    bedeutend   und  ihr  Verlauf 
sehr  einfach,  indem  sie  nur  wenig  über  die  Körpennitte  hinausrci(i^ 
und  höchstens  am  obersten  Ende^    das    meist    hakenförmig   umbie^^ 
von  der  geraden  Uicht*ing  abweicht.     Auf  halber  Höhe  ist  sie  durch 
eine   tiefe   Einschnürung    in    zwei  Abschnitte  gelheill,  einen  oheroa 
den  llodiMi,    und    einen   unleren,    dei'   nach  eingetretener  Keife 
mit  Sperma  gcfülll  ist  und  dadurch  sich    als  Ductus  ejaculatoriüs 
erkennen   giebt.      Der   letztere    misst    reichlich    (Fig,  3)    den  drillen 
Theil  der  gesammieü  Kör|ierhiiige  und  hat  im  gefüllten  Zustan<le  eine 
so   betr'tlchlliche    Dicke   (0,034  mm),    dass    er   dicht   an    den  heil« 
vvJlnden  anliegt  und  den  daneben  hinziehenden  Theil  des  Cii^lusdani 
zusammendrUckl.     Da  der  Hoden  nach  der  Füllung    der  Samenblasii 
stark  zusamuienfülll,  und  in  seinem  oberen  Theile  fast  fadenartig  iltl 
wird,  darf  man  wohl  annehmen,  dass  die  mUuutichen  Sphacrular 
eine  nur  zeillich  begrenzte  Biuuslperiode    durchlaufen    uml   das 
gattungsgeschül'l  sehr  bald  nach  deui  Eintritte  der  Reife  vornehioe' 

Die  SauKuikurporchen  selbst  sind  von  ausserordenl lieber  Klcii^' 
heil,  so  dass  ihre  Grösse  mit  den  gewöhnlichen  Messvonichlunj 
nicht  genau  sich  bestimmen  iHssl.  Es  gilt  das  namonllich  von 
sUuk  ItchLbrechcndcu  runden  Kernen,  die  überall  so  dicht  gcdrUn^ 
beisanmien  liegen,  dass  die  sie  umgebenden  zarten  Protoplasmahö^ 
nur  selten  deutlich  hervortreten.  Ueber  die  Entwicklung  der  Samei^ 
elemcnte  weiss  ich  ein  Näheres  nicht  anzugeben.  Uasere  Spha»"' 
rularia  ist  ein  für  solche  Untersuchungen  nur  wenig  gceigiu; 
Object. 

Die  weiblichen  Organe  (Fig.  i)  stimmen  insofern  mil  eleu  mü 
liehen  ubcrein,  als  sie  gleichfalls  eine  nur  einfache  Gcschlet 
rühre  aufweisen,  wie  solches  schon  von  SciiKEmEK  bemerkt  isl.    Eboü-^ 
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zejgi  (UM  *ei'Uuii  und  üie  Anortmiiiii^  tiors 
Uebercinsliainiuni^  nitl  dem  Verhalleo  der  miinnlicticn  Thcilc,  insoFcrn 
%venigslens,  als  üikIi  dor  weibliche  Gt^iiitalschlauch  sich  von  der  Ge- 
schlechtsüffniing  aus  in  gerader  KicltUing  bis  in  das  vordeiste  Kürper- 
drilUheil  hinein  verfolgen  lüssl,  Das  IcIkIü  dünne  l^nde  ist  ge- 
wöhnlich gleirlifalls  Kornartig  umgebogen.  Wie  bei  anderen  Neuia- 
luden  riiil  eiuraclier  weiblicher  Geschleclitsrülu-c  (Tylenchus),  ist  bei 
unserem  Wurme  übrigens,  wie  schon  Schxeirem  Jiervorhebl!,  noch  das 
Rudiment  eines  zweiten  Genilaischlauches  vorhanden,  ein  divertikel- 
arliger  kurzer  Anluing,  dor  eine  nach  hiuten  gerichtete  Forlselzung  der 
Scheide  darslellL  Die  Scheide  selbst  ist  ein  elwa  0,17  mm  langes, 
ziemlich  krül'tiges  Rohr,  das  im  Innern  ein  Epitliel  erkennen  ISisst,  und 
in  einen  lungern  (0,38  nnu]  und  weitern  zweiten  Abschnitt,  den 
Uterus,  übcrruhrt,  dessen  Innenllüche  nacii  Schneidkii  mit  grossen 
potyedrischen  Zellen  bekleidet  sein  soll.  Das  ladcntöriuige  dilnuc 
['indstUck  erweist  sich  als  Ovarium  :  der  Innenraum  desselben  ist  von 
äusserst  kleinen  hüllenlosen  Eikeimen  von  höchstens  0,001  mm  Grösse 
gefüllt,  die  je  ein  scharf  gezeichnetes  glänzendes  Kernchen  in  sich 
einscbliessen. 

ScujJEiDEfi  glaubt  in  den  hier  geschilderten  Organisationsverhlilt- 

Ois^en    der   geschlechtsreilen  Sphaerularien    hinreichende  Gründe  für 

^die  Annahme  zu  linden,  dass  dieselben  dem  (ienus  Tylenchus  Bastian 

(:=  Anguilluta  Sehn.),  das  sonst  nur  Pllanzenparasilen  enthüll,  einzu- 

Eeilien  seien.     Indessen  will  mir  scheinen,  dass  sich  gegen  diese  Auf- 
assung  gar  Manches  einwenden  lasse.     Zunächst  der  Umstand,  dass 
funscr  Wurm  weder  Mundslachel,  noch  Pharyngealbulbus  besitzt,  zwei 
lerkmalc,  die  den  Ubiigen  Arien  des  Genus  Tylenchus  ausnahmslos 
ukonunen   und  schon  bei  obeitUichlichster  Betrachtung  in  die  Augen 
fallen.    Allerdings  wird  auch  unsere  S[>liaerularia,  wie  schon  hervor- 
ehoben  ist,  von  Scuneideh  mit  einem  Mundstachel  ausgestaltet,  doch 
das  Gebilde,    welches  dieser  dafür  hüll,    liisst   keinen  Vergleich  mit 
cioeoi  wiiklichen  Stachel  zu  und  kann   nach  meinen  Untcrsuchuogeu 
[i unmöglich  damit  iilentificirt    werden.      Dazu    kommt  die    EigenthUm- 
bchkeit    der    Lcbcusgeschichte   und    das   Verhallen   der   geschlechls- 
roifen   Weibchen,    das    von  allem  bisher  Uekannten    in    autlallendster 
Weise    abweicht    und    schon    für   sich   allein    hinreichen    dürllf.    die 
Selbständigkeit   des  Genus    Sphaerutaria    —    in    einem    gegen    IrUhei 
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tillenlings  betriiclillich  moiliticirlen  Sinne   —    für  alle  Zeit   zu  n 
terhgen'). 

Wie  lange  unsere  Würmer  nach  ihrer  geschlechtlichen  Ausbil- 
dung im  Freien  leben,  muss  ich  unenlschieden  lassen.  In  meinen 
Zuchtj^eHLssen  gingen  tlicselhen  rasch  an  Zahl  zurück'*),  zumal  dieie 
ohnehin  immer  nur  eine  geringe  war.  Es  wollte  mir  nicht  eiooial 
gelingen,  den  BegallungsacL  zu  sehen  oder  Irisch  begattete Weibct 
aufzufinden^;.  Tiolztleni  zweitle  ich  keinen  Augenblick,  dass  uns 
Wuiiiier  sich  während  des  freien  Lebens  begatten,  und  nicht  e| 
erst  in  der  lliMiiiiiel,  wie  Schneiüek  Anfangs  annahm.  Es  ist  llM 
die  Hescludrcnlicil  des  miinnliclien  Geschlechtsapparates,  l>esomlpR 
die  l'rUhzeiLige  Füllung  der  Sameublase,  die  meine  Ansicht  besliuiml. 
theils  auch  der  IJni^lamK  dass  in  den  llununeln  immer  nur  hej:;)l- 
letc  Weibchen  gefunden  wcr<.len.  Allerdings  hat  mir  diu  Gelegenheit 
gefehll,  Hammeln  zu  untersuchen,  deren  Würmer  erst  eben  begall^ 
waren,  —   die  jüngsten  von  mir  gefundenen  Parasiten  stammten 


l)  Audi    die  Specitisbezoichnung  » liouibi »    NViril    von  Sciineiüer   neuerdifl 
beanstandet,  »da   iiiicli  einur  von  BiioolI'iu  mit  Kcchl  aurgestellloa  Regel  eio  E>a- 
gewiMdewurm    seinen  Namen    oiomals    von  seinoni  Wirihe    tnigcn  darf«  (a.  a.  U. 
S.  SSI).    Sie  wird  unler  Berücksichtigung  der    —    schliesslich  auch   von  SnijU 
HKh  iinorkrtunlen  —  ThaCsacJic,   dass  die  Sphaerularien  erst  dana  in  die  Huninil 
einwandern,    wenn    diu  Arheiter  und  Drühiion   bcroils    zu  Grunde  gogan^vD 
durch    (];i<s   Beiwort   »cunctalrix«    ersetzt.      Ich    kann    dieser   weilcren   A(*ndi'r 
ebenso  weniy  beislitiimeii,    wie  der  früheren.     Die  von   IUidolphi  «mit  Hedil» 
ladulle    Üenennimitswoise    belriJtl    nioincs   Wissens    niciu    die    Wirlhc    der  KiD 
weidcwiirtner   —    UiMKU.i'ni  soibsj    Jml    zalitreiclie  Arten    nach    ihren  Wolmlliia 
benannt  — ,   sondern  hezioht   sich  auf  die  Sitte,  Eingeweidewürmer  mich  Autoren  W 
nennen,    wie   es   in  iillerer  und  neuerer  Zeil   hiiuli^  tjeschehen  ist.     AbtT  sc* 
auch,   d«ss  ich    in  dieser  Annahme  irrte,    so  kann  doch  die  Ueacimun^  nadi 
Wirllie  nidit  olnie  Weiteres  für  verwerflich  gehalten  werden,   wenigstens  nicht  ** 
ian^e,  wie  niiiu  bei  frei  lebende«    Jlüeren  den  Specialnarnen  dem  Vaterlandc 
niiiunl ,    und    auch    dann     noch    beibehiilt,     wenn    diese   anderswo  gefunden 
den.     Unter  solchen  Umständen  sehe  ich  keine  Venuilassung,   unsere  Sptiaorti 
bombt  anders  zu  benennen,  ats  Leon  Duruun  einsl  es  gcthan  hat. 

3]    ScuNBiDEn  hielt  die  jungen  Spliacrularicn  nach  Eintritt  der  USulung 
drei   Wochen  am   Leben.      A.  a.  O.   S.  •2.i9. 

3)   I^henso    scheint   es    anrti    SrHNEiiniin    erKanncri  zu  sein,    obwohl   dct 
id)ei    eine  grössere  Uengc  geschlechtsreifer  Sphaerularien  dtsponirte, 
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^r  zweiten  Ulilfto  des  Winters,  aus  einer  Zeit  also,  die  vermullj- 
^h  um  mehrere  Monate  splUer  ftUlt,  als  die  Bet'attiing  — ,  aber 
|]  habe  doch  mehrfarli  Sphaerularien  gesehen,  die  erst  im  An- 
jpige  der  Schlaiirhenlni<'k!uni^  standen,  sonst  aber  in  ihrem  Ver- 
ilton  von  den  frei  lebenden  Weibchen  ao  wenig  verschieden  waren, 
Iss  man  daneben  wolii  anch  ilie  Existenz  von  miinnhchen  Würmern 
jlte  erwarten  sollen,  falls  diese  libt-rhaupt  ein  paj-asilisches  LeluMi 
brtcn.  Ebenso  hat  ScnNEniEit  in  tlen  durch  r.ohubilatirm  mit 
Bien  Gesclilechtslhicren  von  ihm  inlicirten  Hummeln,  die  er  Knilc 
elobers,  liüchslens  zwei  bis  drillehalb  Wochen  nach  der  Infeclion, 
^Icrsiichte'),  nur  weibhche  S|)liaernlarien  vorgefunden.  Es  ist  auch 
|nst  nicht  unerhfirl,  dass  der  Pai'asitismiis  einer  Thierfnrm  auf  die 
feibchen  allein  beschiUnkl  bleibt,  ^i^'hl  bloss,  dass  die  I-ebens- 
^chiclite  ties  Sandllolies  (Pulex  s.  llbynclioprion  penelrans)  hier  als 
fngsl  bekanntes  Analogon  sich  anziehen  lässt,  wir  w<»rden  sjiiUer  in 
pm  so  vielfach  an  Sphaerularia  sich  anschliessenden  und  sysloma- 
Isch  ihr  nicht  ferne  stehenden  AlracUjnema  auch  i*incn  Wurm  kennen 
lernen,  der  sich  genau  so  verhlilt,  wie  wir  für  unsere  Sithaerularia 
PS  urmehmen. 

Die  Eiü\vand)'rung  seihst  gescliieht,  wie  kaum  zu  bezweifeln 
:ist,  si'hr  bald  nacli  Einirilt  der  Ueüc  und  der  IJegiillung,  viNnmlh- 
lid)  dann,  wenn  die  Hummeln,  wie  schon  oben  bemerkt.,  an  den 
W  Geschlechlslhieren  besetzten  Localitiiten  ihre  Winterquartieic  auf- 
ß»iclien.  So  beweist  schon  —  von  der  oben  angezogenen  Bcobach- 
lung  Schnkidkr's  abgesehen  —  der  l  instand,  dass  die  Reifeperiode 
kinserer  Würmer  so  ziemlich  in  <heselbc  Zeil  Qllll,  in  der  die  neu 
erliriiteten  Königinnen  uar'h  kurzem  Khigc  sieh  zur  Einwinterung  an- 
Micken, hu  Einzelfalle  mögen  freilich  bei  beiden  Ei'scheimmgen 
Hiancherlei  zeilliche  liilerschiede  obwalten,  so  dass  die  Infeclion  das 
*ine  Mal  friilier,  das  anilei'o  Mal  s[»Hter  geschieht,  iloch  das  kann 
Inser  Urlheil  um  so  weniger  bestimmen,  als  die  Factoren,  die  diese 
Mwankungen  bedingen  (vornehmlich  wohl  Tempci-aluruntcrschiede), 
lüf  den  Reifeleimin  der  Würmer  voi-aiissichllich  in  derselben  Weise 
W'nwirken,  wie  auf  die  Flugzeit  der  Hummeln. 

Ob  die  Würmer   in   ihren  Wirlhen   nun  sogleich  nacli  der  Ein- 
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wancleriing  ihre  Molamorphose  beginnen,  und  diese    <lann    eine  bäU\ 
liiiigf^io,  bald  auch  kürzere  Zeit  hindurch  fortsclzen,  wiri!  vermulhlich 
von  drn  üusseren  Hethnginigen  abhtinfifen,  nanienlhch  wiederum 
der  Hühc  der  iirngebonden  Temperatur.     So  lange  die  Hummelo 
woglich  sind,  werden  wahrs(.'licinlich    auch    die   jungen   Einwand 
in  ilirrr  Entwicklung  Fortschrille  macheu,  mehr  oth'r  minder  langsam 
un<l  weit,  je  nach  den  Limstitnden.    Tritt  dann    später    der  Win 
schlaf   ein,    dann  wird    die    Metamorphose    unterbrochen,    wie 
auch  sonst  bei    tlcii    l*arasi(cn    iler  Kallbliiter    in    mehr   oder   mimlor 
augentlilliger  Weise  der  Fall  ist').    Die  Sphacrularien  verharren 
rond  der  ganzen  Dauer  tiesselben  auf  dem  Hnl\>ickhingszustande, 
sie  früher  erreichten,  und  setzen  ihre  .Melaninrphose  erst   dann  fori, 
wenn  mit   dem   HerauTudien  des  Früldings  für  ihre  Träger  ein  a 
Leben  anhebt. 

Auf  diese  Weise  erklärt  es  sich  denn  auch,  dass  die  des  Win- 
ters  gesammelten    llumFuehi  Spliaerularien    beherbergen»    welche  in 
ihrer  Knlwickclung  nicht  weiter  fortgeschritten  sind,  als  Sch?ieu»ei 
bei  den  von  ihm  inhcirten  Versuchsthieren   bereits   gegen   Ende 
tobers  beoltachtete. 

Allerdings  ist   auch    in    den    gleiciizeitig    gegrabenen  Huium* 
dei'  Entwickchings/.ustand  nicht   inuner  derselbe,    allein   das  heweijt 
doch  am  Ende    nicht  mehr,    als    dass  in  solchen  Fällen    die   lnf(* 
tionszeit  oder  auch  der   Eintritt    der    winterlichen  Ruhe  nicht  gi 
tibereinstimmlen.     TrilTt    man    doch    nicht  selten  sogar    in   (IlmsoI 
Hummel    auf  Parasiten     mit    ungleich    entwickeltem    Schlauche,  bis- 
vv<;ilen  so   aulTallend   von    einander  verschieden,    dass    man   zur  Er- 
kUirting  auf   eine  mehrfache,    zeitlich    verschiedene   Infection  zurii 
/jLschliessen   steh    genölhigt   sieht.      Wo    die    Unterschiede    gerini 
sind,  da  erklaren  sie  sich  vielleicht  weniger   durch  eine  wicderlioltf 
Einwanderung,  als  durch  die  Verschiedenheiten  der  individuellen  Dis- 
position, die  bei  unsern  Spliaerularien  eben  so  wenig  fehlen  dürfleo. 
wie   bei    den  übrigen  Thieren,  bei  erstercn   aber  um  so    merklicbef 
sich  gellend   machen   werden,  als  die  EntwickeUing  des  SchlaudM 
dessen  wechselnde  Grosse  und  Ausbildung  jene  Unterschiede  r.urwW 
bedingt,  für  gewöhnlich  kaum  mehr  als  eine  Monatsfrist  in  Anspi 
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nimmt.  Die  Verluulorungen,  die  dor  Wurm  seihst  %väilnend  des  |>ara- 
Bitischen  I.f»b(?ns  orleidel,  sind  nur  wenig  autfullend  und  sjimnitlicli 
mit  den  VorgUngen  der  Schlaurlibildiini;  in  innigem  Ziisammenhtinge. 
Die  einzige  VerUnderun^,  die  man  allenfalls  unter  einem  anderen 
Gesichtspunkte  auffassen  künnle,  hetriHt  die  Grosse  des  Wurmktirpers, 
die  gegen  früher  etwas  gewachsen  ist.  VViihrend  die  oben  bc- 
Bchriebenen  frei  lebenden  Weibchen  auch  im  gUnsligsten  Falle  nur 
^enig  mehr  als  1  mm  messen,  besitzen  die  sclnnarolzenden  Si»liae- 
pularien  durchschnittlich  i'ine  LUnge  von  1,3  mm.  l'nd  das  .scbon 
die  jüngsten  dieser  Würmer,  jene  sogar,  die  eben  erst  ihren  Schlauch 
KU  bilden  im  BegrilVe  stehen,  sonst  aber  noch  inneriinilert  sind. 
Es  liegt  natürlich  nahe,  diese  Vergrösserung  als  die  Folge  eines 
AVachsthumes  zu  deuten.  Aber  es  ist  mir  zweifelhaft,  ob  iliese  Auf- 
fassung die  richtige  ist.  Die  Vergrössernng  belrilll  niimltcli  nicht 
Ijleiebinässig  den  gesammlen  Leib,  sondern  nur  den  »illelknrper,  so 
^veil  dieser  von  dem  Genitalschlauche,  und  namentlich  dem  Uterus, 
[durchzogen  wird,  wie  man  in  ilenjenigen  Füllen  erkennt,  in  denen 
der  Uterus  seine  ursprüngliche  Lage  noch  nicht  verlassen  hat  (Fig.  5). 
In  solchen  Flillen  aber  ist  der  Uterus  nicht  nielir  leer,  sondern 
Strotzend  mit  Sperma  gefüllt  und  der  Art  gedehnt,  dass  er  nalie/.u 
das  Doppelle  der  früheren  Länge  niisst.  Wenn  man  nun  annehmen 
darf,  dass  der  dadurch  erzeugte  Druck  auf  den  Wurmkörpcr  sich 
Bberlragen  und  auch  diesen  gedehnt  habe,  dann  möchte  die  Grössen- 
Kunahiiie  vielleiclit  eher  und  einfacher  als  die  mechanische  Folge  der 
Samenaufnahme  bei  der  Begattung,  denn  als  Ausdruck  eines  vitalen 
Vorganges  anzusehen  sein. 

Leider  ist  es  mir  nicht  gelungen,  in  meinen  Hummeln,  auch 
licht  in  denen,  die  zur  Winterszeit  (Februar)  aus  dei-  Erde  gegraben 
waren,  jemals  eine  Sphaerularia  in  unverlindertem  Zustande,  wie  die 
ftben  begatteten  und  eingewanderten  Würmer  ihn  zeigen  werden, 
lufzufinden.    Sie  waren  alle,  auch  die  jüngsten,  bereils   in   das  Sta- 

im  der  Schlauchbildung  eingetreten.  Aber  der  anliiingende 
Jcldauch  war  vielfach  noch  so  klein  und  so  wenig  entwickelt,  dass 
jich  die  Bildungsgeschichle  desselben   von   den    ersten  AnfUngen   an 

t  lückenlos  verfolgen  Hess  (Frg,  ö  und  G). 

Schon  LuBBucK  hat  den  Schlauch  auf  früher  Entwicklungsstufe 
{eselien,  zu  einer  Zeit,  in  der  er  nicht  grosser  war,  als  der  Wurm- 
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körper,  und  sogar  einen  Fall  nonstalirt,  in  dem  derselbe  an  G 
dahinler  zurückslaud.  Es  war  bei  einer  Hummel,  die  im  Monat  «ar? 
fliegend  gefangen  wurde.  Bei  meinen  winterlichen  Hummeln  sind 
mir  solche  Falle  zicmlidi  zahlreich  vorgekommeo.  Aber  nur  einiaip 
weniije  Male  sliess  ich  aiil'  Würmer,  bei  denen  der  Schlauch  crsi  ud- 
vollsUtndig  hervorgelreten  war.  Er  erschien  in  diesem  ZusUinde 
(Fig.  5)  als  ein  schlanker  Zapfen  von  wechselnder,  aber  immer  nur 
unbedcuU^nder  Llinge,  der  auf  der  Geschlechtsöffnung  aufsass  und  bei 
nüheier  Unlersucliung  als  die  diirch  UmsUilpung  nach  aussen  henor- 
trctende  Vagina  sich  zu  erkennen  gab.  Der  mit  Sperma  gefüllle  Uterus 
lag,  wie  das  Ovarium,  einstweilen  noch  im  Innern  des  \VurmkOr|iers, 
üei-selbe  beliUll  auch  nach  dem  Ueberlritle  in  den  Schlauch  noch 
einige  Zeil  hindurch  seine  ursprüngliche  BeschaHenheit,  ohne  an  dof 
Bildung  desselben  Antheil  zu  nehmen.  Es  ist  demnach  ein  Irrtlium, 
wenn  Schneider  den  Sphaeiularienschlauch  durdi  UiuslUlpung  des 
y  t  erii  s  enlslehen  lasst').  Nicht  dieser,  sondern  die  Scheide»  und 
nur  die  Scheide,  ist  es,  die  den  Schlauch  bildet.  Die  Bil- 
dung des  Schlauches  reprJlsentirt  also  einen  Vorgang,  den  man  als 
«prohnKus  vaginae  cuni  utero  gravido«  bezciclineu  konnte. 
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Ij  So  lesfii  wir  noch  in  dor  Icly.lcn  MiUticilung  Sciineioer's  (a.  b.  0.  S,  ItS^ 
die  freiticli,  wie  dorselbe  beiucrkt,  sction  druelifertis?  war,  bevor  ihm  niPine  Be- 
fibiittiluiiKeii  zu  lliiiidLMi  k;uiieii :  oEiitHicli  am  iü.  Oclobar  fand  ich  (in  einer  der 
tliin  li  iiit'hrwijcheiillidie  Colialiilalion  mit  Keschlechisrciron  Sphaerularien  inücirtc« 
Köiitginnoti)  zwi.scticii  den  Malpij^hi'sclien  Scliliiiuhen  vier  sehr  junge  Sphacruiari« 
von  selir  vorscliiodener  ürüsse  (?  Lt.),  sämnrlticU  mit  dem  ausgestülpt«» 
ülorus.  Leider  ist  dersetbe  sehr  znrt,  dass  ich  Iccln  Kxcmplnr  erhallen  Loniil«. 
All  dem  t'iiicri  [ixeii)|»Iar,  .in  welchem  die  Ausstülpung  ofTenbar  znletzl  eingctwl» 
war,  halle  der  S<dil(HK'1i  etwa  die  Diclie,  wciclie  eine  reife  Sphaorularia  noch  vof 
der  Ausstülpung  Ijesilzl.  Die  andere  sliirlisle  war  von  einem  Vierlcl  der  Dickf. 
welche  ein  Spliaenilarieiischlaucli  im  Frühling  liat.  Eine  Sphaeruiaria  otine  Aus- 
stülpung fiind  jiii  nicht  vor.«  —  "Eine  z^veite  Künfgin  halle  zwei  Sphaerulirien  ^ 
Leihe,  welche  die  gleiche  Dictie,  wie  die  stürk.slen  der  vorigen  iluramol  liallew 
Icli  luibe  diese  Angaben  liier  volLsliindi^'  angezogen',  um  eine  Verglcichung 
meinen  Deolmchlungen  zu  errtii^lichen.  Sie  enthalten  Alles,  was  —  nebe« 
oben  annezogenea  älteren  Noli/:  von  Libbock  —  über  die  erslen  Zuslände 
Spliaerularicnschlauches  bekannt  ist.  Eine  eingehendere  Darstellung  des  Refaä 
wäre  jcdeufalls  erwünscht  gewesen,  zumal  Öc.H>Eii)En  unter  ausdrücklicher 
n.dime  auf  detusellieii  behaiiplct,  »das  Prol)leHi,  welches  die  EntwicLluu,u  der 
nilarü)   darbül,    vollständig  geliisl  zti   liaben«. 


Die  frühesten  ZiislilnfU'  fand  ich  bei  einer  Sphaeiularia,  die  gegen 
Ende  Februar  zur  BeobachUiniy  kam  und  ihre  Vagina  kaum  zur 
lliUfle  umgestülpt  halle.  Der  Zapfen,  den  dieselbe  bildete,  besass 
(Fig.  5)  eine  Länge  von  O.t  1  mm  und  eine  Dicke  (ü,03  mm),  welciio 
nur  wenig  hinler  der  des  LUeruskörpeis  xurilrkblieb.  Den  noch  nicht 
ausgestülpten  rngercn  Theil  der  Vagina  sali  man  leicht  gesch[äinü;elt 
(hjrch  die  gan/.o  Lllnge  dos  Zapfens  hinziehen  und  am  flrundc  des- 
selben in  die  Lcibeshühle  übertreten,  um  hier  mit  dem  samengo- 
füllten  ülerus  sich  zu  verbinden.  Die  AussenfiUche  des  Zapfens  trug 
eine  einfache  Lage  ziemhcli  grosser  Kernzellen  von  0,01  mm,  die 
aber  nach  dem  Ende  zu  kleinei-  wurden  und  schliesslich  in  die  Epi- 
ihelbekleidung  des  Innern,  von  dei-  Zapfenwand  umschlossenen  Va- 
ginalabsclmittes  sich  forlsetzlen.  Mit  den  Wandzcllen  des  sj>JUeren 
Schlauches  hatten  dieselben  einstweilen  nicht  die  geringste  Achnlich- 
lichkeit.  Hüchstens,  dass  sie,  wie  diese,  nach  Aussen  etwas  vor- 
sprangen. 

An  der  A n he fhmgss teile  des  Zapfens  hingen  der  äusseren  Be- 
kleidung des  Wurmes  ein  Paar  unregehnUssig  geformte  dünne  Haut- 
lappen an,  die  sich  durch  Ausselien  und  Qucrslreifung  als  Ueber- 
reste  eitior  altgeslossenen  Culicula  zu  erkennen  gaben.  Da  ich  (Rei- 
ches auch  bei  anderen  Sphaerularicn  mit  noch  kleinem  Schlauche 
beobachtete,  sogar  ein  IVlal  das  Kopfende  eines  Wurmes  in  grüsseicr 
Ausdehnung  von  einer  lose  anliegenden  Cuticularkappc  bedeckt  sah, 
kann  iclj  nicht  zweifeln,  dass  unsere  Parasiten,  wenn  sie  zur  Schlauch- 
bildung sich  vorbereiten,  einer  abermaligen  Hihitung  unterliegen.  Es 
ist  also  nicht  richtig,  wenn  ScnNEuiER  die  Sphaerularicn  nin*  bei  der 
oben  beschriebenen  Cystenbildung  ihre  Cuticula  abstreifen  lllsst,  und 
in  der  Zweizahl  dieser  llHule  einen  Beweis  für  die  Hichligkcit  seiner 
;auch  sonst  nicht  (djerall  ziilroll'enden)  Behauptung  lindel,  dass  die 
Nematoden  Überhaupt  nur  zwei  Mal  sich  hiiuleten. 

Wie  durch  die  anhiingenden  Culicularfelzen,  so  wird  diese  nach- 
Irtigliche  lUiulung  bei  den  Sjihaerulurien  auch  dadurch  ausser  Zwei- 
fel gesetzt,  dass  die  schlauchtragenden  Würmer  beslllndig  des  Re- 
ctums  entbehren,  das,  wenn  auch  vielleicht  nicht  ganz  conslant,  so 
doch  in  manchen  Fällen  nocli  bei  den  freilebenden  Weibchen  sich 
nachweisen  liess. 

Der  Innenraum  des  Zapfens  enlhlUt  aber  niclit  bloss  das  Scheiden- 
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rühr,  so  weil  dieses  sich  noch  nicht  hervoi^esiulpl  hal,  sondom 
danehun  noch  (Fig.  5)  ein  zweites  cylindrisches  Gebilde,  dessen  an 
loniisches  und  histologisches  Verhalten  sich  einstweilen  nur  unv( 
sUindig  iinalysiren  Uisst.  Ucber  seine  Nalur  freilich  kann  kein  Zwo" 
fei  sein.  l{s  ist  dasselbe  Organ,  das  spiUer  den  Fett-  oder  Zcllt 
körpor  des  Schlauches  darstellt.  Gleich  diesem  Uisst  es  sich  scfc 
jetzt  dui'ch  den  ganzen  Zapfen  hiiidurcli  verfolgen.  Das  Verbal 
seiner  Enden  ist  niii-  nicht  klar  geworden,  doch  hat  es  ganz 
Anschein,  als  wenn  das  Gebilde  an  dei"  Ansatzstelle  des  Zapfens 
die  Leibeshühle  des  Wurmes  übertrete  und  hier  dem  Dai-mkanale 
verbinde.  Ist  diese  Auffassung  richtig  —  und  das  splilere  VerhalleT 
spricht  durchaus  zu  ihrem  Gunsten  —  dann  entsteht  tler  Fettkörper  di-s 
Schiauclies  unter  der  Fornj  eines  Daimforlsatzes.  Damit  soll  übrigens 
durcliaus  nicht  gesagt  sein,  dass  derselbe  nun  auch  in  histologisclier 
Hinsicht  vollkommen  mit  dem  übrigen  Darme  übereinstimmen  üjüssO 
Die  Zellen,  deren  Vegetation  die  Bildung  des  Forlsatzes  bedingeo. 
sind  dann  freilich  die  Abkömmlinge  von  Darmzellen,  aber  dieser  Um- 
stand schliesst  doch  an  sich  noch  keineswegs  die  Möglichkeit 
dai^s  dieselben  gleich  Anfangs  durch  gewisse  Besonderheiten 
gezeichnet  sind. 

Was   den    Uterus     unseres    Wurmes   betrifft,    so   bildet  die 
in    Folge   seiner   Füllung    einen    weiten    Kanal,    der    sich    voo 
Basis  des  Zapfens  nach  vorn  bis  fast   zur  Mitte  des  Körpers  hinzieht 
(Fig.  5).    In  Wirklichkeil   aber  ist   seine  LUnge    noch    beli-üchllicli 
denn    die    unlere    Hälfte    verltlufl    nicht   gestreckt,    wie    die  ol 
sondern    in    dichten    S|)iraUourcii,    so    <lass    der  Wnrnileib   üherlia 
des  Anhanges   bis   auf  0,0i  mm    aufgetrieben    wird    und    gegen 
schlankere    liinterleibsende    staik     sich    absetzt.      Das    Ovariun» 
gegen  früher  höchstens  insofern  veitindert,    als    es  am  oberen  Kaik, 
des  Uterus  schlingenförmig  sich  zusammengelegt  hal.    lu  analomisd^| 
und  histologischer  Beziehung  zeigt  dasselbe  noch  genau  die  früheren 
Verhältnisse.     Nach  wie  vor  erscheint  es   als   ein    fadenartig   dUi 
Anhang,  der  neben  dem  Darme  emporsteigt  und  mit  hellen  Eikeir 
gefüllt  ist. 

Das  hier  geschilderte  Stadium,   für   die   richtige  Auilassung 
Sphaerulai'iensclilauches    oU'enbar    das    wichtigste,    ist    mir    mil   u^ 
bedeutenden    Modificationen     während     der    Monate    Februar 
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■z')  vier  Male  zu  Gesicht  bekommen.  Die  Abweichungen  beUafeii 
ausschliesslich  die  Entwicklung  iiml  GrCisse  des  VorfalLs.  Atu  weite- 
blen  gingen  dieselben  bei  einem  Wurme  (Fig.  6),  dessen  Vagina  nahe- 
zu vollslündig  umgestülpt  Wi>r  und  einen  Anhang  von  0,!25  mm 
bildete,  welcher  einen  bereits  ziemlich  ansehnlichen  Theil  de.s  Uterus 
In  sich  aufgenommen  hatte.  Nur  das  iiussersle  0,U2  mm  lange  Ende 
des  Schlauches  war  davon  IVeigeblieben.  An  Stelle  des  Uterus  ent- 
hielt dasselbe  den  letzten,  einstweilen  noch  nicht  umgesliilplen  Ab- 
schnitt des  Scheidenkanales.  Der  zunlichst  darauf  folgende  Uterustheil 
iwar  nur  inftssig  mit  Sperma  gefüllt  und  weniger  ausgedehnt,  als 
«der  übrige,  weshalb  denn  aucli  der  Schlauch  an  seiner  basalen 
Hülfle  die  grü.sste  Dicke  hatte  (0,üä5  mm).  Die  früher  am  unfein 
lEnde  des  FruchlhMlters  vorhandenen  S|iiialwindungen  waren  aus- 
jgeglichen. 

>  Die    hier    mitgetheillen    Beobachtungen    beweisen    zur   Genüge, 

fflicht  bloss,  dass  es  die  Scheide  ist,  die  dinxh  ihre  Uinstülpung  den 
Sphaerularienschlauch  liefert,  sondern  weiter  auch,  dass  die  Umstül- 
pung  an  der  Scheidenöilnung  beginnt  und  von  da  allmidilich  bis  zum 
Scheidengrunde  sich  foitsetzt..  Nalih-Iich,  tlass  dieser  Vorgang  eine 
treil>en»le  Krall  vorausscl/t,  deren  Erforschung  nothwendig  ist,  wenn 
'die  vor  unseren  Augen  ablaufenden  Veränderungen  ihre  Erklärung 
Snden  sollen.  Diese  Kraft  i\hpv  kann  nur  in  dem  sich  verändernden 
Organe  selbst  gesucht  werden.  Sie  inhtirirt  entweder  dem  oben  er- 
mahnten Darmdiverlikel,  das  bei  seinem  Wachsthume,  wie  man  an- 
nehmen konnte ,  auf  die  Genitalöffnung  drückt  und  die  Umgebung 
derselben  als  Locus  minoris  resistentiae  nach  aussen  hervortreibt, 
<)der  der  Scheide  selbst.  Ich  nehme  kaum  Anstand,  für  die  letztere 
dieser  Möglichkeiten  mich  zu  entscheiden,  und  das  um  so  weniger, 
als  das  oben  (S.  645  [8!])  hervorgehobene  Zellenwachsthum  meiner 
■Meinung  nach  ausreicht,  den  Vorgang  der  UmslUlpung  mechanisch  zu 
erklUren.    Es   sind   die   Zellen    des   Scheidenepithels,    welche    dieses 


r  I)  ScHNEtDBn  scheint  einigen  Zweifel  in  die  Angabe  zu  setzen,  dass  nocli 
Bur  Wialerszeit  so  früiin  Entwicklungsstadien  sich  auHinden  Messen,  da  er  schoD 
Ende  üclober  Sphaerularieti  »niil  umgestiitplcni  Uterus «  beubactilet  liabe.  n  Falls 
feicti  diese  Angabe  bestätigt"  (a.  a.  0.  S,  ^^>1),  soll  sie  bewüLseii,  dass  die  Eiawaa- 
äcrun^  der  Sphnerulariu»  noch  in  spiilür  Zeil  erfolgen  kümie.  OlTunbar,  dass 
ScHNEibBR  dabei  den  Einlluss  der  Winlerruhe  [S.  642  [78]}  unbeachlet  gelassen  hat. 


Waciislhnm  erleiden,  al)er  nicht  von    vorn    lierein,    wie   wir  wisse« 
die  Zellen  in  ganzer  Ausdehnung,    sontlorn  zimüchst   nur  diejeHij,*«« 
wck'hc  der  Vulva  am  nächstüu  stehen.     In  Folge  dieses  Wachslbuio 
slreckt    sicli    der    basale   Thcil    des   Sdieidenkanales    in    die   Uii^e 
und  erzeugt  d*idnrch  einen  Druck,  der  aul'  den  benachbarten  Locu 
niinoris  resislcnliae  sich  Uheitiiigl  und  den  Hand  der  Vulva,  der  nirlili 
anderes    ist    als  das    Ende   der    Scheide,    nach    aussen    hervorlrcili 
Je    mehr    das    ZellenwachsLhuni    gegen     den    Sclieidengriind    for 
schreitet,  desto  weiter  wird  der  Scheidenkanal  hervortreten  müssci 
da    die    teste     Einlagerung    des    samengefiillten    Uterus    eine  Au 
gleichung    der    LUngsstreckung    durch    Emporrlicken    im    Innern  de 
Leibeshnhle  unmüglit^h  macht. 

Itil  diese  AutVassung  die  richtige,  dann  erscheint  die  Bikiung  des' 
Darmfoi'tsatzes  als  ein    mehr    secundcVrer  Vorgang.     Er  entsteht  cül- 
wcder  daduieh,  dass  die  sich  umstülpende  und  immerfort  wachsende^ 
Scheide  den  anliegenden  Theil  des  Darmes  mechanisch  in  sich  hinein 
zieht,    oder  in   Folge   einer    Zellenwucherung,    die    niüglicher   Weil 
durch  die   topologisch   damit    zusammenfallende  Wachslhumsveründe- 
rung  der  Vaginalzellen  veranlasst  ist,  vielleicht  auch  sonst  damit  irgcn 
wie  in  Zusammenhang  steht. 

Auf  Grund  dessen,    was    wir    hier    über  die  erste  Bildung  w 
BeschaiTenheit  des  Sphaerularienschlauches  dargelegt  und  schon  frillicr 
über  die   definitive   Organisation    des.selben    Ijetuerkt   haben,    hüll  es 
nicht  eben  schwer,  die  Veründoiungen  zu  Übersehen,  welche  in  der 
nachfolgenden    Entwicklungsperiode    daran    ablaufen.      Sie    bestcb^n 
im    Wesentlichen    darin,    da.ss    die    Vagina    nach    vollsuindiger  \}ii^' 
sttllpuDg   rasch    um    ein   Beträchtliches  wächst,  den   Uterus  mit  dä^d 
anhUngenden  Ovariiim  aus  dein  Wurmkörper  aufnimmt,  seinen  Inoe^^ 
räum    gegen    die    Leibesliühle    abkapselt    und    die    auf  diese    VV 
von  (lern  ursprünglichen  Triiger  völlig  isoHrteu  Organe  zu  einer  weil 
Ausbildung  bringt. 

Am  auffallendsten  unter  den  hier  aufgczühJtcn  VeründernngO'' 
ist  das  Wachsthum  des  Schlauches,  das  fast  unerhört  genanßl 
zu  werden  verdient,  besonders  wenn  man  beiUcksichtigt,  wie  kur2 
die  Zeit  ist,  die  es  für  sicli  in  Anspruch  nimmt.  Schliluche  von 
15  mm  Lfinge  und  1  mra  Dicke  sind  schon  Ausgang  Af 
nichts    weniger    als    selten;    sie    haben    sich    akso    in    nur    weni 
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Wochen  aus  einem  Züpfchon  entwickelL  das  zunächst  kaum  iiit;!ii'  als 
O,lio  mm  lang  war  und  eine  durclischnilllulie  Dicke  von  höclislons 
(J,03  mm  bosass.  In  dieser  kurzen  Zeit  hui  also  das  ursiHüngliche 
Voliüiien  sich  ungePcihr  mn  das  GOOOOfache  vergrössert.  Und  run- 
der Schhuich  isl  es,  der  dieses  Wachsthuni  zeigt,  denn  dei'  Wurm, 
Jer  denselben  trügt,  verändert  seine  friilieren  Dimeiisjanen  hfichslens 
insofern,  als  er  nach  dem  Aiistreten  des  Lleneralionsapiyarales  zu- 
^sammenftdll  und  sich  abplattet.  Auf  diese  Weise  koniuil  es  denn, 
(lass  der  Wurm,  der  von  dem  ausgewachsenen  Schlauche  vielleiclit 
15—20000  Mal  an  Masse  ilberlroH'en  wird,  immer  mehr  zuriickirilt,  je 
grösser  der  Schlauch  wird  (Fig.  13).  Und  das  um  so  mehr,  als  auch 
seine  Lebensüusseningen  athufdilich  erloschen,  bis  er  schliesslich, 
obwohl  in  seiner  Organisation  kaum  verändert,  wie  eine  leblose 
Masse,  in  Form  eines  schleifenartig  oder  auch  anders  gekrümmten 
dünnen  Fadens,  dem  Schlauclic  anhüngt.  Nicht  selten  wird  derselbe 
aitch,  besonders  an  den  gri5sseren  Schläuchen,  vollständig  veruiissl, 
und  das  sogar  dann,  wenn  diese  mit  ilusserster  Vorsicht  aus  der 
LilDiQmel  hervorgezogen  wcrtien.  StiiiNEriiEii  hat  freilich  gegen  diese 
indne  .Vngabe  geltend  zu  machen  versucht,  dass  ich  tn  solchen 
Fidlen  den  Wurm  id>ersehen  luitte,  doch  dieser  Einwurf  ist  unrichtig, 
wie  ich,  uud  mit  mir  eine  Anzahl  meiner  Schüler,  uach  vielfach 
wiederholter  Prüfung  bcliau|)ten  kann.  A  priori  tlUrfle  sich  gegen  ein 
solches  Verhallen  auch  schwer  etwas  einwenden  lassen,  da  der  Wurm 
für  den  Schlauch  jeilc  Bedeutung  vetloren  hat,  sobald  dieser  seine 
Eingeweide  aufgenommen  und  gegen  seinen  Proilueenlen  sich  ab- 
gesrhlossen  hat.  Wachslhum  und  Entwicklung  geht  dann  ohne  alles 
Ziilliun  des  Wurmes  voi-  sich,  so  dass  es  begreiflich  ist,  wie  die 
ersten  BeübaclUer  den  Schlauch  als  ein  selbstilndiges  Wesen  in  An- 
s|>rijch  nehmen  konnten.  Dass  diese  Deutung,  der  auch  Scminkidek 
Doch  IQ  seiner  ersten  Publication  zuneigte,  morphologisch  und  ent- 
wicklungsgeschichtlich nicfit  zu  rechtfertigen  ist,  bedarf  nach  unsern 
Darlegungen  keiner  weitem  Begründung.  Auch  nach  der  Abtrennung 
des  Wurmes  ist  der  Schlauch,  wie  bei  setner  ersten  Bildung,  ein 
Organ  des  Sphaerularienkürpers,  ein  Organ  aber,  das  in  einen  fremden 
Oricanisnuis  überpflanzt  ist,  und  nach  .Art  ein<\s  künstlich  trausplan- 
I/rten  Körpertheiles  in  diesem  die  Bedingungen  seiner  Ernidii'ung  und 
Weiterbildung   findet.    Unfähig  eine  selbstündigc  Existenz  zu   fuhren, 
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lobl  er  wie  der  Wurm,   dessen  Geschiclilu   er   forlseJzl,    auf  Kosleii 
seines  Wirlhes,  als  wenn  er  dem  Organencomplexe  des  letzleren  zu*| 
geliürle. 

Eij  isl  aber  nicht  blos  das  Waclisllimn  dos  Schlanches,  das 
unsere  Aiirnicrksaiiikt'it  in  Anspruch  otiiiiiU.  Auch  sonst  siiul  die 
Veriimlerungen,  weh  he  die  Entwicklunsj;  der  ersten  Anlage  l)e§leilen 
und  bedingt'n,  in  ihren  Einzelheiten  vielfacti  so  auffallend  und  eigen 
tlilimlich,  dass  es  zum  besseren  VerstUndniss  nothwendig  sein  dürfte, 
die  Bildung  des  Schlauches  auch  durch  die  späteren  Phasen  hindurch 
zu  verfolgen. 

Und  somit  wenden    wir    uns   denn    in    unserer  Darslelhuig  von 
den  bisher  belrachteli'n  Sphaerularien  xuniichst  zu  solchen  mit  ebea, 
geltildetem  Schlauche,  zu  Wilriuern  also,  bei  denen  die  Vagina  voll-' 
stund  ig  nach  Aussen  hervorgetreten   ist    und   einen  Anhang  darslelll, 
der    trotz    der    inzwischen    erfolgten  Aufnahme    des  gesammlen  GM 
schlechtsap}tarates    einstweilen    noch    an  Grösse   hinler   dem  Wurni- 
körpcr  mehr  oder  minder  weit  zuriH'kslehl  (Fig.  7). 

Derartige  Sphaerularien  hat   schon   Lurrock    (vergi.  S.   616  [5il 
gesehen,  und  vernuitliilich  auch  Sckneideii  bei  den  künstlich  von  ihm 
inficirleu  Ilurunieln  aufgefunden,  obwohl  derselbe  bei  seinen  Wuniiera] 
mir  die  Dicke  »des  ausgestülpten  Uterus«  anl'ührl,  auffallender  \\'t\s* 
aber  unterlässl,  die  Lllnge  zu  bestimmen.     .Mir   selbst    sind  Wunupr 
dieser  Entwicklungsstufe  ziemlich  hauHg  zu  Gesicht  gekommen,  nici 
blos  Anfangs,  im  Februar,  sondern  auch  spüler,    bis   zur  Mitte  .Mür« 
und    darüber    hinaus,    zu    einer  Zeil,    in   der   die   Hummeln    scIio^B 
zu   fliegen  begonnen    halten.     Sie   wurden    iheils,    wie    die  oben  1»^^* 
schriebencn  jüngeren   Formen,    frei  zwischen  den   Malpighi  sehen  G^' 
Rissen  und  den  Windungen  des  davon  umsponnenen  Dannabschnitt^^ 
gefunden,  theils  auch  zwischen  den  IJHulen  der  Darniwand.    Letzter 
aber  bloss  an  dem  zunächst  auf  die  llonigblase  folgenden  Vorderende  d< 
Chyhismagens  und  stels  in  höchst  cluirakterislischer  Haltung,  so  ds 
die  Schifluche  durch  die  Maschen  des  Muskelliaut  frei  in  die  Leibe 
höhle    hineinhingen,     während    die    Würmer     unter    derselben    \< 
sleckt   waren.      Durch   den    Sclilauch    li.virl,    schienen    letzten'    ti 
der  im  Ganzen   freilich  nur  wenig  lebhaften  schlUugelnden  Bewegt 
besonders  des  lungeren  Vorderköi  pers  ausser  Staude,  ihren  Slandurl 
zu  wechseln. 
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Das  Aussehen,  \\elcln?s  der  mit  Würmern  besetzte  Dann  thiibol, 
[war  besonders  ilann  sehr  aiin'allend,    wenn  die  Schläuche   in   mehr- 
1/achcr  Anzahl   neben    eiuiinder   vorkamen    und   bereits  so  weit  her- 
vorgewachsen    waren,    dass    sie   in    Form   von    dicken   Zotten    niilh- 
meterlang  und  darüber  nach  Aussen  iiervorragten  (Fig.  8).    SchiiSuche 
Ivon  mehr  als  2,ö  mm   Liuige  wurtlen  übrigens  niemals  mehr  an  der 
Darmwand  voigefunden.     Kein  Zwil'ÜcvI  also,  dass  dieselben  schliess- 
[lich  frei  werden,  sei  es  nun,    dass  der  Wurm,    der    noch    eine  Zeit 
lang,  wenngleich  mit   stets    abneluuender  Energie,    beweghch    bleibt, 
die    Darmwand    veriilssl ,     oder,     was     nur    nicht    unwahrscheinlich 
dttnkt,  von  dem  Schlauche  sich  ablrenn(.     Vielleicht  findet  in  diesem 
letiteren  Vorgang  die  Thatsache  ihre  Erkkirung,  dass  manche  Schltiuche, 
wie  das  oben  erwJihnl  ist,  des   Wurmes  entbehren.      Und  nicht  hios 
grossere  SchUiuche  sind  es,    die  sich  also  verhalten;     ich    habe    den 
Wurra    gclegentlicii    schon    an   Sehliiuchen    von    erst   wenigen   Milli- 
metern vermisst. 

Obwohl  es   mir    niemals   gelungen    ist,    Sfihaerularien    bei    den 

'  Hummeln  im  Innenraum  des  Darmes  selbst  zu  sehen,  so  liegt  es  doch 

Luhe,  das  eben  goschilderle   Vorkommen  mit  der  Einwanderung   der 

f  Parasiten    in    Beziehung    zu    setzen,    und  daraufhin  die  Annahme  zu 

ijrüDden,  dass  es  die  .MundoHnung  sei,   iluich  welche  dieselben  ihre 

spätere  Wohnstlilte    aufsuchen.     Ebenso    wenig    kann  man  sich    der 

'^emiulhung  enisrhiagen,  dass  die  VVachslhumsrichtung  des  Schlauches 

in  tierselben  Weise,    svie    bei   den  Pllanzeu  die  iler  Wurzeln,  durch 

t^ie  Beziehung   zu   der   Nahrungsquelle,    liier  also    der    blutfuhrenden 

i-eibeshühle,  bedingt  sei. 

Die  jüngsten  Schlüuche  dieser  Art,  die  ich  Iteobachtete  (Fig.  7), 
hesassen  eine  Liluge  von  nahezu  0,6  imu,  waren  also  halb  so  lang, 
als  der  Wurmkörper,  den  sie  an  Dicke  (0,045  mm)  übertrafen,  zu- 
">al  dieser  durch  Abgabe  des  Genitallractus  den  früheren  Durch- 
messer bis  auf  0,032  mm  verkleinert  hatte. 

Dass  die  BeschafTenheit  der  Schiauchwand  eine  besonders  zarte 
sei,  wie  ScMNEiivER  für  seine  Fülle  aiigicbt,  kann  ich  nicht  linden,  ich 
inik'lile  dieselbe  viel  eher  als  derb  und  krüflig  tiezeif-linen.  Aller- 
(iinj^s  trennt  sich  der  eben  gebildete  Schlauch  bei  mechanischer  Be- 
fiandlung  gar  leicht  von  seinem  Wurme,  allein  das  erkkirt  sich  zur 
Gcüüge  dadurch,  dass  die  Verbindung    mit    demselben    durch   einen 
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Strang  veimitlolt   wird,  dci   kaum  tleo  drillen  Tlieil  des  Wurmdurcli 
messers   ubertritri   und  Wandungen    hat,    die   an    Dicke   belr'dclillich 
hinter  denen  desi  Scliltuiclies  zurückstellen. 

Die  lelxteren  tragen  hislologiscli  einen  nocii  diacliaus  epitheliale 
Charakter.  Sie  beslehen  aus  Zellen  von  etwa  0,013  mm,  die  in  ein- 
facher Lage  einer  zarten  Tunica  pjopria  anfliegen  und  haibktigel- 
förniig  vorspringen,  so  dass  die  Überdache  des  Schlauches  jetzt  u 
weit  mehr  alö  IVllhor  ein  hOckriges  Aussehen  hat  (Fig.  7). 
hlüschenlormige  helle  Kern  (0,005  mm)  enthalt  einen  scharf  gezeicl 
neten  Nucleolus,  der  eben  so  chronialophil  ist,  wie  das  feinkörnij 
Protoplasma  des  Zelleninhalts.  Bei  Znsatz  von  Carniinlüsimg  (aninio=^ 
niakahschem  (>armin  oder  lioraxcarmin)  niiinnt  der  Schlauch  deshalb 
auch  rasch  eine  tici'rothe  Farbe  an,  die  um  so  mehr  aufTälll,  als  der 
Wuim,  der  ihn  trägt,  voilstiindig  hell  bleibt.  Gegen  das  abgertiodek' 
freie  Ende  hin  niiuini  die  Grösse  der  Zellen  um  Einiges  ab, 
denn  auch  der  Durchmesser  des  Sclilanches  liier  hinler  dem 
Wurzelendes  bisweilen  zurückbleibt. 

Schon  bei  einci-  früheren  (ioiegenheit  ist  bemerkt  worden,  da 
Schneider   durch    die    vermeintliche   Aehnlichkcit   dieses   Zcllenhcia 
mit  dem  LIterusepiihel  gewisser  Nematoden  in  der  Annahme  hesliirkl 
ist,  dass   der  Sclilauch   einem    unigestillptcn  Fruchlhidler  enlsprccln 
Was  ich  auf  Grund  directer    Beobachtungen    über   die  erste  BililuJw 
des  Schlauches  oben  miigetheilt  habe,  dürfte  die  Unhallbarkcil  dies 
Angabe  zur  Gentige  nachgewiesen  haben.     Wenn  ich  trotzdem  noc^ 
mals  darauf  zurückkoninie,  dann  geschieht  solches,  um  daran  die  B* 
merkung    zu    knüpfen,     dass    die    Aehnlichkcit    dieser    zwei    Zelle 
formen  keineswegs  so  gross   ist,    wie  man    nach  Sc»neii>eb's  Beni' 
kung    vennuthcn   könnte.     Und   das   um  so   weniger,   als  die  Zellffl 
des  ausgewachsenen  Schlauches  —  und  diese,  nicht  die  Zellen  il 
eben   erst  gobikielen  Anhanges,   hat  Schnbideh  seinem  Vergleiche 
Grunde  gelegt  —  die  für  die  Zusammenstellung  mit  den  Uteruszollen 
so  massgebende   beträchtliche  Grüsse  erst  im  Laufe  der  weitem  Ent- 
wicklung erreichen.     Anfangs,    so   lange    die  Zellen    der  noch    ni 
vorgetretenen  Scheide  angehören,  sind  dieselben  so  klein,  dass 
mand  bei   ihrer  Betrachtung  an  die  Uteruszellen  etwa   einer  Asci 
denken  vvUrde.     SitlUer  andern  sich    allerdings   die  Verhältnisse 
durch,  dass  die  Zellen  immerfort  und  in  immer  auffallenderer  W'eise 
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[wachsen  (Fig.  12,  13).  Die  iiiurphologtsche  Nulur  des  Schlaiichcs  ist 
I  für  dieses  Waclistlimii  in  keinerlei  Weise  luaüs^gebeiicl.  Viel  iiUher 
liegt  es,  darin  den  Ausdruck  einer  Anpassunt,'  an  die  eigentliümlichcn 
VerhäUnissG  zu  vertuiitlicu,  unter  welchen  der  Schlauch  existirt  und 
die  eingeschiusiscnen  Geschlechtsorgane  luil  dem  nijlliigen  Bildungsma- 
lerial  zu  versüigen  lial. 

Dieses  Zellenwachslhuni  isl  so  heträchlhch,  als  die  gewalligc 
Grössenziinahnie  des  Schlauches,  die  wir  zitfer massig  oben  feslgestelll 
»haben,  ausschliesshcJi  auf  dasselbe  zurückzuführen  ist.  Scbliuiche  von 
anderthalb  Ccntiineler  Liinge  und  darüber  —  ich  habe  SchJüuclic  von 
18  mm  gesehen')  —  besitzen  in  ilirei'  Wand  nicht  mehr  und  nicht 
weniger  Zellen,  wie  solche  von  0,G  mm.  In  beiden  zählt  man 
ilereu,  wenn  auch  mit  mancherlei  individuellen  Schwankungen,  etwa 
600 — 6ä0.  Sic  stehen  allernircnd,  wie  man  deutlich  .sieht,  sobald 
die  Schlauche  nur  einigermassen  herangewachsen  sind,  in  ÜO — 70 
yuerreihen,  je  mit  etwa  8^ — 10  Zellen  (Fig.  12),  nur  dass  diese  Zellen 
in  den  reifen  SchlHuchen  0,3  nini  und  selbst  darüber  messen,  wüli- 
i'cnd  sie  in  solchen  von  0,6  tnni  wenig  mehr  als  0,01  umi  gross 
sind. 

Es  dürfte  nur  wenige  Ihierische  Gebilde  geben,  deren  Wachs- 
thum  in  gleich  ausschliesslicher  Weise  durch  die  Vergrösserung  ihrer 
Zellen   vermittelt  wird. 

Dass  die  Vermuthung,  es  möchte,  wie  das  spütere  Wachslhum, 
]Bo  auch  die  erste  Bildung  des  Schlauches  eine  directe  Folge  des 
2ellenwachslhunis  sein,  unter  solchen  Umstunden  eine  neue  Stütze 
gewinnt,   braucht  kaiini  au.sdrUcklicti  hei'vorgohoben  zu  werden. 

Doch  kehren  wir  nach  dieser  dem  Spätem  vorgreifenden  Be- 
merkung wieder  zu  unseren  jungen  Sphaendarien  zurück.  Was  die- 
selben vor  den  früheren  Zustünden  auszeichnet,  isl  eigentlich  weniger 
che  Grösse  des  Schlauches,  als  die  Thatsache,  dass,  wie  schon  er- 
">Vcihnt,  der  früher  noch  im  Innern  des  Wurraküi'pers  beündlicho 
ThetI    i\vs    Genilafschlauches,    Uterus    und    üvarium^),    jetzt     in    die 


i  f)  Andererseils   sind    mir    auch  völlig   reife  ScIilSuche   von    nur   i   et»    \w- 

gekoinmeii. 

I  t)    Es  war  ein  Irrltium,   wenn  icli  tins  Ovariurn  noch  bei  Sphacnilariea    mit 

'  einem  3  mm  langen  Sclihviiftie  im  Innern   dos  Wurinkörpcrs  gcfunilen   zu   tinbi-n 

vermoiate  (Zoüt.  Anz.  a.  a.  0.  S.  276). 
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sclilaitchurlii^  iius|j;L'vv;tcli:5ene  Vagina  vollsUintlig  übergetrclen 
(Fig,  7).  Sonst  siiul  dieso  Organe,  zunüchsl  uenigslens,  in 
Weise  veiüodcii,  es  niUssto  iltMin  sein,  tiass  der  Uleru 
mehr  geslrccklen  Verlauf  hal  und  deshalb  Uinger  erscheint,  als  dip?  ' 
Irühcr  th>i"  Fall  war.  Als  einen  0,02  nun  weiten  Kanal  sieht  mar 
ihn  die  ganze  I.ünge  des  Sehhuiehes  (lurchsetzen  und  am  itusserüt^^ 
Kntle  desselben  dureh  eine  enge  OenVumg  ausmünden.  Da  er  1^ 
ganzer  Ausdehnung  mit  Sperma  gerulll  ist,  hat  er  eine  völlig  undurch- 
siehtige  Beschallen  heil ,  so  dass  er  aul^  den  ersten  Blick  in's  A4^| 
rüllt.  Die  Zellen,  welclie  ilin  auskleiden,  sind  kleiner,  als  die  Waml- 
zcllcu  des  Schlauches,  so  dass  die  Abgrenzung  beider  Gebilde.  Ir 
ihres  conlinuirlichen  Zusaninieiihanges,  keine  Scliwierigkeilen  rnac 
Der  etwas  verdünnte  hinli'ie  Abscbntll  des  Uterus  niacbl  im  Gegc 
satzc  m  deiJi  last  gestreckten  Voidurtlieile  einige  leiciite  Windungen, 
und  geht  dann,  in  einiger  Entfernung  von  der  Ansatzstelle  d^ 
Schlauches,  in  das  fadenfutruig  verengte  Ovarium  tlber,  das  gesclill 
gelt  eine  kurze  Strecke  den  Verlauf  des  Uterus  nach  hinten  forlsel^l, 
dann  aber  nach  vorne  undiiegl  und  bald  darauf  endigt.  Die 
saninUlÜnge  dos  Uterus  iiiag  bei  Würmern  mit  0,0  jnni  langem  .Schia 
ih(^  etwa  gleichfalls  0,t>  mm  bt'lragen,  widirend  d;is  Ovarium  ein 
weilen  kaum   mehr  als  0,25  mm  inisst. 

Du  der  Innenraum  des  Schlauches,  der  diesen  Geuitalapparat  eil 
schliesst,    trotz,  dei"   bauchigen    Hesclialfenlieit   der  Wandzelleo  eintüi 
grösseren  Durchmesser  besitzt,  als  der  Uterus,  so  würde  ersterer  o( 
unvollsländig  gefüllt  sein,  wenn  iiicbl  iler  schon  oben  erwlihnle 
Fcttkürper,   dessen  Bildung  an  die   ersten  Zustände   der  vorfallen^ 
den  Scheide  anknilpfl,  in/wischen  zu  einer  grJisseren  Kulwickluni;  S»^j 
konuncn  würe.     Als  eine  slranglTu'mige  Ma.s.se,  weit    heller,   als  d* 
saiuenhaltige  Uterus   und    xtm  geiingorer  Festigkeil,    sieht   man   ihn 
(Fig.  7)    durch    die    ganze  Lange    den  Schlauches  hinziehen  und  Jei 
Raum  füllen,   den  der  Genitalkanal   übrig  llisst.    Gelingt  es,  den  Strang 
zu   isoliren,    dann    erkennt    man    in  ihm  eine  Doppelreihe  länglich^l 
Zellen  von  etwa  0,(1  i  mm,    die  je    eine    grös.sere  Anzahl    bllischen- 
lYirmiger  kleiner  Keine  (0,003  mm),  lihulich  denen  der  Schlauchzellen, 
in  sich  einschliesscn.     Da.ss    dieser  Zoüenstrang    nach   wie   vor    dcro 
Darmkanale  anhüngl,  wird  durch  geeignete  Priiparate  (Fig.  11)   aus 
Zweifel  gesetzt.     Auf  den  ersten  Blick  wird  man  freilich  anders 
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Üieileii,  thoils^  weil  die  Zellen   des  Fetlkürpers  betrüchtlich    von  den 
jDariir/elleQ  abweichen,  Uieils  aucli,  weil  der  Darm  selbst  inzwlBchen 
lein    iiR-lirliub   abweieliendes    Verballeu    angenommen    bat.     In  Folge 
offenbar  der  Divertikelbilduug  ist  derselbe  niimlicb  einer  rUekscbieilen- 
iden  ML'tainor(>bose  aidieimgefallen.     Er  ist  nicht   bloss    stark,    wenn 
Buch  DJchl  überall  gleich mJLssig,   gescbrumpfl,    sondern    hat    viellach 
auch  den  früheren  Zellenbau  verloren,  so  dass  er  kaum  mehr  als  ein 
init   Körnchen    und    Fellballen  geCüllles  diinnhiiiiliges    Kohr  darstelll, 
'dessen  Wand    nichts    anderes    ist,    als    die    frühere   Tuoica  piopria. 
Durch    diese    Rückhildung    des  Darmes   aber   haben    nun    die  Seiten- 
;felder  Raum    für   eine  weitere  EQlfaUung  gewonnen.      Schon    früher 
ivon    ansehnlicher  Grösse,  sind    sie  jetzt    (Fig.  11)    zu    zwei    weiten 
Röhren  geworden,  die  um  so  stärker  in  die  Leibeshühlc  hinein  voi- 
springen,  je   mehi"    der    Darm  znsammenschrumpfl.     Wenn    letzterer, 
I  wie  es  in  spaterer  Zeit  gelegentlich  geschieht,    bis  auf  den  Vordcr- 
I  Iheil  schwindet,   dann    füllen   die  SeitenschlSuclie   sogar   den   ganzen 
InDenraum    des   Wnrmkürpeis.     Da    dieselben    zahlreiche   grosse  Zcl- 
lea  in  sich  einschliessen,    diese    auch   in    der  Nähe  des  dem   Wurm- 
körper    anhüngcnden    Genitalschlauches    meist    in    grösserer    Menge 
j  hinter  einander  liegen,  kann  man   leicht  in  Versuchung  ktnnmen,  lolz- 
tere   mit    den    lilemenleu     des    Fettkürpers    in    eine    genebsclie    Be- 
'  Ziehung  zu  bringen.     Ich  selbst  war  einige  Zeit  hindurch  einer  der- 
artigen Annahme  zugeneigt,    habe    mich  aber    schliessbch    mit    aller 
Bestimuilheil  davon  überzeugt,  da.ss  die  Seilenfelder  mit  dem  Schlau- 
che and  dessen  t)rganen*)   in   keinerlei  Zusammenhange   stehen    und 
ihren  Verlauf  ohne  iigend  welche  Unterbrechung  und  Ablenkung  über 
ibe  Ansatzslelle  desselben  bis  in  die  Scli wanzspitze  hinein  fortsetzen. 
'anders,  wie  gesagt.  dei-  Darm,  der  dem  Sliele  dos  Schlauches  gegen- 
liber  sich  einknickt  und  eine  Ausbuclitung   bildet,    die   in    den  Stiel 
hinein  sich  verfolgen  lässl  (Fig.  11). 

Das  tlber  dieses  Divertikel  nach  hinten  in  den  Schwanzlheil  des 


I)    Ich  prwiilme  soJclies  nioht  bloss  in  Belrell  fies  üog.    Ketlkörpers,   sondern 

üuch  deshalb,   weü  ich    ilio  SeElenfelder  Anfangs,    als    ich    don  U:iu   der  Spbaeru- 

isricn  an  QuerschniUeti  nudi  nlchl    stutürl    hiille,    mit  Yerkcnnung    ihrer    wahren 

iValur  für  das  noch  im   hiiiern  des  Wtirtnkürpers  ziiriickgehliebene  und  schhngen- 

ijrtig  ausgewaclisene  Ovariunj  liieU.    (Vergl.   S.  6ä3  [89]  Anm.) 
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Wurmkörpeis    hinein    sich    foilselzcnde    Endslück    des    Darmes 
in   der   Regel  eine   mir 


ihedeulendu  Uiuure.     Da   mit  dem  Recl 

zutiteicli  die  Fixation  dessetbeii 


in  weggefallen 


ist,  so  iiegl  es  vüilig 
Irci   im  Innern  der  Lcibesiiühlt'.    SpiUer  gehl  es  gUnzlich  zu  Gnjnde. 


Doch  es  ist  weniger  dieses  Endstück   des   Darmes,   das 


unä 


Aurmerksainkcil  in  Anspruch  iiimml,  als  vielmehr  der  zaprenPiinnq 
Fortsatz,  welcher  in  den  Stiel  des  Sehlauches  einlrilt  und  schliesSs^ 
lieh,  wie  oben  behauptet  wurde,  mit  dem  Fcllkorper,  der  den  Iclz- 
leren  durchzieht,  in  Verbindung  steht.  Damit  soll  jedoch  nicht  ge- 
sagt sein,  dass  der  Feltkörper  ohne  Weiteres  in  den  Darm  hinein 
sich  fortsetze.  Die  Beziehungen  bcidiM'  tlehilde  sind,  mügen  sie  auch 
genetisch  in  ilieser  Weise  iUilV.ulassen  sein,  doch  weniger  directe,  Ww 
schon  aus  den  Untcischieden  hervorgehl,  die  in  histologischer  Hin- 
sicht zwischen  tlinen  obwalten.  Dazu  konnnl,  dass  der  Innenrauni  ile 
Schlauches  mit  dei"  Lcibeshfihlc  des  Wurmes  nicht  mehr,  wie  frühem 
in  otl'ener  Verbindung  steht,  sondern  davon  abgetrennt  ist.  Dti 
Alischtuss  wird  durch  einen  Zellenpfropf  gebildet,  der,  wie  er  s 
lieh  mit  den  basalen  Schlauchzellen  sich  verbindet,  um  dip 
Oeilnung  /u  füllen,  die  sonst  zwischen  denselben  bleiben  wünlf. 
so  auch  in  iongitudinaler  Uichlung  sowohl  mit  dem  Fettkorper,  v\ic 
mit  dem  Darme  in  Zusanuiieuhang  tritt,  als  Bindeglied  zwisihi 
beide  sich  einschiebend  (Fig.  II). 

Dass  dieser  Pfropf  bereits  auf  dem  hier  vorliegenden  Enlwick 
hingsstadium  exislirt,  davon  habe  ich  mich  mit  aller  Bestimmlliei' 
überzeugen  können.  Er  besitzt  im  Wesentlichen  auch  schoo  di* 
s[)iltejc  histologische  Hildung.  Aber  eine  nähere  Untersuchung  svird 
erst  möglich,  wenn  der  Schlauch  um  Einiges  gewachsen  ist  und  J''' 
Möglichkeit  einc^r  mikrolomischen  Behandlung  bietet. 

In  Schläuchen  vgn  etwa  1  mm  Länge  besitzt  dieser  Pfi 
einen  Querdurchmesser  von  nahezu  0,035  nmi.  Ebenso  der  F< 
kürper,  in  welchen  der  f'fro[)f  sich  fortsetzt,  während  der  Schlaue!» 
selbst  ungefähr  das  Doppelte  misst.  Gegen  die  anliegenden  Wand- 
zellen ift  derselbe  ziemlich  scharf  abgesetzt.  Ein  Vorsprung,  der 
nach  Aussen  sich  erhebt  und  etwa  den  halben  Durchmesser  hat, 
dient  zur  Veibinduug  mit  dem  Wuinie;  er  ist  der  sch(m  oben  i 
fach  erwähnte   zapfen fürnj ige  Daruifurtsatz. 

Nicht  selten  ragt  auch  die  inneullüiche  des  Pfropfes,  der  in  des 
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Itlörper   sitli    fortsetzt,    buckeiförmig   oine   kleine   Strecke  weil  in 
lie  SdiltTiichliöhle  hinein. 

Die  ganze  Masse  tlicsos  Pfropfes  nun  beslelil  (Fig.  11)  aus  dicht 
jeilrünglen,  [>lasiuareichen  Zellen,  die  geü;en  den  Feltkorpor  hin  cMvva 
[0,02  mm  gross  sind,  nach  aussen  aber  kaum  den  halben  Durcli- 
■Dcsser  haben,  ihre  wichtigste  Auszeichnung  besteht  in  der  An- 
fUesenheit  einer  grössern  Menge  von  Kernen,  die  freilich  (»ine  nur 
unbedeutende  Grösse  besitzen ,  kaum  jemals  mehr  als  0,005  ^- 
€,007  mm  messen ,  aber  deutlich  bläschenförmig  sind  und  je  ein 
äusserst  kleines  Chromatinkorn  als  Nucicohis  in  sich  einschliessen. 
pie  Zahl  der  Kerne  steigt  in  den  grossem  Zellen  auf  8  bis  10  und 
Riocb  mehr,  während  die  kleineren  deren  eine  geringere  Menge  ent- 
'iialten.  Das  Protoplasma  ist  feinkürnig  und  l^ssl  sich  leicht  mit 
Fsirbeflilssigkeilen  imprügniren. 

Es  sind  aber  nicht  bloss  die  Zellen  des  Pfropfes,  die  duicb 
die  Anwesenheit  einer  grössern  Menge  bUischen förmiger  Kerne  sich 
auszeichnen.  Auch  der  Fetlkörper,  welcher  dem  Propfe  auf- 
sitzt, wird  von  vielkernigen  Zellen  gebildet'),  wie  das  schon  oben 
^S.  617  [53])  gelegentlich  bemerkt  ist.  Die  Kerne  sind  blüschenftirmig, 
[ipvie  die  des  Pfropfes,  und  im  Innern  mit  einem  Chromalinkornc  ver- 
(Behen.  In  anderer  Hinsicht  aber  sind  die  Zellen  auffallend  von 
flenen  des  Pfropfes  verschieden.  Nicht  blos  dadurch,  dass  sie  mei- 
stens in  zwei  Reilien  nebeneinander  liegen,  sondern  mehr  noch  durch 
bre  betrüchthche  Grösse  und  ihr  Aussehen. 

Schon  bei  Scldäuchen  von  kaum  1  mm  slüsst  man  im  Fettkörpei- 
uf  Zellen,  die  bei  einer  Ureile  von  0,03  mm  bis  zu  0,15  mm  lang 
eind.  Allerdings  haben  nicht  alle  Zellen  diese  Grösse,  denn  manche 
itnessen  nicht  mehr  als  0,08  mm  und  selbst  weniger.  Grosse  und 
Icleine  Zellen  folgen  ohne  alle  Regelmüssigkeit  auf  einander,  und 
war  in  beiden  Reihen,  so  dass  die  Zellenköpfe  bald  in  denselben 
uerschnilt  falten,  bald  auch  —  und  so  veihalt  es  sich  gewöhnlich 
-  ungleich  hoch  liegen.     In  der  Regel  sind  die  Enden  abgerundet, 


1)   Sclion  Li'iiHOi.K  hat  diese  Kerne  gesehen,   sie  aber  eben    so  wenig  ihrer 
f^aliren    Nalur    iiaili    erkannl,     wie    die  Zellen,    welche     dieselben    einsciniessen. 
ScHNElr>EH  zeiojinct  die  Zellen    (in  einer  freilich  nur  schemalisrlion  Alibildung)  irr- 
lliümÜclier  Weise  als  einkernig. 
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nicht   selten    auch    zipfelforniig   ausgezogen    und   gelegentlich    selUl 
durch  grössere  oder   kleinere  Abstünde   getrennt,    so   dass  der  Fi 
kOr|)er  streckenweise  von  nur  einer  einzigen  Zelle  gebildet  wird.  Die 
(jesamtnlzahl   der   Zellen    mag   iui  Durchschnitt   Tür    jede   Reihe  des 
Fettkörpors  etwa  10  be 

Die  Kerne,  die,  wie  in  den  PfrojtrzoUcn,  gewöhnlich   zu  8 
in  diesen  Zellen  enthüllen  sind,  zeichnen  sich   gleichr<dls   durch 
Grösse  aus.     Sie    messen    durchschnittlich  etwa  0,09  mm,  sind  ab« 
auch    gelegentlich    um    die   Hälfte    kleiner.      Das   Chromalinkorn 
Innern  ninuut  oit  nui'  den  zehnten  Thell  des  Durchmessers  in  Anspri 
Die  Gruppirung  der   Kerne   wechselt,    indem    letzlere  bald   eina 
angenähert   sind,    bald    auch    in    grössern  Abstanden    liegen.     N| 
selten     sieht    man    sie    in 
scharf  gezeiclineten  Zcllhaut 

Das  helle  Aussehen,  welches  der  Inhalt  dieser  Fettzellen  besiui, 
rührt  von  zahllosen  Tröpfchen  her,  die  in  das  feinkörnige  Proto- 
plasma eingelagert  sind  und  dieses  nach  allen  Richtungen  durch- 
setzen. 

Bei  der  unverkennbaren  Aehnlichkeit,  die  trotz  der  Unterschi 
in  Grösse  und  Aussehen  /.wischen  den  schlauchartig  gestalteten  Zell 
des  FeUkörpers  und  denen  des  PlrupCes  obwallet  (Fig.  11),  könnte 
leicht  auf  die  Verniulhung  kommen,  dass  letzlere  öich  allniühlich  in  die 
crsteren    umwandelten,    der  Pfropf  also   gewissermassen  die  Wachs- 
thumszone  des  Fettkörpers  darstelle.    Nichtsdestoweniger  aber  würde 
eine  solche  AuH'assung  nicht  das  Riclitige  trelTen.     Nicht  bloss,  d^H 
keinerlei   Uebergangsformeu   zwischen    den   Zellen    des  Pfropfes  nn«^ 
des    Fettkörpers    exisliren,    —    wenigstens   dann  nicht  mehr,  wenn 
beide  ditl'erenziit  sind  —  es  bekouniit  auch   die   Zahl   der  Feltzcll 
keinen  weiteren  Zuwachs,   wie  es  doch  der  Fall  sein  mUsslc,   w 
ielzlere    immerfort   sich    ergünzlen.     Allerdings    halt    das  NVachslhl 
des  Fetlkörpers  gleichen  Schritt  mil   dem   des   Schlauches,   es  si 
also  die   Lange    desselben    allmUhlich    auf  15  mm   und   noch  mehr, 
allein  dieses  enorme  Wachsthum  resultirt  eben  so  ausschliesslich, 
das  des  Schlauches,  aus  der  Grössenzunahme  der  Zellen,  die  so 
tiUchtlich  ist,  da.ss  einzelne  derselben  im  Laufe  der  Zeit  die  selleue 
LUnge  von  2  und   3  mm  erreichen.    Uegreitlicli  unler  solchen  Umstün- 
den,   dass  LuKBocfc,    dem    wir    die    erste   genauere   Darstellung 


»enr, 
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fetlkürpers  venlankcn '),    die   walire   NaUir    dieser   Zellen    vei  kannte 
nd  sie  mit  v.  Siekol»  als  Schläuche  in  Anspruch  nahm. 

Obwohl    ich    Itiernach    dem    basalen   PfropCc  des  Fetlköipeis  die 

iBedeuluug  einer  Wachslhumszone  abspreehen  luuss,  möchte  ich  tloch 

Iccinesvvegs  hehau[>len,  dass  derselbe  für  die  Entwicklung  des  letxlercn 

iiedcutungslos   sei.     Ich   bezweifle   vielmehr  keinen  Augenblick,  dass 

<!er  Zellenkörpcr  bei  seiner  ersten  Bildimg,  zur  Zeil  also,  in  welcher 

,llie  Vagina  sich  umstülpte,  ganz  die  Besehadenheil  tles  Pfi-opFes  halle 

(Und  erst  durch  Wachslliuni  und  Weiterentwicklung  der  in  den  Innen- 

p'aum  frei  hineinragenden  Zellen  seine  sptilere  Beschalfenheil  annahm. 

iWas  nach  dem  Auswachsen  dieser  Zellen  von  der  ursprünglich  gleich- 

iBrtigen  Anlage  übrig  blieb,  das  reprüsentirL  nun  den  oben   besehrie- 

tbenen    Pfropf,    ein    Gebilde    also,    das    nach    der   Entwicklung   des 

Schlauches  und  der  DilTerenzirung  des  Fellköriiors  nur  noch  in   rudi- 

mcnlärer  Form    existiit    und    keine    anderen  Functionen  hal,  als  die 

eines  Schluss-  und  Fixalionsapparates. 

^Das  gegenüberliegende  lermtnale  Ende  des  Feltkfirpers  enlbehrt 
liDes  spccitischen  Hafta[)paraleä.  Allerdings  ist  es  nichl  lose  im 
Innern  des  Schlauches  gelegen,  sondern  fest  an  das  zuniichsl  auf  die 
GenitalütTnung  folgende  Endstück  des  Uterus  angeheftet,  aber  die 
Befestigung  wird  nur  dadurch  vermittelt,  dass  der  Fellkorpei-  mit- 
satiiiiil  dem  (ienilalapparale,  die  beide  den  ganzen  Inhalt  des 
Stillauches  ausmachen,  in  eine  gemeinschaflliche  dünne  und  structur- 
lose  ürahüllungshaul  eingelagert  sind  (Fig.  10).  Diese  Hullhaut  aber 
ist  nichts  aotleres,  als  die  frühere  Tunica  propria  der  Vaginalwand, 
jene  Haut  also,  welche  ursprünglich  das  Scheideuepilliel  trug  und 
Htich  jetzt  noch  untei'  den  Schlauchzellen  hinzieht,  die  aus  letzlerem 
licrvorgegangen  sind.  So  weil  dei'  Innenraum  des  Schlauches  von 
•"»einem  Inhalt  vollständig  ausgefüllt  wird,  steht  diese  IliJlüiaul  (Fig.  0) 
•»»l  den  aulliegenden  Zellen  in  dichtem  Zusanmienhange.  Wenn 
«ber  der  Querscluiilt  des  Schlauclies  allmUhlicIi  zunimmt,  dann  wird 
ilieser  Zusanunentiang  gelockert.  Die  Membrana  basilaris  hebt  sich 
dano    in  immer   grösserem  Umfange  von    der  zelligen  Schlauchwand 


()  ScuNEiDBH  Letracl)tetele  den  FeÜkürper  einfiiclt  ah  »eiuen  Asl  oder  eiuts 
Schlinge«  des  Wurmd^rmcs,  als  ein  Gcljilde  also,  welclies  in  seinem  liislologischen 
B»M  mit  letzterem  übercinslimnicn  würde. 
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al>,  indem  eine  helle  Flüssigkeit  zwischen  beiden  sich  ansatiuDelL 
Die  ßeziehiinü;en  zu  den  itn  Innern  enthatlcnen  Organen,  die 
in  gleichen»  Maasse  wie  der  Schlauch  an  Dit-ke  zunehmen,  \\e 
durch  diese  Abhisiing  in  keiner  Weise  iillerirt,  Und  so  koniml  « 
denn,  dass  sich  die  frilherc  Unlerhaul  des  Schlauches  in  eine  Arl 
I'eriltvneuni  umwandelt,  das  die  Eingovveiile  uuisehli(!ssi  und  zu  einer 
Masse  v<'ieinigt,  welche  in  Gestalt  eines  Axcnslrangcs  durch  den  Inm 
räum  des  Schlauches  hinziehl   (Fig.  12). 

Diese  Umwandlung  beginnt   schon    in  SchUiuchen    von  0,6 
und  macht  sjiiiter  noch  weitere  Fortschritte.     Trotzdem  aber  ist 
Leisung  von  der  Schlaiichwand  nicht   immer   eine  ganz  vollslüniliij 
indem   der   Eingcwcidesirang  öfters    in    mehr   oder    minder  gros 
Austlchnung,  am  hüufjgslen  vorn,  in  der  Niihe  der  GescldechlsölTnir 
der  Liinge  nach  durch  eine  Arl  Mescnlerium  der  Schlauchwand  ver- 
bunden bleibt. 

Dass  der  Genitalkanal  im  Innern  dieses  Stranges  eine  ühcrall 
wantlstiindige  Lage  hat,  also  zur  Seile  des  Fellkörpers  unterhalb  der 
siructurlosen  Hüllhaul  hinziehl  (Fig.  10),  ist  die  Folge  des  Umstaiuloj:. 
dass  er  ein  genetisch  durchaus  selhsülindiges  Gebilde  darstellt.  Seine 
Bezieliimgen  zu  dem  Fettkürper  sind  nur  lopologischcr  Arl,  lia- 
duicli  Ijedingl,  dass  beide  den  Schlauch  der  LUnge  nach  durcliscUen. 
und  beide  von  derselben  Hiillhaul  umschlossen  werden.  SpiUer  irill 
allerdings  in  den  gcgonseiligcn  Lagenverhiiltnissen  dieser  Oi^ane 
eine  Aenderung  ein,  und  zwar  dadurch,  dass  der  Genilalkanal  In'i 
Annäherung  der  Legeperiode  weil  stärker  und  schneller  wüclisl,  ab 
es  vorher  der  F'all  war,  und  den  FeltkCirper  weit  hinter  sich  n»- 
rückllisst. 

Einstweilen  aber  sind  die  Grössenverliiiltnisse  der  beiden  Or 
noch  ziemlich  gleichmitssig.  Allerdings  ist  der  Genitalkanal  gf 
IVllhcr  schon  merklich  gcwaelisen,  einstweilen  aber  noch  nicht  in 
einem  solchen  Maasse,  dass  seine  Beziehungen  zu  dem  Fellkörpor  uw) 
der  knapfi  anliegenden  Schlauchhaut  dadurch  merklich  verjindert 
würden  (Fig.  7). 

Wenn  die  SchUiuche  etwa  1  mm  lang  sind  oder  etwas  darillaM, 
misst  der  Genilalkanal  im  Ganzen  etwa  l,Gmm,  ungefähr  tU-^ 
Doppelte  der  ursprünglichen  Lünge.  Obwohl  er  nahezu  um  ein  DriU- 
iheil  Itünger  ist,  als  der  Fellkörper,  genügen  doch  schon  einige  wcjiigo 
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Windungen,  die  Untorschiodo  auszugtpiclion  Dass  es  vornolinilitli 
das  Ovarialcnde  ist,  welches  diese  Windungen  macht,  erkliUt  sich 
dadurch,  dass  dasselbe  wegen  seiner  geringern  Dicke  kiüniinfidiiger 
isl  als  der  llleriniheil,  der  einen  ziemlirli  geslrceklcn  Verlauf  ein- 
heilt, und  sich  als  ein  Kanal  von  0,02;)  iinn  dtirchsclinllllicher  Dteke 
von  der  das  freie  Endo  des  Sehlauclies  einnelniienden  Gescblechls- 
/iffnung  bis  in  die  Nuhe  des  Wurmkürpors  verfolgen  lüssL  Hier  gehl 
er  allmählich  sieb  verjüngend  in  ilen  fadenförmig  dünnen  Ovariallbcil 
über,  der  schon  in  kurzer  Kntfernung  von  seiner  Ürsprungsstelle 
scblingenfürmig  unibiegl  und  mehifaeh  gewunden,  wie  schon  oben 
bemerkt,  bis  vielleicht  zuv  Mitle  des  Schlauches  wieder  pni|iorsleigl. 
An  Lunge  dilrfle  dieser  Kiulfaden  dem  Uterus  so  ziemlich  gleich  sein. 

Der  Inuentaum  iles  Uleius  ist  nach  wie  vor,  nur  weniger  dicht 
als  früher,  mit  Sperma  gefüllt.  Nur  das  voiderc  Ende,  da.s  zunLiicbsl 
auf  die  GeschlechtsOlTnung  folgt,  erscheint  beständig  santenk^ei".  Es 
ist  auch  analomisch  und  bislologisch  in  mehrfacher  Hinsicht  ab- 
weicheud,  nicht  blos  dünner,  als  der  übrige  Uterus,  sondern  auch 
enger,  da  die  Epilhelzellen,  die  das  Lumen  auskleiden,  biickelförmig 
in  dasselbe  hinein  vorspringen.  In  der  Hegel  liegen  diese  Zellen  zu 
vier  oder  fünf  auf  demselben  yuerschnille  neben  einander.  Grösser 
als  die  übrigen  Zellen  des  Uterus  (0,009  mm),  erinnern  sie  durch 
ihre  Form,  wie  durch  die  blasenartige  BeschaH'enheil  ihres  Kernes 
und  den  Besitz  eines  scharf  gezeichneleo  Nucleoliis  an  die  Wand- 
zellen des  Schlauches,  nur  dass  sie  immer  noch  beträchtlich  kleiner 
sind,  als  diese,  und  ein  weniger  chromatoiihiles  Protoplasma  ent- 
halten. Am  grössten  ist  diese  Aehnlichkeit  bei  den  allervorderslen 
Zellen,  die  zur  Bildung  eines  conischen  Zapfens  zusammenlrelen, 
mittels  dessen  der  Lilerus  in  die  Schlauchwand  sich  einsenkt.  Sie 
ist  um  so  aulVallender,  als  die  iin  Lnikreiso  der  GeschlechlsölTnutig 
gruppirten  drei  oder  vier  Schlauchzellen  an  Grösse  merklich  hinter 
den  übrigen  zurückstehen  —  freilich  noch  immer  nicht  so  weil,  dass 
die  rnterschiede,  die  zwischen  ihnen  und  den  ulerinen  Endzellen 
obwalten,  völlig  ausgeglichen  würden. 

Nach  innen  setzt  sich  dieser  Endzapfen  übrigens  nicht  direcl  in 
die  voihcr  erwiihnteu  bauchig  aufgetriebenen  LJterinzellcn  fort.  Zwi- 
schen beide  schiebt  sich  vielmehr  eine  schmale  aus  nur  wenigen 
Querrelhen   kleiner   Zellen  gebildete  Zone   ein.     Die   Zellen    machen 
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ab,  inilotn   eine    hello    F 
Die  Bczioliiingen  zu  d' 
in  gleichem  Maasse  %• 
durch  diese  Ablüsuiv 
denn,   dass   sich   di 
Periloneiim  unnvnr 
Masse  vi^reitny;!,  \ 
räum  des  Schlai> 
Diese  Umv 
und  macht  >i 
Ltisung  von 
indem   der    ' 
Ansdehnii 
der  VAUr 
hundert   ' 


Aber 


waui" 


..juin  lebhaften 

.i  Jcr  io)  lonerB 

j^'s  Uteruä    immer 

>  hat,  ü\i  wenn  es 

xikjinales  sei,    der  durch 

,.^i\    konnte   man   die 

Wnchsthuniszone  halten. 

.jdiu   zu   Gunsten   dieser  V( 

A»  Zollen   keinerlei   Merkmale 

iiileutcn,  auch  nirgends  Uebei 

■l/<!llcn    vorkommen,    man    gewiaat 

l.is.s  der  L'lerus  /u  seinem  Längen 

Schlauch  und  der  Ketlkürper,  der 

,  da  die  platten  lüpiihelzellen,  welche 

ihre    ursprilMjL;lich    lundliche  Form    uod    ihne  Doh 

lir   verlieren    imh  schliesslich   zu    grossen    notaiftr' 

n   werden,    lang  genug,  den   Uterus   uni   ein  Viel&cki 

.u  lassen.    Einstweilen  freilich  zeigen  die  Zellen  des  Uen»- 

oiue    noch    ziemlich     indilfcronlc    Form    und    eine   geriigs 


da 


;ji 


,^  vvir   (iher   den  Wachslhumsmechanismus    des  Fruchthallers 

^v^jgt  haben,  giU   übrigens  zunächst  nur  für  den  Haupllheil  di^ 

„Icics,    lliulen,  wo  derselbe  allnUihiich  sich  verjüngend  io  deo 

Jen  übergeht,  gestallen  die  Verhültnisse  sich  anders.    Nicht  nur. 


K't/*''rer   weit   starker    w liehst,    als   der  Uterus  —  er  wird  i| 
^^.  ,hM  Zc!it,  wie  wir  spllter  sehen  werden,  zu  dem  weitaus  13 
-^   Abschnitte    des  Gcnitalkanales    —    es    schiebt  sich    an  die 
,    iincli    zwischen    das    primitive   Ovarium,   welches    altein 
i.li  M    liiUiete,    und  den    Uterus,    in    den  dasselbe   Anfangs 
,,uiimIi'I".    u'xh  r*in  eigener   rührenlormiger  Lcitungsapparal  ein, 
iii^b^hli«,  da«  nach  der  Beschairenheil  seiner   histologischen  Elerofi 
%\m  l'ioduct  einer  vollslündigen  Neubildung  darstellt. 

Hclion  auf  der   hier    vorliegenden   Kntwicklungsstufe    sind  dS 
in  ;il«ui    riMiilü  deutlich  uulerseliieden,  obwohl  sie  ihre  definitive  \<u)- 
.M^  noch   lange   nicht   erreicht    haben.      Es  gilt   das    nameotU 
^0  iU>i  Ovarium,  das  reichlich  die  llulUc  des  Kndfadcns  niisst 
,b>M  h  du-  (lii  lil   im  liinetn  zusammengedrUngten  Eikeime  zur 
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irakleiisirt  ist.  Letztere  erscheinen,  wie  rrilher,  als  liiillenlose 
Ihelle  Zellen  mit  hUlschenföniiigcm  grossen  Kerne  und  scharf  ge- 
zeichnetem Kernkörpcrchen.  Sie  füllen  das  ganze  Lumen  der  üva- 
jirialrfihre  und  messen  gegen  den  Eileiler  hin,  wo  diese  ihre 
jgrössle  Dicke  erreicht  (0,02  mm),  l>is  zu  0,007  mm.  Eine  Rha- 
[chis  ist  einstweilen  noch  niclit  vorhanden.  Der  Eileiler  ist  dünner, 
fals  das  Ovaiium,  und  ohne  Eikeime,  besitzt  aber  dafür  einen  Epithel- 
Ibelag  von  äusserst  kleinen  Zellen,  die  höchstens  0,001  mm  gross 
IBind.  Nach  aussen  zu  gehen  dieselben  allmählich  in  die  Zellen  des 
tJterusepithels  tlber,  die  ihre  Grösse  in  dem  Endstücke  bis  auf 
J0,002  mm  (und  noch  weniger)  reducirt  haben. 
[         So  weit   der  Uterus   mit  Sperma   gefüllt   ist,    sind   seine  Zellen 

ttark  abgeplattet,  so  dass  man  ihre  .\n Wesenheit  zumeist  nur  an 
len  etwas  vorspringenden  Kernen  zu  erkennen  vermag.  Muskel 
Jfasern  sind  nirgends  mit  Besliuimlheit  nachzuweisen ;  es  hat  den 
Anschein,  als  wenn  die  Wand,  von  dem  Zellcnbelag  abgesehen,  einst- 
weilen nur  durch  eine  structurlose  Membrana  proprra  gebildet  werde. 
Was  die  histologische  Bildung  des  Sphaerularicnschlauchos 
selbst  belriin,  so  ist  zu  bemerken,  dass  die  Wand  desselben  nach  wie 
vor  aus  einer  einfachen  Lage  von  Zellen  besteht,  nur  dass  dicsCj  wie 
«chon  oben  bemerkt,  der  Grössenzunahme  des  Schlauches  ent- 
jSprechend,  inzwischen  nicht  unbel rechtlich  gewachsen  sind.  In 
ISchläuchen  von  etwa  1  mm  Länge  messen  dieselben  durchschnittlich 
0,035  mm,  bald  etwas  weniger,  bald  auch  mehr,  hier  und 
da  bis  0,0i  mm.  Sie  besitzen  eine  nicht  tmbedeutende  Dicke 
(0,008  mm),  und  sind  mit  ihren  Seilenrilndern  ziemlich  regelm9.ssig 
tu  sechseckigen  Pliltlchen  an  einander  gefligt.  Die  Aussonlliiche  ist 
mehr  oder  minder  buckelförmig  vorgewtilbt.  Im  Innern  enthalten 
die  Zellen   eine   reiche  Masse    feinkörnigen    Piotoplasnias    von    stark 

ihronia  tophiler  Beschaffen  heil,  eine  Substanz,  die  mit  wesentlich  den- 
Iben  Eigenschaflen,    nur  minder  massenhaft,    auch  in   den   grossen 

laschenföimigon  Kernen  (0,012 — 0,015  mm)  gefunden  wird.  Nicht 
minder  chromatophil  ist  der  Niicleohis,  der  als  ein  solides  Gebilde 
Miit  scharf  gezeichneten,  aber  nicht  immer  ganz  regelmässigen  Con- 
louren  in  tlas  Kernplasma  eingelagert  ist. 

f        Die  ZelUvand  hat  besonders  in  dem  nach  aussen  gekehrten  Seg- 
iDcnte  eine  belrlichtltche  Dicke,  besitzt  aber  an  der  Innenfläche  keine 
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ebene  Begrenzung,  sondern  zahllose  äusserst  kleine  Hervorraguii!jra, 
durch  Zwisctieni'iUinie  jibgegrcnzl,  die  im  [.atife  der  sitäteiii  Zeil  zu 
dculliclien  PorenkaDldeii  werden. 

■Vlit  dem  voraiistehend  geschilderlen  Sladiuni  hal  die  Entwick- 
lung des  Sphaerulaiiensehlanches  im  Wesenilichen  ihren  AbschliL« 
ijcfundcn.  Die  VcrUndeningen,  welche  spüter  noch  »ilatlßnden,  be- 
lielFi-ii  nur  das  Wachslhnni  und  die  weilete  Ausltihlung  seiner  ein- 
zelnen Theiie,  besonders  des  (jcsthlecjit.sapparales.  Sie  tinssern  sich 
ziinllcbst  lind  in  äugen fUlligsLcr  Weise  am  Schlauche  selbst,  der  rasch 
um  ein  Bedeutendes  an  (irössc  zunimmt  und  (hni  Wurm  immer  luelir 
in  den  Hintergrund  drtingt.  Kaum  vier  Worhen  nacli  Beendigung  tlßs 
WinterscHafes,  schon  in  der  zweileii  liidfte  des  Monats  April,  slfi,<sl 
man  gelegentlich  auf  Hummeln,  die  nicht  blos  Spbaendarienselilliuche 
von  anderthalb  Ointimeter  Liinge  und  einer  Dicke  von  nahezu  1  uim 
enthalten,  sondern  auch  bereits  Eiei-  mit  gefurchtem  Dotter  in  ihrer 
Leibeshühle  aufweisen,  wenn  auch  zuniichsl  nur  in  geringer  Menge. 
Andere  Seh liiuchc  sind,  obwohl  bereits  über  II  cm  lang  (bis  1.3  cm], 
noch  ohne  Eier  im  Uterus  und  von  schlankei-  Statur,  aber  sonst  voll- 
sliindig  ausgebililet.  In  einzcilnen  Flilten  werden  sogar  schon  bei 
Beginn  der  zweiten  ApriKvocho  Schliluche  von  nahezu  1  cm  gefunden, 
fast  immer  in  Gesellschaft  von  anderen,  die  erst  einige  Millimeter 
messen.  Einmal  habe  ich  auch  bei  einer  winterschlafenden  Hont- 
me!  neben  Sphaerularien  mit  elien  gebildeten»  Schlauche  eine  solche 
mit  <;enli meterlangem  Anbange  gesehen.  ütVonbar,  dass  diese, 
wie  das  au<-b  oben  (S.  (542  [78^)  angedeutet  wurde,  von  einer 
frühzeitigen  Infection  herrithite,  Yernnithlich  einer  .solchen,  die  noch 
wäihrcnd  der  Flugjieriode  eintrat,  wlihrend  die  ilbiigon  Parasileu  , 
nach  BeschatTcnheit  \ind  Zahl  auf  eine  spätere  und  massenhafte,  woM  ■ 
unter  besonders  günstigen  Bedingungen  (etwa  bei  der  Einwinterung!  " 
geschehene  l^inwanderung  zmilckzuführen  sein  durften. 

Das  Wachsthum  dei-  Sphaerularienscbltuiche  geht,  wie  .schon 
die  voranstehenden  Bemerkungen  verumthon  lassen,  nicht  gleich  von 
Anfang  an  nach  allen  Dimensionen  gleichmüssig  vor  sich.  Zunächst 
betrifft  dasselbe  mehr  den  bilngendurchmesser  als  den  Querschnill- 
Jüngere  SchUiuche  erscheinen  de.s.sluilb  verhäilluissraU.ssig  schla«!'- 
Erst  mit  dem  Eintritte  der  Legereife   nehmen   die.selben   durch  Vcr- 
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jrosiJtTunu;  des  Querilurchmesscrs  fl)is  1,2  mm)  eine  lUL'hr  getlrimi^ene 
»cstall  an. 

I  Dass  diescB  Wachsthum  nur  durch  eine  Grüsscn/unahmc  der 
Wumlzellen  bedingt  wird,  ist  schon  oben  (S.  653  [89j)  liorvorgehuhen 
ihorilen.  Anfangs  Epitlielzellen  von  unbedeulCDden  Dimensionen, 
pchsen  dieselben  allmlüiüeh  zu  Gebilden  von  0,3  tmd  0,3.'5  mm 
fterao.  Es  geschieht,  vollkommen  autonom  und  unabhlingig  von  der 
tebönsenergie  des  Wmnie.s,  der  den  Selilaiich  einst  erzeugte,  seine. 
pHlrilivo  Funetion  aber  sehon  Hingst  an  die  den  letztem  direct  uni- 
fepiiilL'udc  Ulultlü.ssigkeit  der  Hummel  abgetreten  hat. 
I  Doch  der  Einllnss  der  vei'önderlen  Existenzbedingungen  be- 
chrönkt  sich  nicht  bloss  darauf,  dass  die  Wandzellon  des 
ichlauchcs  um  ein  Belrllcht liebes  wachsen,  sontlern  spriehl  sich 
lieh  weiter  noch  durch  eine  Veründerung  ihrer  Form  und  ihrer 
Slmclur  aus  (Fig.  1  i). 

Schon  die  ersten  Henintchltir  der  Sphaerularien  berichten  von 
piugligen  Erhebungen,  die  bis  zu  0,2.j  nun  messen  und  warzenai'tig 
fcuf  der  Aus-scnflüche  des  Schlauches  aufsitzen.  Lidb<m:k  vergleicht 
pieselben  unpassender  Weise  mit  den  Stacheln  gewisser  Nematoden. 
Ich  sage  unpassender  Weise,  denn  die  Warzen  sind  keine  Haftvverk- 
uge  oder  W^alTen,  für  mechanische  Leistungen  geschickt,  sondern 
rhehungen ,  die  durch  die  miichtige  Grösse  der  darin  eingehi- 
|erton  Kerne  (Ü,I8  uuiij  bedingt  werden,  gleichzeitig  aber  auch 
wohl,  wie  die  Darmzotten,  zur  Vergrosserung  der  Absoi-plionsnjichc 
ienen  und  die  tAlinderflache  des  Sdilauches  mintlestens  um  das  Dop- 
elle  wachsen  lassen.  Unter  solchen  Umständen  erklitrt  es  sicli  auch, 
bss  diese  Erhebungen  mit  der  Massenzunahme  des  Schlauches 
mer  starker  sich  herausbilden,  da  ttem  kleinen  Schlauche  in  seiner 
ilaliv  gi'ossen  Aussendtiche  ohne  Weiteres  schon  ein  genügender 
'Al(sorptionsa[)[)arat  zu  Gebole  steht. 

Genetisch  sind  diesi?  iMhelningen,  wir*  gesagt,  nichts  Anderes,  als 
<liL*  Abdrücke  der  den  Wandzellen  zukotiunendeu  Kerne,  die  zugleicli 
•nit  den  Zellen,  und  in  einem  noch  höheren  Grade  als  diese,  an 
Grösse  gewachsen  sind  und  alhnllhlich  einen  Durchmesser  von  rcich- 
M  0,2  mm  gewonnen  haben,  so  dass  sie  die  mehr  lllicbenlmft  ent- 
kickelle  Randzone  der  Zelle  um  mehr  als  das  Dop[)eIte  au  Höhe  über- 
pijen.   Da  nun  die  Wandzellen  i\es  Sclilauclies  so  ziendich  übeicdt  die 
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gleiche  Form  imil  Giüssc  besitzen,  so  üind  nalUrlii-li  auch  diB  Vorspruii|L 
mit  grosser  Regelinüssigkeit  Ubpr  den  Sfliluuch  vcrbroilel  (Fig.  <3)^H 

Nimmt  die  ungewühulicbc  Grössonzunahinc  dar  Schlauchzellco 
uiiil  ibrer  Kerne  nun  schon  an  sich  unser  Interesse  in  hohem  Grade 
in  Anspruch,  so  gilt  das  weit  mehr  noch  von  den  hisloloi;isclieo 
Veränderungen,  welche  dieselben  dabei  einijeheu. 

So  lanije  die  Zellen  eine  nur  unbedeutende  GrOsse  besilzeii,  lir- 
slehl  der  Inhalt  derselben  bekanntlich  aus  einem  äusserst  feinkürniueD 
Protofilasnia.  Von  ähnlicher  licschalTenheit  ist  das  Aussehen  des 
bliischenfönnlgen  Kernes,  nui'  dass  die  Kürner  spiirlicber  sind  uml 
weniger  hervortreten.  Der  im  Innern  liegende  Nucleolus  ei-schcinl 
als  ein  unregelmiissig  gestalteter  Ballen  chromatopbiler  Subslaoz  Ton 
wechselnder  Form  und  Grösse    (Fig.    11). 

Mit  der  Grossenzunahme  der  Zellen  tinderl  sich  nun  aber 
Aussclion  des  l'rüto|>lasnia,  und  zwar  zunächst  dadurch,  dass 
Körner  im  Innern  die  Frühere,  ich  mochte  fast  sagen,  indilTen 
Gruppirung  aufgeben  und  sich  in  regelmllssiger  Weise  reihenföriuig 
an  einander  legen,  so  dass  es  den  Anschein  gewinnt,  als  weno 
Zellen  von  Fibrillenzügen  durchsetzt  würden  (Fig.  H).  Eine  slreil 
ßeschalTenheit  des  Protoplasma  kennt  man  schon  seit  lUngercr  Zeit  Iß 
gewissen  Zellen  (Ürüsenzcllen,  Ganglienzellen  u.  s.  w.)  bei  höheren 
und  niederen  Thieren  —  mau  liat  neuerlich  sogar  den  Versuch  ge 
macht,  auf  diese  und  ähnliche  Erscheinungen  hin  die  Inhattsmai^ 
der  Zellen  schlechtweg  in  ein  sog.  Spongioplasma  und  Ilyalopl 
zu  sondern')  —  aber  nirgends  vielleicht  ist  diese  Streifung  eine 
auffallende  und  charaktciistische,  wie  in  den  Schlauchzelleu  unserer 
Sphaerularien.  Die  Richtung,  welche  diese  Fibrillenzlige  einhalten, 
gehl  im  Grossen  und  Ganzen  von  der  -  Aussenvvand  nach  innen, 
wird  aber  dadurch  in  eigenthiindicher  Weise  moditicirt,  dass  die 
Zellen  stark  gewölbt  sind  und  einen  Kern  von  ungewöhnlicher 
Grösäc  in  sich  einschliessen.  So  kommt  es  denn,  dass  die  Fibrillen- 
züge  in  der  Mitte  der  Zelle  einen  mcridionalen  Verlauf  einhalteo, 
als  wenn  sie  den  Kern  in  conccutrischer  Lage  umfassten,  gegen  den 
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Raoil  hin  aber  ullmiililich  v'ma  imtuer  entschiedener  hervorlrelende 
radiäre  Stellung  annehmen  (Fig.  14).  Da  nun  aher  die  Aiissenwand 
der  Zellen  inzwischen  nicht  ünlielrUrhllieii  sich  verdickt  hat,  und 
in  Fülge  dessen  die  schon  früher  liier  bemerkbaren  Poren  sclilirfer 
limorlrelen  lässl,  so  macht  es  fast  den  Eiiidiuck,  als  wenn  die 
lineare  Anordnung  des  Spöngiü|»lasnia  die  Wege  bezeichne,  auf  denen 
ilie  von  aussen  aufgenomnionen  Substanzen  den  Zellenkör[)er  durcli- 
»eJzlen.  in  der  nächsten  Umgebung  dos  Kernes  sind  die  Fibrillenzüge 
übrigens  weniger  deutlich,  als  sonst;  es  findet  sich  hier  nicht  seilen 
sogar  ein  Protoplasina  von  einfach  körniger  Beschatrenheit.  Ebenso 
zeigen  die  Zellen  mittlerer  Grösse  an  Stelle  der  linearen  Anordnung 
des  Protoplasraagerüsles  eine  mehr  reticulüre  liildung.  Die  Lfm- 
Nvaiullung  geschieht  dadurch,  dass  die  transversalen  Züge  des  Netz- 
werkes allmählich  zurücktreten,  und  die  longiludinalen  dufüi'  einen 
mehr  gestreckten  V'erlauf  nehmen. 

Nicht  selten  trifft  nuin,  besonders  wiedei'um  bei  Sclilüuchen 
minierer  Grosse,  auf  Zellen,  deren  Prolü|>lasma  noch  eine  bald  grössere, 
bald  auch  geringere  Menge  von  festen  Kugeln  enthtilt,  die  aus  einer 
stark  lichtbrechenden  chromatüphilcn  Substanz  best(^hen.  Am  hüu- 
liijste»  und  grüsseslen  sind  dieselben  in  den  basalen  Zellen  des 
SchJttuches,  in  denen  sie  gelegenlich  0,0(15  mm  me.sseii.  In  ausge- 
wachsenen Schliiuchen  werden  diese  Einlagerungen  gewöhnlich  ver- 
üiisst.  Sie  verkleinern  sich,  wenn  das  Zellcnwachslhum  stärkere 
Forlschritte  macht  und  gehen  schliesslich  vollstllndig  zu  Grunde. 

Die  Veründcrungen,  welche  der  Kern  bei  seiner  Grössenzunahme 
'-Heidct,  sind  weniger  auffallend,  als  die  des  Zellenleibes.  Die  frühere 
Ulüsclieuform  bleibt  unveriindcrt,  und  ebenso  auch  das  hellere  Aus- 
^'licri.  Das  letzlere  entspricht  der  wenigei*  dichten  Grujjpirung  der 
l^lasmakürner,  die  einzeln  Übrigens  grosser  sind,  als  die  der  schein- 
tiaren  Fibrillen,  Die  Anordnung  der  Körner  lässt  auf  ein  mehr  oder 
"»inder  nct^^artigcs  Gefüge  zurUckschltesseD. 

Da  nun  das  Hyaloplasma  unter  solchen  Umstunden  das  üeber- 
gewicht  hal,  so  erklärt  sich  die  geringe  Consistenz  des  Kernes,  die 
^-  a.  auch  dai'in  sich  ausspricht,  dass  derselbe  durch  lltlrtungsmitlel 
2>mi  Schrumj)fen  gebracht  wird  und  dann  den  llohlrauui,  der  zu 
iseiner  Aufnahme  bestimuil  ist,  nicht  mehr  volLsliuulig  ausfüllt. 

Je  weniger  nun  aber   die  Veränderungen   der  Korumasse  selbst 
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in'ß  Äugt!  fallen,  desto  scliäifor  iinnkiren  sich  die  verschiedenen For- 
jiion  und    ZuslJinde  des    Nudoolits.  Dass  dieses    Gebilde  in  den  Jün- 
gern   SchlUuchün   wechspliides   Aussehen    besitzt,    ist     schon   frülici 
bemerkl  worden.    Was  aber  damals  nur  andeulunijsweise  vorhaniluu 
war,  ist  inzwischen  weil  siaikor  ausü;epr{lj;t,  so  dass  man  kaum  zwei 
Zellen  aulfindcn  kann,  deren  Nucleoli  nicht  die  auffallendsleu  l'nl 
schiede  dajholcn.     Nur  insofern  herrscht  eine  Lbercinstituniung, 
die  Substanzniasse  Überall  belriichtlich    zugenommen    hat.     Am  de 
lichslen  ist  solches  da,  wo  das  Kernkörperchen  seine  frühere  einfacli 
üiltlung    beibc^hallen    hat,     was    (reilich    durchaus    nicht    imujer 
Fall  ist.     In  der  .MelHzahl  iler  Fälle  hat  sich  dasselbe  nämlich  in  eine 
mehr  oder  minder  grosse  Zahl  von  BruchstUcken  aufgelöst').     Form 
und    Grosse   dieser    NucleoH    wechseln    (Fig.  lö)    auf   das    Mannig- 
fachste,  dücli  sieht  die   letztere  gcwühnlicli    zu    der  Menge  iuj  uiii^ 
gekehrten  Yerhultniss.    Dabei  ist  es  nicht  selten,  dass  man  auf  GnimlH 
der    verschiedenen   Grösse    Haupt-    und    Nubennuch*oli    aus  einander 
halten    kann.      Die    kleinern    Theilstücke    lassen    sich    mitunter  oi 
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schwer  von  den  Körnern  des  Kcin|)lasnia  unterscheiden,  wahren 
die  grösseren  bereits  bei  obcrnilctilicliei'  Betrarhtung  als  selbüUiJulijie 
Bildungen  in's  Auge  fallen.  Diese  grössein  Nucleoli  enthalten  nicht 
selten  auch  in  ihrem  Innern  eine  rundliche  Vacuole,  oder  der 
mehrere,  durch  ihr  Lichlbre*-hiingsvermügen  auffallend  gegen  die  ui 
gebende  Substanz  abgesetzt  (Fig.  14). 

Es  sind  aber  nicht  blos  die  Schlauchzellen,  die  bei  der  Grüssei 
zunähme  histologisch  sich  verändern,  sondern  in  noch  höherein 
Maasse  auch  die  Zellen  des  Fetlkörpers.  Doch  die  Verönde- 
rungen  dieser  letzleren  sind  ganz  anderer  .\rt,  als  die  eben  gesflü 
derlen,  so  dass  die  Aehnlichkeil,  die  Anfangs  zwischen  beiderlei 


i)  Einen   solclien    Zerfall    ck's     ur.sprüugliclji    eiaraclicn   Nucleolus   kenul   nuB_ 
sctiOD  seil    lUngerer  Zeil  bei  lUm  Ihicrisclieu  Ei.      (Vergl.   LfSVcKAnT.  Art.   Zei 
in  Wagnkrs  llarulwürtcrbiich  der  I'liysiol.  Bd.   IV  S.   781.)     An  einen  Ziisainv 
hang  mil  physiologischen  Vorgängi?n,   wie  besonders  NrssBAi'M  ihn  Tür  tU'u  Uel 
ganf{    in    den   miiUinii(;Ieül;ii-«n    Zustund  in   Anspruch  nimmt  (Arch.   für  inicrosc 
Anal.   Bd.   X\l    18"2  S.    339)  ist  in  unserem  F;dle  wohl  weniger  zu  denken, 
an  eine  Alihiinf^igkeil  von  der  GrÖsscozunahine    des  Zcllenkörpers.      Keiaenfitlls  \tL^ 
der  muhinucleüläre  Zusland  für  unsere  Schlaiichzcllen   »diT  .Vusdnu'k  einer  Itt 
pause  der  Konitigureri,  die  —  zum  Tode  uberleilet«. 
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bilden  oln\yIlole  (Fij^.  U) ,  imiiier  iiielir  veiiuri'n  gehl  und  scliliess- 
lich   einer  (lurdmififemleii  Verschiedenheit  Platz  niachl  (Fig.  15). 

Lieber  das  Lüngenwaehsthuiii  der  Zellen  ist  schon  oben  gchati- 
deit.  lüs  gehl  betriichllich  über  das  gewölinliche  Muass  hinaus,  da 
Zellen  von  2,5 — 3  mm,  wie  man  sie  gclegenllitli  im  Fellkürper  an- 
Irifll,  doch  sonst  immerhin  zu  den  sellenen  Vürkummniüsen  gehören. 
Freilich  i^t  dieses  WaclisUnmi  nicht  allerorlen  das  gleiche.  Nel>en 
Zellen  der  eben  angegebenen  Liinge  Irill'l  man  andere,  die  kaum  über 
I  mm  messen,  und  dazwischen  sogar  sok'he  von  nur  0,7  mm  iintl 
noch  weniger.  Das  Verhallen  der  einen  Hcilio  isl  auch  diireliaus 
nicht  maassgebend  für  die  Zellen  der  zweiten:  lange  und  kurze  Zel- 
len wechseln  in  beiden  auf  die  unregelmilssigsle  Weise.  Trotzdem 
ist  die  Gesamnjtlimge  beider  Heihen  ohn<' uicrkliche  Verschiedenheit ; 
ihre  Wachslhunisenergie  steht  ollenbar  unter  ::lcichen  IJedinffunizcn. 
Angesichts  des  hislologischen  liaues,  uml  im  Hinblick  besonders  auf  die 
spiirliche  Ausstattung  mit  I*roto|)lasnia,  werden  wir  übrigens  nichl  fehl- 
greifen, wenn  wir  diese  weniger  in  den  Krnührungsverhältnissen 
der  Zellen  selbst,  als  in  dum  mechanischen  Einflüsse  suchen,  den  die 
unter  günstigem  Umstcinden  wachsenden  Wandzcllcn  auf  den  Fell- 
körpcr  ausüben.  Dazu  passt  auch  die  Thalsache,  dass  die  Zellen  in 
Uebereinslimniung  mit  ilem  Schlauche  .Anfangs  zumeist  in  die  Liingc 
wachsen  und  ilue  volle  Dicke  (bis  0,ü  nun)  erst  erreichen,  weun 
das  Lllngenwachslhum  des  ischlauehes  nahezu  seinen  Abschluss  ge- 
funden hat. 

Wie  die  Zellen,  so  wachsen  übrigens  auch  dk'  Kerne,  doch 
keineswegs  in  gleichem  Verhilltnisse,  da  sie  kaiitu  grösser  werden, 
als  die  Kerne  der  Wandzellen .  die  doch  ihrerseits  gegen  die  Zellen 
des  Fettkörpers  beliiichllich  zurückstehen.  Auch  sonst  haben  die 
Kerne  der  beiderlei  Zellenarten  mancherlei  rebcreiustimniung,  nicht 
blos  durch  ihre  BUischenform  und  die  Bescludlenheit  i\vs  Inhaltes, 
sondern  namentlich  auch  durch  die  Schicksale  des  Nucleolus,  der  in 
den  Kernen  der  Fellzellen  meist  gleichfalls  zerfällt  und  tu  eine  Anzahl 
\un  Stucken  (Fig.  11)  sich  aullösl ,  nur  dass  diese  mehr  gleichmtissig 
rund  erscheinen  und  gewöhnlich  auch  in  grösserer  jMenge  vojhanden 
sind.  Die  Kerne  seihst  vei-mehren  sich  niemals,  so  tiass  die  Zellen, 
auch  wenn  sie  das  Maximum  ihrer  Grösse  erieictit  haben,  deren  nicht 
mehr  enthalten,  als   in    früherer   Zeil.     Dafür  aber   erkennt    man   in 
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den  grossen  Zellfo  sehr  cleiilllch,  ilass  die  Kerne  fast  sanimllich  eiac 
wandötiiiuligo  GrupiMruüg  besitzen.     Die  Zellhaul,    der  sie  anliegco, 
hat  eine  derbe  BeschalTenheit  und  eine  ansehnliche  Dicke,    wie  das 
den  Grössenvcrhtillnissen  entspricht,    zeigt   abei 
welche  Besonderheilen, 

In  einem  desto  höheren  (Irade   aber  wird    unsere  Aufmerksam- 
keit dnrch  den  Zcileninhall  in  Ansprucli  genuniinen.    Schon  bei  ober-^_ 
ftücli liebster  Betraehliing  Tilllt  es  auf,  dass  die  Zellen  des  FeltkürpetiaiH 
im  Gegensalze  zu  denen  der  Sclilauehwand  ein  mehr  liclles  Aussehen, 
haben.     An  Stelle  eines  streifigen  Protoplasma  von   ziemlich   gleich— 
müssiger  Consistenz,  wie  wir  bei  den  letzteren  es  angelroöen  habiM 
unischliessen  dieselben  einen  Inhalt  von   fast    schaumiger  Beschaffen- 
heit.    Seiner  llaupttuasse  nach  lnL'atelit  derselbe  aus  zahllosen  Tr(j|il^-^ 
eben  einer  fellurtig  glänzenden  Flüssigkeit,  tlie  von    einer   das  Lidii 
nur   wenig   brechenden    zUhen  Zwischensubslanz    umgeben   sind.    Ea 
ist    oll'enbar    ein   Depot    von  lleservestotlen ,    das    liier    vorliegt   uncJl 
vornehmlich  wohl  der  Eierproduction  zu  Gute  kommt.     An  SchniHw*  -. 
die  man  von  Alkoholprilparaten  macht,  sind  die  Feltlropfen  geschwu» — 
den.     Ihre  Stelle    ist    von    Hoblrliumen    eingenommen,    die    bis  z«J 
0,()lji  mm   messen    und   von    einem    cubiscben    Netzwerke    feiner  uo«^ 
gröberer  Slrllnge  umgeben  sind,  das  in  seiner  TotalilcU  ein  festes  spoik.^^^ 
giöses  Gewebe  darstellt  (Fig.  H).    Die  Enden  des  Balkenwerkes  iase 
riren  sich  an  den  WUnilen  sowohl  dei'  Zellen,  wie  der  Kerne,  bri'ilei 
sich  an  beiden  auch  wohl  niichenbatl  aus  und  zeigen  an  vielen  Slellci 
eine  Einlagerung  von    Körnern.     OlTenbar  sind    dieselben   durch  Er 
hilrtung  der  oben  eivvühnten  Zwischensubstanz  entstanden,  die  ihrer 
scils  natürlich  nichts  Anderes  ist,  als  der  üeberresl  des  Anfangs  nich 
gh'ii'bnitissig  körnigen   l*rolO{)lasmu,  desselben,    das  ursprünglich  de: 
ganzen  Zellenleib    bildete,   ilurcli    die  darin   sich    ansammelnden  un-^d^ 
immerfort  wachsenden  fettigen  Einlagerungen  aber  allmi^blich  auf  ei: 
spongiöses  Balkenwerk  zurückgedrüngt  wuide. 

Die  Zellen  des  basalen  Pfropfes  haben  an  diesen  VerUDderiini^t* 
keinerlei  Aiitheil    genommen.     Sie   zeigen    nach  wie  vor    die    frulit?**" 
geschilderten    Verhiiltnisse,    höchstens    insofern    verändert,    als  die 
Masse,  die  sie   bilden,   trotz   des  gewaltigen   Wachsthums   der  Fett- 
körperzelkvn,   kaum    in   bemerkenswerther    Weise   zugenommen  bat. 
Auch  durch  seine  splltercn  Schicksale  erweist  sich  der  Pfropf  dem- 
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nach  als  ilas,  wuliu  wir  tlenyülben  von  Anfang  an  geballon  haben, 
tis  ein  rudimentüies  Gebilde. 

Die  Beziehungen  des  Fcltkürpers  zu  dem  Geschleclilsap|)arale 
lÄnd  in  den  ausgewachsenen  Schläuchen  nicht  mehr  die  früheren, 
bnd  zwüi'  deshalb  nichl,  weil  die  ihnen  beiden  geoieioschafHich  zu- 
Itoniujcnde  Hüllhaut,  die  sie  nach  Arl  eines  peritonealen  üeberzuges 
jin  dichter  Auflagerung  umgab,  sich  von  ihnen  abgehoben  und  der 
Innenfläche  der  Schlauch/.ellen,  denen  dieselbe,  wie  wir  wissen,  ur- 
JBprUnglich  als  Unlerhaul  aagehüite,  in  mehr  oder  minder  grosser 
Ausdehnung  angelagert  hat.  Die  Lösung  ist  eine  nothwendige  Folge 
Ider  Wachsthumsveründorungen,  die  während  der  Grösseuzunahnie 
pJes  Schlauches,  besonders  in  der  spSlern  Zeil,  mit  der  Geschlechts- 
l^öhre  vor  sich  gegangen  sind,  und  die  Lange  derselben  allmühlich 
jbis  auf  6  und  7  cm  vergrössert  haben.  xNaUirlich,  dass  ein  Kanal, 
;der  mehr  als  tlas  Vierfache  der  FettkürperiJinge  beträgt,  und  auch 
an  Dicke  belrächllich  zugenommen  hat,  nicht  mehr  wie  früher,  in 
•dichter  Anlagerung  au  ein  weit  kürzeres  Gebilde  unter  einer  kua|jp 
aulliegenden  Hülle  Flatz  fand.  Es  hat  von  dem  Fellkürper  sich  ge- 
,lösl  und  die  Hülle  abgehoben,  so  dass  unter  derselben  ein  mit 
;  heller  Flüssigkeit  erfüllter  weiter  Raum  entstanden  ist,  in  dem  seine 
[Windungen  jetzt  frei  sich  enlfaltcn  und  zurecht  legen  kennen  (Fig.  1ö). 

Die    ein/einen    Theile    der  Gescblechtsrühre   haben    übrigens 


an    diesem    Längenwachslhuiu 


nichl    alle    den    gleichen  Aulheil.     \n 


■  einem  weitaus  überwiegenden  Maasse  hat  dasselbe  den  Eierstock 
mit  dem  daran  sich  anschliessenden  Leilungsrohre  bclrolfen,  dasselbe 
Gebilde,  welches  Anfangs  das  fadenförmige  kurze  Endstück  des  Geni- 
laltraclus  bildete  und  auch  jelzl  noch  von  allen  Theilcn  die  geringste 
Dicke  besitzt.  Jm  Gegensalze  dazu  hat  der  Uterus,  der  in  den  ersten 
Stadien  den  J)ei  Weilern  ansehnlichsten  Abschnitt  <larstellle,  verhöll- 
nissmäss'S  'i"''  vvenig  zugcnommeu.  Kaum  dass  er  jemals  mehr  als 
den  vierten  Theil  der  Gesammllängc  in  Anspruch  nimmt.  Mit  um- 
gebogenem Ende  durchzieht  er  (14  mm)  in  fasl  gestrecktem  Verlaufe 
den  Schlauch  bis  auf  das  hintere  Drilttheil,  während  der  übrige 
Thcil  der  Gescidechtsrührc,  in  eine  Anzahl  längerer  und  kürzerer 
Schlingen  zusanunengelegt,  nach  vorne  sowohl  wie  nach  hinten  bis 
in  die  Körperenden  hineinreicht  (Fig.  13).  Das  blinde  Ende  des 
Eierstockes  liegt  meist  im  basalen  Theile  des  Schlauches. 
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Dass    der    LUlmus    uiik-r    solchen    Uiiislilntlen   die    frühoit'n  Üivj 
Ziehungen   zum  Fc'LLkör|>er    noch   iiiu    meisten    beibehalten  hat,  wird 
uns  kaum  überraschen   können.     Nicht   Iiloss,   dass   er,    wie   scho 
LuoDDCK  hervorhebt,  demselben  dicht  anliegt,  er  behalt  auch  in  seinem 
lündstUcke  nahezu  noch  (He  frühere  Verbindung  mit  der  Umhülliins 
haut. 

Wie   schun   oben   bemerkt,    ist   es   iibrii^ens  erst  die  lelzli;  Z« 
des  FlntwickeUmgslehens,  die  den  Geschlechlsaijparal  zur  vollen  Ai 
Ijikluug    bringt.     So    lange    die  Schlüuche    noch   eine  schlanke  For 
besitzen,  entbehren  dieselben  nicht  elwa  blos  der  reifen  Eier,  sonderu 
auch   sonst   der   späteren  Entwickeliing,   und   das   in    einem    sotcbl|^| 
Grade,  dass  der  dem  Uterus  nacli  hinten  folgende  dünnere  Theil  der 
Geschlechlsrühre  in  SelihSnchen  von  bereits  1,2  cm  kanm  die  Half 
der  spiiteren    Llinge   besitzt.      Und    nicht   bloss   dii;    Lünge,     sonde 
auch    die    Dicke    steht    beti-üchllich    zurück.      Niclit    blos,    dass    der 
Durchmesser   der   hinteren  Ovaria IrOhre,  welcher  splller  0,07   ilisjI, 
einstweilen    nur   0,015  nini    betritgl,  auch  tler  Eileiter  ist  vorn  stall 
0,20  mm    erst  0,Üö  mm  dick    und  der  Uterus  statt  0,5  mm  gar  ersl 
0,12  nun.     Freilich  ist  auch  die  Füllung  der  Rühre  einstweilen  noc^^ 
nicht  die  sptitcrc;    l'lerus    und  Eileiter  sind  noch  leer,  und  auch  di^^ 
Eier  noch  dotlerlos  und  von  geringer  Grösse  (0,0:22  nun),     lliern.icl* 
bedarf  es  kaum  mehr    der  Remerkuug,  dass  die  Dickenentwickdunt^ 
der  reifen  S|)haerularienschlüuche,  deren  wir  schon  b  Uher  gedachten, 
nur  die  Folge  der  vollen  Geschlechtsentwickelung  ist.     Bevor  dieselbe 
eintritt,    zeigt  aurli    der  Genitalkanal    last  in  ganzer  I^nge  noch  die 
ftüliere  Veibindung    mit   dem  Fetlktirper.     Erst  wenn  die  Schlauch 
an  Dicke  zunehmen,  geschieht  die  Lösung. 

In  organologischei"  Hinsicht  ist   d^'i    Gescldcchlsa[<parat  nach  AI 
schluss  der   Entwickehmg   noch   einfacher,  als  früher.      Die   Anfangs; 
so  scharfe  Grenze  zwischen  Uterus  und  Endfaden  ist  fasl  vollst<ii)(rig 
verloren   gegangen,    theils,    weil    der  letztere  sicli  gegen  den  Ltc^H 
hin  allniiildich  immer  stärker  verdickte,  llieils  auch,  weil  das  hinlö'*' 
umgebogene    Ende    des  Uterus    dünner    ist,    als    der    übrige    Th« 
und  immer  mehr  (bis  auf  0,25)  abninmit,  je  meiir  es  dem  vordei" 
Abschnitte  des  <)\iductes  (0,21  mm)  sich  anulihcrt.    Wenn  luan  freili *^ 
genauei'  untersucht,  dann  überzeugt  utan  sich  bald,  dass  Uterus  uK*** 
Oviduct  nicht  direct  in  einander  Übergehen,  sondern  durch  ein  kur 
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Zwischenstück  in  Ziisammcnliang  >:tohon,  woielies  nichl  hlos  enger 
ist,  als  die  anliegenden  Thetle  (0,14  mm),  sondern  sieh  auch  dadiircli 
von  denselben  unl erscheidet,  tUiss  es  für  gewiilinlich  leer  ist,  die 
Eier  also  rasch  passiren  Uissl.  Von  dieser  L'nlerbrecliung  abge- 
.selien,  erscheint  der  gesammte  A(vparat  als  ein  Rohr  ohne  alle  Glie- 
derung, nur  insofern  ausgezeichnet,  als  es  in  seinem  Verlaufe  nach 
vorn  alliiKliilifli  dicker  wird.  Am  stürkslen  und  rapidesten  isl  diese 
Verdickung,  wie  wir  wissen,  im  Uterus.  Oviducl  und  Eierstock  gehen 
ganz  allmlihlich  in  einander  iibei",  so  dass  es  uniiu'lglicli  ist,  ohne  Ite- 
rUcksichtigung  des  Inhaltes  beitle  auseinander  zu  halten.  Allerdings 
ist  es  zuniiflist  nur  der  vortlere  Theil  der  Ovarialrölire,  der  dabei  in 
Betracht  kommt,  jener,  der,  gleich  dem  Ovixiucte,  mit  dotierreichen 
Eiern  gefüllt  und  deshalb  auch  wie  dieser  dunkel  gePärbl  ist.  Der 
hintere  Theil  des  üvariurns,  dessen  Eiinhalt  der  Dollereinlagerungen 
noch  entbelirt,  isl  ebensowohl  durch  seine  Parblosigkeit,  wie  durch 
seine  unbedeutende  Dicke  zur  Geniige  ausgezeichnet.  Trotzdem  aber 
geht  auch  tlieser  hintere  Theil  so  allmlililich  in  den  folgenden  über, 
dass  selbst  hier  eine  scharfe  Grenze  nicht  zu  ziehen  ist. 

Der  histologische  Bau  hal  sich  gegen  früher  zuuclchst  insofern 
verändert,  als  die  Zellen,  welche  der  structurlosen  Aussenwand  auf- 
liegen, um  ein  Ansehnliches  gewachsen  sind.  Ihre  bedeutendste 
Grösse  erreichen  tliesclben  im  Uterus,  wo  sie  bis  0,1  mm  lang  sind 
lind  in  ilireiu  trüben  Protoplasma  einen  grossen  Kern  (0,03  mm)  mit 
ansehnlichem  ISncleolus  aufweisen.  So  wenigstens  im  mittleren  Theile, 
so  weit  der  Uterus  eine  belrJichtlicfiere  Weite  besitzt,  wlihrend  sie 
nach  hinten  zu  merklicli  kleiner  wertlen.  Erst  im  Oviductc  stösst 
man  wieder  auf  grossere  Zellen,  aber  auf  Zellen,  welche,  wie  das 
auch  bei  anderen  Nematoden  der  Fall  isl,  die  frUliere  mehr  ovale  Form 
mit  einer  lang  gestreckten  vertauscht  haben  und  (bei  einer  Llinge  von 
0,1  mrn  und  einer  Maximalbreite  von  0,013  mm)  fast  faserartig  aus- 
sehen. Von  da  an  nehmen  die  Zellen  an  Grösse  wieder  ab;  sie 
verlieren  auch  zugleich  an  Schärfe  der  ('onlouren,  so  dass  man  fast 
fH^uben  könnte,  es  .sei  an  Steile  des  früheren  Eiüthels  eine  zu- 
tfiätnnicnhiingende    Körnei'schicht    gcUrelen,    wenn    die    eingelagerten 

Kerne  nicht  mit  Bestimmtheit  auf  eine  zellige  Structur  hinwiesen. 
1  Ob  die  GenilalrOhre  des  Sphaeruhirienschlauches  eine  iMuskulalur 

besitzt    oder  nicht,    ist   mir   lange  zweifelhaft  gewesen.     Wohl  zeigt 
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die  Wand  des  Uterus  hier    und  da  eine  Querslrichelung,  aber  do 
zu  wenig  deiillieli,  als  dass  dieselbe  ohne  Weiteres  auf  Muskelfasern 
bezogen  werden  könnte.      Der  Umstand  freilich,  dass  die  Eier  dooIH 
wahrend    der    Klllftimg   aus    dem    Schlauche    ausgeslosscn   werden!^ 
iHsst    die  Existenz    von  Druckkräften,    die  auf  den  Inhalt  des  LHeru 
wirken,  nicht  bezweifeln,  aber  diese  KriSfle  könnlen  möglicher  Weil 
ja    auch   ausserhalb  des  Schlauches  in  der  Hummel  zu  suchen  sdÜ 
Überdies    schien    der    Umstand,    dass   auch    die    Srhlaiichwand  der 
Muskeln  und  des  Nervensystems  vollständig  entbehrt ,  der   Annalinie 
von   der  Existenz   besonderer  Uleriismuskeln   nur   wenig   günstig  zu 
sein,    Trotzdem  aber  bin  ich  scliliesslich  bei  meinen  UnlersuchuO; 
auf  eine   Stelle  gcstossen,   die   alle  Hedenken  beseitigt   hat.     Es 
das  oben   erwähnte  Verbindungisstück   am  hintern  Ende  des  Uten 
welches   eine ,  wenn  auch  nicht  gerade  augenHillige,  doch  Immerbin 
kaum   zu    verkennende  Querfaserung   besitzt.     Die  Fasern  sind  blass 
und  schmal    und    liegen   in   einfacher  Schiclil   unterhalb   der  Tunica 
propria,  so  dass  man  vielleicht  annehmen  darf,  sie  möchten  in  ülin 
lieber  Weise,  wie  die  Körpermuskehi  der  Nematoden,  den  aufliegendem 
E[)ilhe!iiellen  ihren  Ursprung  verdanken. 

Dass  die  Ent Wickelung  der  Eier  im  Umkreise  einer  Rhachis 
schiebt,    also   denselben  Modus  einhält,  den  wir  bei  zahlreichen 
dern ,    besonders    grössern    Nematoden   vorfinden,    ist    schon  durcb 
Lijbbock's  Untersuchungen  bekannt  geworden.     In  Schläuchen  unter  C 
bis  8  mm  sucht  man  freilich  vergebens  nach  einem  derartigen  Gebilde. 
Was  wir  bei  den  Jugendformen  als  Ovarium  bezeichneten,  ist  ilb^H 
liaupt    nicht    ohne    Weiteres    dem    Eierstocke   der   spütern    Zusllinfl^ 
gleichzusetzen,  sondern  refirllsenlirt  nach  Bau  und  Entwickelung  n! 
das  Keimfach    des    ausgebildeten  Ovariums,  das  überall  bei  den 
maloden    der  Rhachis   enibehrl.     Die   hellen   Eikeime ,    die   dasselbe 
enihlilt,    werden    nacli    dem    Ende    zu   immer    kleiner,    und    zei 
schliesslich   genau   das  Bild   des   noch  jungfräulichen  Ovariums. 
Angabc  Liubock's,   dass  das  Uusserste  Ende  des  Ovariums  von  cii 
einzigen    grossen   Zelle    gebildet    werde ,   kann    ich  nicht  besttiti 


lern 


4 


Die  erste  Andeutung  der  Rhachis  bemerkt    man,    wenn  die 
keime  0,0G  mm  messen,  also  bereits  merklich  gewachsen  sind. 

Sie  erscheint  unter  der  Form  eines  zieridich  hellen  und  dilnnef' 
Fadens,  der  in  dei"  Axe  der  Rölire  zwischen   den  zunächst  in   mijll 
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facher    Schicht  aufliegenden    Eikeimcn   binziehl.  KrsI    splUer,    wenn 

frier  Dtirchmesser  auf  0,04   mm  heriingewachson  ist,  gruppiien  IcMz- 
pere  sich  io  eine  einfache  Lage. 

In  Schläuchen  von  eivva  i   cm  Lünge  sind  die  Eier  noch  ohne 


i 


oinigen  Dolter.  obwohl  ilire  Grösse  inzwischen  durch  Verdickung 
lies  Plasniahofes  um  ein  BctrJlchlltches  gewachsen  isl. 
I  Mit  der  immer  mehr  sich  entwickelnden  Geschlechtsreife  machl 
natürlich  die  Ausbildung  sowohl  der  Eier,  wie  auch  der  Rhachis 
immer  weitere  Fortschritte,  Die  letztere  nimmt  unter  gleichzeitiger 
[Verdickung  alhiiiihlich  eine  grobkörnige  Beschaflenheit  an,  und  Uisst 
diese  Körner  dann  auch  in  immer  giösserer  Masse  in  die  Plasma- 
masse  der  Eier,  die  jetzt  auch  mit  der  Rhachis  in  deuttichem  Zu- 
sammenhange steht,  übertreten. 

1  Doch  das  Alles  sind  Vorgänge,  die  ganz  in  derselben  Weise 
sBuch  bei  zahlreichen  anderen  Nematoden  vorkommen  und  so  häufig 
leschrieben  sind,  dass  wir  nicht  hinger  dabei  zu  verweilen  brauchen, 
i  Je  mehr  die  Eier  nun  aber  durch  immer  reichere  Aufnahme 
kon  Dotterkörnern  wachsen,  desto  mehr  verkümmert  die  früher  so 
ansehnliche  Hharhis,  bis  sie  schliesslich  in  der  Niihe  des  Eileitei's 
"Völlig  verloren  geht,  und  die  Eier  dann,  Anfangs  noch  von  unregel- 
mässiger  Form  und  ohne  Eihaut,  in  letzteren  übertreten.  Nachdem 
[sie  eine  Zeitlang  daselbst  verweilten,  gelangen  sie,  bereits  im  Be- 
Bilze  ihrer  delinitiven  Gestalt,  als  grobkörnige  Ballen  von  0,125  nun 
iLänge  und  0,üö  mm  Breite  in  den  Uterus,  in  dem  sie  sodann  nach 
Slattgefimdener  Befruchtung  mit  einer  dünnen  Schale  sich  beklciilen 
und  die  ersten  Furchungszuslilnde  durchlaufen.  Die  Embryonalbildtmg 
•geschieht  ersl  in  der  Leibeshöhle  der  llununet,  geht  aber  auch,  wenn- 
gleich weniger  sicher  und  vüllslündig,  nach  der  Ucbcrtragung  in  Wasser 
vor  sich,  so  dass  es  den  Anschein  hat,  als  wenn  dazu  eine  weitere 
Nahiungsaufnahme  nicht  nöthig  sei.  Trotzdem  sind  übrigens  die  Eier 
mit  enlwickciteuj  Embryo  durchschnittlich  etwas  grösser,  als  diejenigen, 
bei  denen  die  Furchung  eben  erst  begonnen  hat  (Lilnge  :=  0,132, 
Breite  =  0,07  mm). 

Die  Vnrgimge  der  Furchung  und  Embryonalbildung  habe  ich 
inicht  speciell  untersucht,  obwohl  sie  wegen  der  Grö.sse  der  Eier 
iBnd  der  Durchsichtigkeit  der  Schale  dazu  besonders  auirordern.  An- 
dererseits macht   freilich  die   grobkörnige  BeschalTenheit  des    Dotters 
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es  schwer,  die  Heiliciifolge  clor  Fureluingen  genau  zu  verfolgen.  Iclr 
bescluünkc  mich  desslialb  auf  die  Bemerkung,  dass  die  vier  eisten  l 
Furcluingskiiireln,  oll'enbar  in  Anpassung  an  die  Uinglichc  Form  der 
Eier,  wie  hei  llelerodera ,  der  Kiingo  nach  liinter  einander  lie!j;en. 
Die  Reilienfolge  der  splileren  Fuicliungen  zeigt  mancherlei  inthvidiR'llc 
Verschiedenheilen  und  geschieht  keineswegs  in  so  typischer  Weise, 
\\  ie  das  nameullich  von  IIallez  jüngst  bei  andt-rn  Formen  beobaclild 
isl').  Das  Resultat  dieser  spiUercn  Theilungen  ist  die  Bildung  voo 
kloineien  und  grosseren  Furcluingskugeln,  deren  erstere  dann  als 
Ectodermzcllen  die  andern  umwachsen.  Der  auf  diese  Weise  ent- 
standene Eniliryonalkörpei-  hat  Anfangs  eine  ovoide  Form,  wird  ilaoo 
durch  Auswachsen  und  Krümmung  besonders  des  Scliv\an/.lheiles  b^j 
gent'örniig  und  verwandelt  sich  scIitiessHch  -^iendicli  rasch  in  eio^H 
langgestreckten  schlanken  Wurmkürper,  der  (Fig.  16)  im  Innern  tier 
Eischale  zwei  mehr  oder  minder  vollständig  sich  deckende  lang- 
gezogene Spiraltouren  machl. 

Unniiltelbar  nacii  dent  Auski'iechen  hat  der  Embryo  eine  Llinge  von 
0,71  njüi.  Sein  (J'uerdiirchniesser  betrUgl  am  Schwanzende  0,3  mm. 
am  Kopfende  kaum  die  Uiilfte  (0,üHmm).  Gestalt  und  Hau  zeigen 
sonst  die  späteren  Verheil tnisse.  Die  Darm/.ellen  sind  mit  gro- 
ben Dütlerkiirnern  gefiilll,  die  kaum  verllnderl  aus  den  Eiern  m 
dieselben  übergegangen  sind  und  ihnen  ein  dunkles  Aussehen  geben, 
das  gegen  die  helle  Leibeswand,  die  übrigens  Anfangs  gleichfalls  ei| 
Anzahl  kleinerer  Dolleikörner  enthtilt,  stark  absticht.  Die  Culi 
ist  schwach   und  fein  geringelt,  drr  Psendoslachel  dilnn  und  kurz 

Die  Veriluderungen,    welche    der   Endjryo  widirend  seines  .Vuf- 
entlialtes  in  der  Leibeshfihle  der  Uumnn'I  erleidet,  lassen  sich  sämro^i 
lieh  auf  Wuchsthumserscheinungen  zurück fidircn.    Ob  das  dazu  ndlli^^ 
Quantum  Nahrung  von  aussen  aufgenommen  wird,  oder  den  Dotlcr- 
körnern    der    Darmzellen    entstammt,    wird    schwer    zu    entscheiden 
sein,   doch    darf   der   Umstand,    dass  die   letzteren   an  Grösse  d 
verlieren,  immerliin  schon  jet/,t  auf  eine  gewisse  Theilnahme  an 
ErniihrungsvcH'güngen  zurückschliessen   lassen. 

Dass    unsere    Sphaerulaiia    durch    die   Resonderheilen    ihres 
schlechlälebcns  nicht  bloss  in  der  Gruppe   der   Nematoden,   sondero 
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in  der  ganzen  vielgestalteten  Thierwelt  bis  auf  die  jüngste  Zeil 
Jisolirl  stand,  ist  schon  oben  melirfach  hervorgehoben.  Erst  die  Ent- 
deckung des  interessanten  Alractonenia,  dem  die  folgende  Mittlieiliing 
gewidoiel  ist,  hat  sie  dieser  vereinsamten  Stlhing  entrissen  und  die 
Brücke  geschlagen,  die  ihre  Lebcnsgeschiclite  mit  den  ZusI linden  der 
gewrdinnclion  Spulwürmer  verbindet.  Schon  vor  einigen  Jahren  ist 
freihch  von  Cobbold  der  Versuch  geniacht  u'or(h^n ,  einen  in  Eng- 
land in  den  Magendrilsen  des  Schweines  aufgefiindeniMi  Nenialoden, 
Sismondsia  (»aradoxa  Cobb. ,  als  Gegenstück  unserer  Sphaertilaria 
zur  Seile  zu  stellen').  Obwohl  S(:ii.\eider  diesem  Versuche  beizustira- 
men  scheint^),  rauss  ich  denselben  fUr  veifehlt  hallen.  Was  (".oBiioLn 
in  seiner  etwas  verworrenen  Beschreibung  an  dem  Wurme  als  »Ro- 
sette« bezeichnet  und  »willi  a  provisional  acceplance  of  ScnNEii»KB's 
view"  als  den  nacli  aus.sen  utngestiil[jleo  Uterus  in  Anspruch  nimml, 
ist  oflenbar  nichts  Anderes,  als  der  von  dem  weiblichen  Ap[)arate  miich- 
lig  aufgetriebene  Mittelkorper  eines  zunächst  mit  Hystrichis  und  Tro- 
|»idocerca  verwandten  Spiroptera-artigen  Nematoden.  I!iill(^  r.tiBBtiLü  die 
schöne  und  eingehende  DarsLeUung  gekannt,  welche  r.iEBRRKriiN  vor 
zwanzig  Jahren  von  dem  sonderbaren  Tetramcres  hoinichrous  aus  den 
Pepsindril.sen  des  Vormagens  von  Anas  brochas  gegeben  hat''),  dann 
würde  er  rasch  zu  der  l'cberzcugung  gckouunen  sein,  dass  seine 
Sismondsia  demselben  (ienns  zugehöre.  Nicht  blos  die  allgemeine 
Körperforni ,  auch  nicht  blos  der  Umstand,  dass  aus  dem  zu  einem 
abgeplatteten  SphUroide  aufgebhihlen  .\1itlelslück  an  der  gegenüber- 
stehenden Finden  Ko[>f  und  Schwanz  von  gew{)hnlicher  Bildung  hervor- 
treten, selbst  der  anatomische  Hau  ties  Wurmes,  das  Vorkommen  in 
den  Magendrtisen  eines  Warnd>lillers,  das  Zusammenleben  mit  einem 
durchaus  nematudenartigeu  Milnnchen  —  das  .Alles  bedingt  eben  so 
viele  Uebereinslimuiungen  mit  Tetiameres,  wie  Unterschiede  von  Sphae- 
rularia.  Sogar  die  zweigartigen  .Aiisbuchtungiui  des  Mittelslückes 
(branched  lateral  processes)  mit  ihren  kugligen  Anschwellungen  (caecal 


[- 


i)  Oll  Sismondsia  piiradoxii  nnd  bis  probable  aflinily  wilh  Sptiaerularia, 
Transacl.  Liunapan  Soc.    «883.  T.  II.  p.  S.'il— 361. 

i)   Bt;itriige   u.  .s.  \v.   Hd.  I.    S.  ili\. 

.1)  Beilräge  zur  Aiialomie  cler  Nein;i(rtden ,  Arcbiv  für  Anal,  und  t'hysiot. 
1885.  S.  3U— 336,  Tab.   XII  iiml  XIII. 

AbluBdl.  d.  K.  Sachs.  UeKcllsrIi.  d.  WisHenBcb.  XXII. 
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ctipsiiies),  die  mil  den  Uückern  des  S|)luierularicnschlaiiches  verblieben 
werden  —  die  Eigeoscliaflen  also,  welclie  Cobbolo  zu  der  Bezeichouns 
i> Rosette  <'  veranlassten,  sogar  sie  lassen  sich,  wenn  auch  in  geringerer 
Entwicklung  und  Selhsllindigkeil,  bei  dem  LiEnERKiiiN*schen  Telraineros 
aufihideu.  Aber  gesetzt  auch,  dass  diese  Analogie  nicht  zulreflen 
sollte,  sü  liegt  doch  zu  einer  Zusanimensleüung  der  » RosoKe «  mil 
einen»  S}>liacrularicn&chlauche  nicht  der  geringste  Grund   vor 


ATRACTONEMA  GIBBOSim.  •) 

Hierzu  Tafel  IIl. 

Bei  Gelegenheit  meiner  Milthcilungen  über  Sphaerularia  halrf 
ich  nielirfaeh  hervorheben  müssen,  dass  die  isolirle  Slelluns  die 
dieser  Wurm  durch  die  sonst  unerhürten  Eigenthiimliclikeilcn  seines 
geschlechtliclicn  Verliallens  einniiiiml,  es  verscliuldet  hat,  dass  die 
richligcn  Ansichten  iibei-  dessen  Natur  eist  nach  iHiigerer  Zeil  die 
ihnen  gebührende  Anerkennung  gefunden  haben.  Wären  Formen 
bekannt  gewesen,  die  zu  dem  sonderbaren  Verhalten  der  Sphaeru- 
laria den  llebergang  gemacht,  dasselbe  in  ii-gend  einer  Weise  vor- 
bereitet hatten,  dann  würde  das  Urtheil  vernuahlich  von  vorn  herein 
anders  gelautet  haben. 

Ein  solches  Thier  nun  ist  es,  das  ich  unter  den  Namen  Alra- 
ctoHcnia  iß/hosum  hier  zu  beschreiben  gedenke.  Es  j^ehörl  wie 
Siibai'iiilaria,  zu  den  Sehniarolzernemalodcn,  und  dürfte  dersell>en 
^uch  sy>lcnialisch  nicht  allzu  fern  stehen.  Über  die  Zugehorigleil 
zu  der  Khubdilidengruppe  kann  hier  kein  Zweifel  sein. 


'     VI-     '  — 

f)  Die  erslc  MiHlieüung  über  dinson  sonderbaren  Wurm  isl  der  K«l.  Gcsi-ll- 
scliafl  iler  WisscnscUaflen  h\  tlor  Silziing  vom  C.  Deceiuh«r  v.  J.  geniachl  worden. 
Vßl.  Üerictile  u.  s.  w.  i8Sß  MathemaJ. -phys.  C],  S.  3f>6  IT.,  sowie  weiter 
Zoolof?,  Anzeiger  1886  Nr.  HG,  Der  hier  für  unsern  Wurm  ia  Anwendung  ge- 
tiriiiliti-  Gcnus-Niiraen  Asconema  hat  mil  Alractoncma  (von  otTpotXTo;,  die  Spindel) 
vertauscht  wenleti  müssen,  weil  derselbe  nicht  blos  an  eine  Pdifornj,  sondern 
von  Kk.\T  aucli  bereits  an  eine  HexaHineüidc  (Ouiirterly  Joiirii.  micr.  Soo. 
p.  90)  vergeben  worden  ist. 
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L'nscr  Wurm  bewohnt  die  Larven  der  Cccidoniyia  pini,  einer 
lltleinen  Fliege,  die  sich  in  den  zur  Zucht  von  Allanlonema  von  mir 
jhergerichtelen  Zwingern  während  der  Herbstmonale  des  verflossenen 
Jahres  in  Menge  eingenistet  halle.  Es  war  einer  meiner  Schüler, 
der  Studiosus  der  Natm-wissenschafl  Herr  A.  Sthlbell  aus  Frankfurta.  M., 
derselbe,  dem  wir  inzwischen  eine  schöne  l!ntersuchiing  über 
Ilelerodera  Schachtii  zu  verdanken  haben,  welcher  den  Wiitin  auf- 
fand, als  er  auf  meine  Bitte  den  Inhalt  meiner  Zuchlj^eQisse  nach 
Allanlonemen  durchsuchte. 

Anfangs  war  der  Wurm  selten,  da  zunüehsl  nur  wenige  Larven, 
und  auch  die.se  immer  nur  spärlich,  inficirt  waren ;  in  den  dann  fol- 
igendeo  Wochen   aber   vermehrte    sich   die   Menge    der   Parasiten   in 
1  einem    solchen  Grade,    dass  kaum   noch    eine  wurmfreie  Larve    ge- 
funden werden  konnte,  und    die  Zahl    allein    der  weiblichen  Schma- 
iTOtzer  —    von    den    in    Menge    vorhandenen    Jugendfornien    zu    gc- 
Ischweigen  —  je  auf  ein  Dutzend  und  mehr  stieg.     Larven,    die    in 
den    für  die  Zucht   un.seres   Parasiten   eigens    eingerichteten   kleinen 
Behiiltern    I  0  bis  1 1  Tage  verweilten,  zeigten  deren  gelegentlich    Über 
50  —  allerdings  nicht  alle  auf  gleicher  Entwicklungsstufe. 

Durch  die  völlig  durchsichtigen  Körperhüllen  hindurch  lieasen 
sich  die  W^ürmer  mit  ihrer  liiut  schon  am  unvcilel/.len  Thieic  in  der 
Leibeshöhle  auffinden  und  in  ihrem  Verhallen  beobachten.  So  lange 
dieselben  noch  jung  sind,  bewegen  sie  sich  mit  voller  Freiheit,  be- 
sonders im  hinteren  Theile  der  Leibeshöhlc,  der  ihnen  einen  grösse- 
ren Spielraum  giebl,  weil  er  weniger  vollsliindig  von  Eingevveiden 
gefüllt  ist.  Später  wird  die  Bewegung  mehr  beschrclnkt,  weil  die 
Würmer  mit  ihrer  schlanken  Form  allmählich  auch  ihre  KiünmifUhig- 
kcil  verlieren,  und  schliesslich  gehl  dieselbe  völlig  verloren.  Die 
älteren  Parasiten,  die  ob  ihrer  eigenthlimlichen  Gestaltung  leicht 
als  solche  erkannt  werden,  liegen  ruhig  an  ihrem  Platze,  mcisl  in 
unmittelbarer  Nuhe  der  Leibeswand;  es  müssle  denn  sein,  da.ss  sie 
durch  eine  kviiflige  Zusammenziehung  des  Larvenkurpers  nach  vorn 
oder  hinten  verschoben  wurden.  Nalürlich,  dass  auch  die  Jugend- 
formen unserer  Würmer  und  die  neben  ihnen  in  der  Leibeshölde 
vorhanden<>n  Eier  unler  deui  Einllusse  dieser  Druckkriifle  auf  und 
ab  treiben. 

Sind   die   Parasiten    in    nur    massiger  Anzahl    vorhanden,    dann 
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scheinen  sie  ihre  Träger  kaum  erheblirli  zu  belasligon.  Die  lelz- 
leren  wachsen  niehl  hlus  vind  \crjtu[>|)On  sich,  sondern  werd« 
auch  zu  ausi^ohihlelen  iminnhchcn  und  weibhchen  Fhegen*).  Nl 
insütern  hoslelil  i^ei^en  fiiiljer  ein  Unterscliied,  als  der  Eintritt  ii 
Puppensladiutn  in  Foltju  der  dabei  veiiinderten  Organisalions-  ui 
Lebcnsverliiillnisse  eine  weitere  hilection  uninöi^hch  macht. 

So  lange  die  Cecidomyten  im  Larvenzuslatide  exisliren,  kann  die 
Infeclion  dagegen  jeder  Zeit   geschehen;  erwachsene    Larven,    »oga^| 
solche,  die  dicht  vor  der  Verp(i|>(iung  stellen,  sind  der  Einwanderung 
ebenso  /.uglinglicii,  wie  solche,    die  eben  erst   ihre  Eihuüe  verlasse 
haben. 

Trotzdem   möchte  ic!)   übrigens   nicht  geradezu    behaupten,   das 
der  Parasitismus   unserer  Würmer   für    ihre  Triiger   ohne    Uedeuliiu^ 
sei.     Gegen  eine  derartige  Annahme  spricht  schon  der  Umstand,  d» 
Larven,  die  stark  itiil  Atraclonenien  I)eselzt  waren,    bei  dem  üeb( 
gange  in  den   Puppenzusland   vielfach   in    meinen   Zuchtapparalen 
Grunde  gingen. 

Im  ausgewachsenen  Zustande  (Tat.  Mi  Fig.  1)    besitzt   unser  Pi 
rasit  eine  Läinge  von  0,0  mm.     Seine  Fornn    ist   sehr    ungewöhnlich,^ 
indem  der  schon  an  sich  gethungene  Leib  in  einiger  Enifernung  vor 
dem    kegelförmigen  Schwänzende   einen    buckelarligen  Aufsalz   IrUgl, 
der,  einem   müchtigen   Hruchsack    vergleichbar,  der  MauchflJiche 
breiler  Üasis  aufsitzt,     hn  völlig  entwickelten  Zustande  dUrfle  die.** 
Buckel  an  Masse  mein-  als  die   Hüllte    des   gesammten   VVurmkOrptTS 
ausmachen.     Seine    Liinge    betrilgt  nicht  weniger  als  0,25  mm,  Hohe 
und  Breite  0,1  I  mm,    mehr   als    der   (Juerdurchmesser   tles    Wurmes 
(0,02  mm).      Natürlich   unter  solchen  Lmslliuden,  Ua.ss  derselbe  nach 
allen  Seilen  über  tlie  Anhefluugsslelle  hervoiiagt.     Am  meisten 
vorn,  wo  ci    in  Form  eines  plumpen  Zapfens  fast    bis  zur  Mille  de 
Wurmes  emporreichl. 

Dieses  buckelarlige  Gebilde  Irägl  auclt  die  Schuld,  dass  unser 
Wurm  sich  nicht  mehr  sihliingelnd  furrbewegen  kann.  Durch  ilal 
Gewicht   desselben    (ixirl,    vermag  er    nur    noch    die    Enden  seine 


1)  Ein  Gleidics  habe  ich  .iiicli  an  ilcn  nill  Merniis  bcbaflcten  Cnlicidenlar'f* 
bcobiictitel    —    im    UegciisiUze    zu    <lrr  Angabe    St:iL\EiiiKns    (u.  a.  0.  S.   K  Anra 
iler  zufolge  diese  Larven  in  den  Pii|)|icnzu8lnDd  überhaupt  nicht  übergingen. 


Ätractonema    CIBDOSU»!. 


681 


Leibes,  naiuenllich  lias  vordere,  das  an  LUngo  überwiegt,  in  schwin- 
gende Bewegungen  zu  verselzcn,  die  kauiu  genügen,  den  Schwcr- 
punkt  des  Körpers  um  ein  Weniges  zu  verrUcken. 

'  Der    dem   Buckel    vorausgehende    Vurderleib     besitzt    in    ganzer 

Uinge  eine  phimpe  Cylinderfonn,  Nur  das  Kopfende  niaclU  eine 
Ausnahme,  indem  es  als  ein  kurzer  und  schlanker  Kegel  dem  übrigen 
Leibe  aut'sitzl.  Obwohl  letzlerer  vorn  njerklicli  (von  ü,0'J  bis  0,00  rmn) 
sich  verjüngt,  ist  der  Absland  von  den  Üimensioncn  des  Endstückes 
doch  so  gross,  dass  es  den  Anschein  hat,  als  wenn  dieses  ein 
selbstündiges  Anhangsgebilde  darstellte,  lind  das  um  so  mehr,  als 
es  sich  in  den  übrigen  Körper  mehr  oder  minder  tief  einsenken 
kann,  so  dass  mitunter  nur  die  iiusserste  Spitze  hervorragt. 

Der  über  den  Bauchanhang  nach  hinten  sich  tbrtsetzcnde  co- 
nische Schwanzlheil  ist  schlanker  als  der  übrige  Leib.  Er  besitzt 
eine  Lange  von  0,09  mm  unil  ist  in  Folge  des  Druckes,  den  erslerer 
auf  ihn  ausübt,  mehr  oder  minder  stark  nach  dem  Rücken  zu  empor- 
gehoben. Das  Jiussersle  Ende  Irtlgl  eine  0,021  mm  lange  stiftformige 
Papille. 

Die  nach  ihrer  äusseren  lürscheinung  hier  geschilderten  Wurmer 
ergeben  sich  bei  nüherei'  Betrachtung  sljmmtlich  als  Weibchen.  Nach 
niUnniiuhen  Würmern  sucht  man  übei'hau|)l  vergebens  in  den  Ceci- 
domyien.  Mag  die  Zahl  der  Parasiten  noch  so  gross  sein,  sie  be- 
steht immer  nur  aus  weiblichen  Thiercu  und  aus  Jugendformen. 
Allerdings  haben  die  ersteren  vielleicht  nicht  alle  die  eben  boschrie- 
heoe  aulTallende  Gestaltung.  Manche  tierselben  tragen  einen  erst 
unvollstiindig  entwickeUcn  Buckel  (Fig,  W)  oder  entbchien  desselben 
noch  völlig  (Fig.  7),  so  dass  sie  sich  durch  ihre  KOrpcrlbrm  an  die 
typischen  Nematoden  anschliessen,  und  auch  von  den  Jugendformen 
nur  durch  ihre  G rossen verliültuisse  und  die  Entwicklung  ihrer  Ge- 
schlechtsorgane verschieden  sind. 

p  Wenn  man  diese  jugendlichen  Weibchen  nüher  unlersuchl ,  und 

,.die  einzelnen  Enlwicklungszustiinde  derselben  vergleicht,  dann  konmit 
man  übrigens  rasch  zu  der  Lieberzeugung,  dass  der  Hocker,  tlessen 
Anwesenheit  die  ausgebildeten  Parasiten  in  so  aullallender  Weise 
auszeichnel,    duich    einen  Vorfall    der  Scheide    entstanden    ist,    und 

(Somit  ein  dem  Siihaerularienschlauche  durchaus  gleichwerlhiges  Ge- 
bilde   darstellt.      In    Form     und    anatomischer    Bildung    hnden    sich 
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allerdings  zwisclien  heitleD  Anhäagen  bolrachlliche  Unterschiede,  drä 
selben  können  ;iber  unser  rilhell  iil)er  ihre  morphologische  Natu 
eben  so  wenig  beeinflussen,  wie  der  Umstand,  dass  der  BauchhOcko 
von  Alracloncma  ttn  Selbsliindigkeit.  belrüchllich  hinter  dem  S|)liae 
ruiaiienschia liehe  zurücksteht. 

Die    jugendHchen    Weibchen    sind   aber   nur    selten    und   niii 
Folge  gunstiger  Infeclionsbedingungen  gelegeniHch   in    solcher  Menj 
vorhanden,  dass  sich  die  Entwicklungsgeschichte  des  Geschlechtshöckeii 
mit  einetn  einzigen  Bücke  iil)ersehen  lasst.     Unter  gewöhnlichen  V« 
htdlnissen  slössl  man  raeisl  nur  auf  einige  wenige  ausgebildele  Weit 
dien,  oder  gar  nur  ein  einziges.   Und  somit  dürfte  es  denn  auch  d« 
nalilihclieii  Vorkommnissen  am  meisten  enls[)rechen,    wenn    wir  ra 
nächst    diese    letzteren  in  Betracht  ziehen,    und  die  schon  oben  voll 
uns    gegebene   Beschreibung  der   Kürperform  durch  eine  Darstclliiug 
des  inneren  Baues  vervollsllindigen. 

Bei    der   ersten   Untersuchung    raucht   die   Organisation    unser 
Wurmes   einen    fast    verwirrenden    Ktndruck.      Stall    der   scharf 
zeichni'teii  Uingeweide  anderer  Nurnaloden  iMkenul   man  zunJicIisl  nu 
eine  gedrJingle  !Menge  ovaler  und   rundhcher   Ballen    von  verschieiie 
ner,    zum  Thcil  ganz  belrüchlliclier   tirosse    unil   meist    dunkler  Kg 
scliaffenheit,  die  trotz   der  im  Ganzen  unverkennbar  linearen  Gmp- 
pirung  in  manniehfaUiger  Weise  durch  einander  geschlungen  sind,  und 
aus  der  Leibeshöhle    des  Wurmes    aucli    in    den    weilen    Innenraum 
des  Genilalbuckels   übertreten.      Es    bedarf    erst    einer    langern   uod 
eingehendem  Beobachtung,  bis  man  die  Ueberzcugung  gewinnt,  dass 
diese  Ballen,  die  nichts  Anderes  als  Zellen  sind,  zweien  von  einander 
verschiedenen  Organen  angehöien,  dem  Darme,  der  freilich  von  de»» 
gewöhnlichen   Verhalten  belrlichllich  abweicht,  und  dem  Geschleclil^' 
apparate.     Beide  füllen  (Fig.  1}   in  bostinimler,  wenn  auch  individaoU 
und  zeitlich  mannichfach  wedtselnder  Anordnung  sowohl  die  l..eibeS"' 
hühle  des  Wurmes,  wie  auch  den  in  weitem  Umfange  damit  in 
sannnenhang   stehenden   Genitalhücker,    der    somit   auch    durch 
anatomisches  Verhallen   den    oben   gebrauchten  Vergleich    mit    ein< 
Bruchsacke  völlig  rechlferligl.     Dabei  darf  man  freilich    nicht  auss^'^ 
Acht   lassen,    dass    der   Höcker,    wie    wir    das    spater    noch  weiWC 
kennen  lernen  werden,  durch  die  nach   aussen  vorgefallene  Seh« 
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entstanden  i^jt,  untl  keineswegs  elvva  eine  blos  sackartige  Auf- 
Ireibung  der  Leibeswand  darslelll. 

Es  bedarf  übrigens  niclit  einmal  des  entwicklungsgesehichtliclien 
Nachweises,  um  die  Ueberzengiing  zu  gewinnen,  dass  der  Genilaf- 
hücker  unseres  Atractoneiua  kein  inlegrireiuliM-  Theil  dev  Lerbesvvand 
ist.  Sclion  sein  anatomisches  und  liistolagi.sches  Verhallen  zeigt  das 
zur  Genüge. 

Nicht  blos,  dass  das  letzte,  zwiebelaitig  aufgetriebene  Ende 
des  Genitalschlauchos  auf  dcni  nach  vorn  geiicliteten  Vorsprunge  des 
Buckels  nach  aussen  ausmünde! ,  es  haben  auch  die  W;iindci  die- 
ser beiderlei  Theile  durch  ihre  Dicke,  ihr  zelliges  (ieruge  und  ihr 
eigenthiiinliches  Aussehen  eine  so  augonfalligf  Achnliclikeil  (Fig.  I), 
dass  die  Zusaniniengehürigkeit  derselben  ganz  unverkennbar  ist. 

Die  Kürperdecken  unseres  Atractoneiua  Ijesilzen  itn  (iogensatze 
zu  der  Wand  des  Genilalbuckels  eine  wenig  aulTallende  Structu- 
rirung  uuil  eine  nur  unbetrüchlltchr  Dicke.  Die  Culicula  ist  hell  und 
zart,  so  dass  sie  trotz  ihrer  Hingelimg  fast  glatt  erscheint,  und  eben- 
so hat  auch  die  nach  innen  anliegende  Musculatur  eine  nur  wonig 
krüflige  Entwicklung.  Wie  bei  den  verwandten  Würmern  besteht 
dieselbe  aus  acht  paarweise  zusamuiengni|n)irten  Lllngsfascrzügen, 
zwischen  die  sich  an  zwei  einander  gegeuubcrliegemlen  Stellen  je  ein 
ziemlich  breites,  aber  nur  schwach  gezeiclinetes  kernhaltiges  Seiten- 
feld einschiebt. 

In  einiger  Entfernung  von  der  Kopfspitze  eikennl  man  auch, 
am  besten  an  inhaltlosen  t^uticulardcckcn,  die  bauchstlindige  (Jell'nung 
des  Excretionsorgans  mit  der  anhiingenden    Chitinröhre. 

Weil  eigen! hiUnlichei',  als  die  beibeswand  unseres  Wurmes  ver- 
hall sich  sein  Darmapparat.  .Sonst  bei  den  Nematoden  ein  meist 
deutlich  rohriges  Gebilde,  besteht  derselbe  bei  den  au.sgebitdelen 
Weibchen  (Fig.  1)  aus  einem  soliden  Strange  grosser  Zellen,  die  in 
einer  bald  doppelten,  bald  auch  einfachen  Reihe  hinler  einander 
liegen.  l\lundüfl"nung  und  Aft<'r  fehlen,  aber  die  Enden  des  Stranges 
sind  da,  wo  diese  sonst  gelegen  sein  würden,  mit  den  äusseren  Körjior- 
wünden  in  ligauicntöser  Verbindung.  Die  geringe  Fesligkeit  dieses 
Zelk'nkör|ier»  bringt  es  mit  sich,  dass  derselbe  nicht  den  gestreckten 
Verlauf  eines  gewöhnlichen  Neuiatodendaruics  einhSU,  sondern  durch 
den   Druck  der  müchlig   entwickelten  Geschlechtsorgane  vielfach   zur 
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Suili.^  cibt^cletikl  uiul  i^ekriiiiitiil  ist.  Am  meisten  gilt  da»  für  die 
hinlere  Htitflc^  bL'üorulers  jutien  Tlicil,  der  in  don  Hohlraum  des  Ge- 
nilalLuckcLs  einlriü,  und  sich  hiüM-  nichl  seilen  (Fig.  i)  sogar  in 
förmliche  kuizc  Schlingen  zuscUiiiiienlegl,  was  um  so  leiclucr  gi"- 
schehen  kann,  als  seine  Zellen  ininjer  nur  eine  einfache  Reihe  bil- 
den. In  Fulge  dieses  Uoislandes  gewinnt  der  Sirang  denn  auch  eine 
Länge,  die  niehl  unbelrUchtlich  grösser  ist,  als  die  des  Wunnleibes. 

Die  Zollen  selbsl  sind  vun  länglicher  Form  und  einer  zum  Tlieil 
recht  ansehnlichen  Grösse  (0,045 — 0,08  mm).  Sie  sind  in  der 
Axenrichliing  des  Stranges  an  einander  gefügt,  zeigen  aber  soiu4 
in  ihrer  Gruppirung  keinerlei  Regelintlssigkeil,  so  da.ss  kuriere  und 
längere  Zellen  ohne  Ordnung  abwechseln.  Das  Protoplasma  hat  eioe 
grobkörnige  Beschaffeuheil  und  umschliessl  einen  blasschenförniigen 
Kein  von  ansehnlicher  Grösse  (0,18  miu),  in  dem  das  Iverakör- 
perchen  nur  wenig  her\ortrilt. 

Die  dünne  Hüllhaul,  welche  die  Zellen  zusammenhielt,  setzt  sich 
über  die  liiuk-n  des  Stranges  hinaus  fori  und  befestigt  denselben  vom 
und  hinten  an  der  Leibeswaud.  Am  längsten  und  stitrkslen  ist  «las 
N ordere  Aufhiingeband,  das  bis  in  den  Kopfkegel  hinein  sich  ver- 
folgen Ussl  und  in  dessen  Innerm  zu  einer  fast  butbusartigen  Ma^se 
anschwilll.  An  heren  CulicularhUulen  beobachtet  man  auch  einen 
dUnnen  Chilinfaden,  der  den  Bulbus  von  der  Kopfspitze  aus  durch- 
zieht, wohl  ein  sicherer  Beweis,  dass  wir  es  hier  mit  dem  Hudi 
menle  eines  Pharyngcalapparales  zu  thun  haben. 

Unser  .^tracloticuia  ist  übrigens  nicht  der  einzige  Nemaloi 
mit  so  ungewöhnlichem  üariue.  Schon  bei  Sphaerularia  haben  v 
oben  (S.  031  [67])  eine  ähnlidie  Bildung  gefunden,  nur  das«»  di 
Zellen  hier  bedeutend  kleiner  sind,  und  so  regehnUssig  beisam 
liegen,  dass  das  Aussehen  des  Stranges  noch  völlig  durmartig 
ist.  Eine  weit  grössere  Üebereinstininumg  zeigt  der  Zelleokörpefl 
von  Mermis  albicans,  nicht  blos  duich  sein  anatomisches  Ver- 
liallen,  sondiMU  auch  dadurch,  dass  er  im  .lugendzustande,  ganz  wie 
wir  das  sitiiler  auch  für  unser  Alraclonenta  kennen  lernen  werden, 
noch  durchaus  die  gewöhnliche  Beschairenheit  eines  Nematodendarmo» 
hat.  Selbst  den  Feltkör|ier  ties  Sphaerularienschlauches  dürfen  vvH 
als  analoges  Gebilde  hier  anziehen,  obwohl  derselbe  dadurch  sehr 
auffallend  verschieden  ist,  dass  seine  Zellen  —  vielleicht  in  iCusani- 
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ni^nltiing  inil  der  eii;enlhümliclien  Arl  der  Entwicklung  —  eine  grös- 
sere iMenge  von  Keniün  besitzen  (vergl.   S.   {j17   [53"). 

Jetlcnt'alls  stimiiiou  alle  diese  Gebildu  darin  iibereiii,  dass  sie, 
al>woht  genetisch  einem  Darme  gleicinverlhig,  nicht  die  oigcntlichen 
und  haupisäclilichslen  Functionen  eines  solchen  üben,  sondern  gewisse, 
süii5il  demselben  nur  nebenbei  zukommende  Leistungen  vollziehen^), 
dass  sie,  um  es  bestimmter  auszudiiickcn,  nicht  mehr  verdauen,  son- 
dern in  ihren  Zellen,  wie  das  gelegentlich  auch  sonst  der  Kall  ist, 
ReservesloÜ'e  anhilufen ,  die  dann  nach  ItedUrfniss  verbraucht  wer- 
den. Aus  eineui  nalirungsbereitenden  Organe,  wie  der  Darm  es  ge- 
uoluilicli  darstellt,  ist  der  Zellenkürper  zu  einem  nahrungssaujmela- 
deo  Gebilde  geworden.  Dass  übrigens  ein  solchei-  Functionswcch- 
sel  nur  bei  parasitischen  Thicrcn  möglich  ist,  die  in  ihrem  Nahrungs- 
erwerbe  nichl  ausschliesslich  auf  den  Darm  angewiesen  sind,  braucht 
kaum  ausdrücklich  hervorgelioben  zu  werden. 

Der   unreginiiitissige    Verlauf  des  Zel!enkör|ters    ist  bei  unserem 

AlrciL'lonema,  wie  das  üchon  oben  bemerkt  wurde,  vornehmlich  liurcli 

die  räumlichen  BedUrrnisse  des  Genitala  |i  parates  bedingt,  und  Je 

nach  dessen  Füllungszustande    ein    vielfach    wechselnder.     Auch  die 

Dicke    und    aufgetriebene    Korperform    dei-    ausgebiklelen    Weibchen 

lässl    sich    grossentheils    auf  die    JMassenenlwickhing    der    Genitalien 

zurückführen.      Trol/deiu  aber  ist  es    nur    eine    einzige    Geschlechls- 

rOhro,    die  unsere  Thieie  besitzen    (Fig.    1),  ein   Organ   freilich    von 

ansehnlicher  Lunge  und  bctrUchtlichei"  Weile,  das  diese  Eigenschaften 

selbst  dann  noch  behtUl,  wenn  wir  von  dem  buckellVirmigen  Üauch- 

anhaDge  absehen,  der  die  Genitalölfnung  trügt,  und  mor|)ho]ogisch,  vvie 

wir  wissen,  gleichfalls  dem  Geschlechlsapparate  zugehört. 

Die  ansehnliche  LUnge  dieser  Kühre  bringt  es  mit  sich,  dass 
dieselbe,  statt  gestreckt  zu  verlaufen,  sich  schlingenformig  zusannnen- 
k'gt.     Und  das  um  so  mehr,  als  sie  mit  Ausnahme  des  Endstückes, 


•  )  l)ou«A  bezeichnet  diese  vielfacli  in  der  Thierwell  vorkommende  Erschei- 
aung  —  die  übrigens  bereits  in  der  aijutomiscli-[)lijsiologi!»flien  Uebersicht  dos 
Tbierreiches  von  Beri;maNi\  und  LEttJiAHT,  Stu(lji;irt  18öt,  S.4i  fT.  und  a.  ii.  O. 
ihrer  hohen  Bedeulunß  n;irli  gebCitircnd  gewürdigt  ist  —  mit  dem  Namcti  des 
FuQClionswechsels.  Vergl.  DoiinN,  der  Ursprung  der  Wirbelthiere  und  das  Prin- 
CJp   des  Funcliouswechsels.     Leipzig   (875,   S.    60   IT. 
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tliis  itii  IiinL'in  des  Buckels  liegt,  auf  den  Vordeileib  des  Wurmes 
In'sclirllrikt  isL  Sie  h'Ml  ini  Gnjsseu  und  Ganzen  eine  N-förraige 
Anordnung  ein,  besieht  also  aus  zwei  absleigenden  und  einem  auf- 
steigenden Schenkel,  aus  drei  AhschniUen,  die  sich,  obwohl 
nirgends  scharf  gegen  einander  abgesel/l  sind,  nach  der  Beschäl?^ 
heil  ihres  Inhaltes  als  Kierstock,  Eileiter  und  ülerus  bezeichnen  lassen 
Damit  soll  allerdings  nicht  gesagt  sein,  dass  die  lilnden  dieser  Schenkel_ 
auch  genau  die  Grenzen  der  genannten  Abschnilte  bilden. 

Das  Ovariuni  ist  von  diesen  drei  Theilcn  der  längste.  Es  l)e- 
ginnl  (Fig.  1)  weil  vorne,  naliezu  auf  derselben  Höhe,  wie  der  /«.»ll 
kürper,  und  lliuCl  /.iemhch  gestreckt  von  da  an  der  Bauehfläche 
zur  Aiiheflungsstelle  des  Genitalbuckels,  wo  es  umbiegt  und  öfll 
noch  eine  Strecke  weit  in  den  Mitlelsehenkel  hinein  sich  verfolg 
lösst.  Seine  LUnge  betragt  reichlich  0,4  mm,  sein  mittlerer  Querdur 
inesser  etwa  0,03  mm.  Der  Innenrauni  ist  mit  dotlcrlosen  runden 
Eiern  verschiedener  Entwicklungsstufe  gefüllt,  die  unten,  wo 
eine  einfache  Keihe  bilden,  0,0 !ß  nmi  messen,  nach  dem  blinden 
Ende  zu  aber  kleiner  werilen  und  in  immer  grösserer  Mf 
neben  einander  liegen.  Bevor  die  Eier  die  einfache  Reihenfo 
einnehmen,  sind  sie  eine  Zeitlang  (zu  5  oder  6}  im  Uu)kreiä  eM 
im  Ganzen  freilich  nur  schwachen  und  kurzen  Rhachis  gelagert. 
epitheliale  Auskleidung  lässt  sich  erst  im  Eileiter  auftinden,  in 
die  Eier  mehr  oder  minder  dicht  gedrcingl  auf  einander  folgen  und 
unter  fortgesetzter  Grüssenzunahmo  util  einem  grobkörnigen  Doller 
sich  versehen.  Bein»  üebt^ilriltc  in  den  Uterus  besitzen  dicsellj^H 
bereits  ihre  volle  Entwicklung,  nur  dass  sie  der  späteren  Schalenhfflfl 
noch  entbehren.  Die  lelztere  entsteht  erst  nach  der  Bcfruclil 
die  im  Anfangsthcile  des  Uterus  geschieht,  wo  die  kleinen  Spe 
ztillen  in  Masse  beisammen  liegen.  Ein  eignes,  gegen  die  ilbr^ 
Theile  dos  Gcnitalschlauches  abgesetztes  Heceptaculum  ist  nicht 
banden.  Die  legereifen  Eier,  die  mehr  oder  minder  zahlreich  u 
gedriingl  ilcn  Uterus  füllen,  meist  aber  nur  in  einfacher  R 
einander  folgen,  sind  durch  Grösse  (0,05  mm)  und  -Aussehen 
Zellen  des  Darmstranges  so  iihnlich,  düss  das  Vcrstiindniss  der 
ganisation  dadurch    Vnfangs  erschwert  wiid. 

!u  der  Hegel  werden  die  Eier  noch   vor  Beginn    der   Furchii 
oder  doch  in  deren  ersten  Stadien  abgelegt,  aber  mitunter  »erwe 
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sie  auch  eine  längere  Zeil  im  Uterus,  bis  der  Embryo  gebildet  ist. 
Hier  und  da  slösst  man  sogar  auf  Wiirrner,  deren  Embryonen  nitdil 
blos  im  iMiilterleibe  iuisscliliiiirten  und  die  liingeweide  zerstörten, 
sondern  auch  unter  der  iniiluillenden  C-uticula  volLsttindig  auswuchsen, 
wie  das  bekanntlich  auch  sonst  hei  den  HlialiditiJen  vorkommt'). 

Die  GenilidüfTnung  liegt,  \vie  schon  früher  bemerkt,  am  Vorder- 
ende des  Buckels,  das  in  Za[)fenform  mehr  oder  minder  weit  em- 
porragt. Sie  fühlt  nicht  unmittelbar  in  den  Lilerus,  sondern  zuniU'hst 
in  eine  Art  ibilbus,  ein  ovoides  Organ  von  ansehnlicher  t.Irössc 
(0,08  inai),  das  den  ohern  riicil  der  Buckelholile  einuinnnt  (Kig.  I). 
Ob\>obl  nach  seinem  anatomischen  Verhalten  eine  Forlselzung  des 
Uterus,  gewissermassen  dessen  Endstück,  ist  es  nicht  blos  durch 
seine  Form,  sondern  weit  nietir  noch  durch  seinen  Hau  von  dem- 
selben verschieden.  An  .Stelle  der  im  Ulei'us  voi'kommenden  kleinen 
und  flachen  Epillielzellen  besitzt  niimlich  dir  Wand  des  Ibdhus  eine 
Lage  cubischer  Zellen  von  0,02  nun  Durchmesser,  die  <lurrli  ihr 
helles  Aussehen  und  den  Besitz  eines  blllschenfürmigcn  grossen 
Kernes  (0,013  mm)  mit  ansehnlichem  Nucleolus  (0,00Ö  mm)  den  die 
Buckelwand  bildenden  Zellen  in  einem  solchen  Maasse  gleichen,  dass 
Ächon  dadurch  die  Zusammengehörigkeil  dieser  beiderlei  Theile  liüchst 
«vahrsclteinlich  wird,  wie  das  am'h  oben  von  uns  hervorgehoben 
ist.  Die  Unterschiede,  die  zwischen  beiden  (Gebilden  obwallen, 
beschriinken  sich  vornehmlich  darauf,  dass  die  Buckelzellen  mehr 
lis  die  doppelle  Grüsse  der  Bullmszellen  (bis  zu  0,0 5ü  mm.  Kern  ~ 
0,025  ram)   besitzen.       Der     Nucleolus  besteht    aus    einem    ansehn- 

chen  Ballen  von  Chromatinsubslanz,    der   bald    kuglig,    bald    auch 
nggezogen  oder  gar  doppelt   ist,   und  nicht  selten  eine  Anzahl  von 

acuolen  in  sich  einschliesst. 

Die  Wand  des  Buckels  hat  unter  solchen  Uinsliinden  eine  be- 

rllchtliche  Dicke,  obwohl  die  Zellen  immer  nur,  wie  die  des  Sphac- 
larienschlauches,  in  eintaclicr  Schicht  neben  einander  angeordnet 
isind  (Fig.  1).  Gleich  letzteren  erscheinen  sie  in  der  Flüchenansichl 
als    ziemlich    rcgelmüsige    Sechsecke.      Die    innere    Begrenzung   der 

I)  liier  und  da    ist   solch    ein  Verhalten    sogar  ganz   conslant.     So  l]ci  der 
Vliabdilisfonn  von  Rluibdoocn);i  nigrovenosuni    (LürtKAiiT,  Pnnisheti,    1.  Aull.   B«i.  II. 
144). 
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Zellon  isl  niiliezii  vhan  und  voq  einer  dünnen  Haut  überzogen, 
im  dci  Inserlionsslelle  des»  Bulbus  direct  in  dessen  Äussere  Öeklei- 
düng  ühcrijelil,  während  die  freie  Äiissenfliicljc  ubrglasartig  sich 
erhebt,  so  dass  der  Buckel  ein  mehr  oder  minder  bockeriges  Aife- 
schen  liesilzl.  So  hoch  beilicb  wie  bei  Spbaerularia  wertico  die 
Erhebungen  nieiuals,  schon  dei^bHlb  nicht,  weil  die  Zcllenkerne  u 
rclaliver  Grösse  nicht  unbelrüchllich  zurückstehen.  Dafür  aber  «r- 
rinnert  die  äussere  Bekleidung  der  Zellen  wieder  insofern  au  im 
Verhültnisse  des  Spbaenilarienscblauches,  als  sie  nicht  blos 
grosse  Fesligkeil  besitzt,  sondern  auf  ihrer  Innenflüchc  auch  eine 
Porenkanällen  durchsetzto  dicke  Aullagerung  zeigt.  An  der 
schlechtsülTnung  schliigl  sich  die  culiculaarlige  Aussenlage  nach  i 
in  den  Bulbus  hintun,  den  sie  dtinn  in  ganzer  Liinge  auskJeidcl. 
Protoplasma  der  Zellen  lüsst  trotz  seiner  ziemlich  gleicbmässig 
BeschalTenhcit  hier  und  da  eine  leichte  StreiFung  erkenneo,  di 
Züge  convergirend  von  aussen  nach  innen  gehen. 

Üie  Oeflnung,  durch  welclie  die  Innenhöhle  des  Buckels  mit 
Leibesbühle  zusainnit'nhlingt,  hat  eine  so  belrUcbllicbe  Weile,  da« 
sie  niclit  blos  das  letzte  Pinde  des  Uterus  aulniriinit,  das  in  deu  Uul- 
bus  etnntündrl,  sondern  nieisl  auch  (Fig.  I)  einen  grossem  "Wd 
des  Zellen  kor  |K'.rs.  Unter  IJiusliindeu  enlhfill  die.'^elbe  auch 
schlingenRjjniig  zusaniniengekrtinimtes  mehr  oder  minder  langes  Sl 
Uterus.  Der  Inuenraiiin  des  Genilalbuckels  vediüll  sich  somit  w« 
eine  Seilentascbe  der  Leibeshöhle,  Doch  das  kann  uns  nicht 
raschen,  wenn  wir  daran  denken,  dass  der  Buckel  durch  einen 
lall  der  Scheid«'  entstanden  ist.  Auch  bei  Sjihaerular'ia  isl  ja 
Schlauchhöhle  genetisch  nichls  als  eine  Fortsetzung  der  Leibeshölüe. 
Dass  dieselbe  schon  Irühe  gegen  letztere  sich  abschliessi,  kann  M 
diesem  Verhiillnisse  nichts  iiiidern.  fl 

Sehr  auflallend    und    auf  den    ersten    Blick    kaum    erklilrlich  i^ 
allerdings  die  Weile  und  die  klalTenile  Bililung  des  SpaUrauiuejSi 
■ —  in   schieiendem   Gegensätze    zu   deiiii    Verhallen  von    S|)haeriili 
—  jene  beiden  lUUnue  bei  Alractoaema  mit  einander  verbindet. 

Und  doch  ergicbt  sich  auch  diese  Bildung  als  sehr  naturlich,Jöy 
bald  wir  die  lüntwicklungsgeschichte  zu  Halbe  ziehen,  und  mit  1^^ 
Hülfe  die  Thatsache  conslaliren,  dass  die  sich  vorstülpende  Scheide 
schon  im  Jugendzuslande   (Fig.  6)   eine  ungewöhnliche  Grösse  b 
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somit  denn  auch  die  Üefluuni!;,  durch  die  sio  hcrvortrill.  (Fig.  9), 
igcwühnlicher   Weise  ausweitet.     In  der  Tlial   ist    die  Eingangs- 
B  in  den  Genilalbiickel,    wie    wir  später  sehen   werden,   nichts 
lideres  als  die  frühere  Vulva. 

Dass  der  Inhalt  des  (lenitalbuckcls  bis  auf  den  beständig  darin 
ngeschlossenen  Bulbus  nach  den    Umständen   wechselt ,    ist    bereits 
lehrfach  bemerkt  worden.     Es  richtet  das    sich    zunächst,    wie    wir 
fissen,  nach  dem  Füllungszustande  des  Geoilalschlauihes.    Aber  tla- 
^ben  kommt  noch  ein  anderes  Moment  in   Helracht,  und  zwar   der 
llerszustand  des   Wurmes.    Nachdem  unsere  Parasiten   eine    längere 
eil  hindurch  in  der  oben   beschriebenen  Spindelform  existirt  haben, 
ptcrliegen   dieselben  nämlich   einem    eigcnthünilichen    Uilckbildungs- 
rocesse,  der  tlieits  in  dem  Nachlasse  der  F]iproduction,    tlieils  auch  in 
iiier  oigenlhiludichcn   Umformung  sich  ausspricht.     Der  Kürpei',  und 
menllich  der  Vorilerköipei,,  vcrkür/l  sich  unter  gleichzeitiger  Ver- 
ckung,  und  das  alimählich  in    einem   solchen  Grade,    dass    er    den 
ekel  nur    um  Weniges  überragt.      In  Folge  dieser  Verkürzung  tritt 
ann    eine    inmier    grössere  Menge  von    Eingeweiden  in   den    Buckel 
•,  so  dass  dessen  Masse  schliesslich  gegen  die  des  Wurmkürpers 
laum    zurücksteht    (Fig.    2).      Nicht    seilen    löst   sich    dabei    die    ge- 
tammtc   Innenmasse   des  Kürperpaienclijm    von  der  ('uticula  tos,    so 
dass  diese   dann    in    ganzer    Ausdehnung,     auch     nahezu    noch    von 
der  früheren  Länge,  frei  daliegt.  Trotz  alle  dem  aber  sind  die  Würmer 
auch  in  diesem  verschrum|>flt'n  ^.ustande  nicht  ohne  Leben.   Sie  zei- 
gen noch  leichte  Bewegungen  und  etilk'en'u  sogar  noch  gelegentlich 
ihre  Eier.     Wo   letzlere   zurückbleiben,    da   geht  die  Embryonalent- 
wieihing,  abweichend  von   dem  gcvvühnüchcn  Verhalten,    im    Innein 
entweder  des  Buckels  oder  des  miütc'i-lichcn  Körpers  voi-   sich, 
^       Dass    es  Allersersclieinungen    sind,    weh^ho   sich  in  diesen   Vcr- 
PMerungen  kimd  Ihun,  wird  dadurch  bewiesen,    dass   dieselben   am 
liäuligsten   in   Fliegen    beobachtet  werden,    in  jüngeren    Larven    aber 
niemals  vorkommen. 

Die   Vorgänge  der  Embryonalenlwicklung    selbst    habe    ich  nicht 

i\m  Gegenstände  meiner  Untersuchungen  gemacht.    Sie  laufen  für  ge- 

I  wiitinlich,  wie  wir  wissen,    in  der  Lcibesbohle    der  Wirtlie   ab,    und 

I  ndinien    einen    Zeilratun  von    etwa   5 — (>    Tagen  in  Anspruch,     Die 

[Kier,    die    eine    nur    dünne    Schalenhaul   bcsilzen,    vergrüssern   sich 
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wühlend  tleisellum  bis  0,08  mm.  Ihro  Form  isl  nicht  immer  geun 
dieselbe,  bald  mehr,  hald  weniger  Uinghcli.  Der  fertige  Enihrjo  hal 
die  gewöhnliche  Nematudenrorm.  So  lange  die  knapp  anliegeiflfl 
Schale  ihn  uingicbl,  ist  er  nieist  S-formig  zusammengekrtlmral.  Spülw^ 
wenn  er  frei  geworden,  bewegt  er  sich  schlangelnd.  Er  besitzt  hei 
einer  Lunge  von  0,23  nini  eine  ziemlich  schlanke  Körperforni.  Das 
Kopfende  isl  abgcnindol,  der  0,08  mm  lange  Schwdnztheil  am  Eode 
pfriemenfOrmig  zugespitzt. 

Man  könnte  die  jungen  Würmer  (Fig.  3)  ihrem  Aussehen 
leicht  für  gewöhnliche  Rhabdiliden  halten,  wenn  sie  nicht  durch 
fast  gleichmüssige  Bildung  und  die  geringe  Festigkeil  ihres  Pharyn 
apparates  verchieden  wliren.     Deutliche  MuskeizUge    und    klafipe 
(>lii[inzl\hne  sucht    man    darin  vergebens.     Kaum    einmal,    dass   man 
die    Cuticularhekleidung  der  kurzen  und  engen  Mundhöhle    in   Fonn 
eines  zarten  Anhangs  durch  den  Pharynx  hindurch  sich  fortsetzen  si 
Zwei  helle  Schlauche  von  unbedeutender  Länge,  die  dem   Ende  d<*r 
Mundhöhle    ansitzen,    machen  den   Eindruck   von  einzelligen  DrU; 
Sie    entliallen    einen    homogenen    lohalt  von  starkem  Lichtbrechu 
vermögen,    lieber  ihre  Function  enthahe  ich  mich  jeder  Vertnuth 
doch  darf  ich  wohl  darauf  hinweisen,    dass    Jlhnlichc    Organe  a 
bei    anderen    Schmarolzernemaloden ,    besonders    Strongyliden,    bfr 
kannl  sind. 

Trotz  seiner  im  Ganzen  nur  schwachen  Entwicklung  hal  der 
Pharyngealapparat  unserer  Wiirmchcn  eine  so  betiiichtliche  Lilngp, 
dass  die.sc  nur  wenig  hinter  der  des  Chylusdarmes  zurUckslelil.  Idi 
sage  t^hylusdartn,  und  ntclit  Zollenkörper,  da  das  betreffende  Gobi 
in  der  Tliat  einstweilen  (Fig.  4)  wie  ein  gewöhnlicher  Nematod 
darm  gebaut  ist.  Die  Zellen  sind  allerdings  stark  mit  Körnern 
füllt,  so  dass  ihre  Contouren  nur  wenig  hervortreten,  aber  sie  steh«« 
doch  deutlich  in  zwei  Liingsrcihen  neben  einander,  und  umschliesseo 
einen  rührigen  Innenraum,  mag  dieser  auch  nur  eng  und  schwach 
begrenzt  sein.  Am  hinteren  Ende  des  Darmes  unterscheidet  man. 
wie  sonst,  die  (Chitin haut  des  Rectums.  Der  Porus  exeretorius  1 
ziemlich  genau  in  der  Mitte  des  Pharynx.  Die  Genitalanlage 
trotz  ihrer  zunächst  nur  geringen  Grösse  gleich  Anfangs  eine 
sammensetzung  aus  zwei  und  noch  mehr  Zellen  erkennen. 

Die    Veränderungen ,     welche     mit     unsern    Wiirmchcn     in    der 
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ibeshöhle  ihrer  Wirtlie  vor  sich  gehen,  sprechen  sich  zunächst  in 
ner  nicht  imbeüiichlltchen  Gnissen/cunuhme  aus.  Ihre  Lunge  steigt 
ziemlich  rasch  bis  auf  0,33  nun,  und  in  eulsprcchcnder  Weise  auch 
ihre  Dicke  (0,013)  inm.  Vornelimlicli  isl  es  der  den  Chjlusdarm 
liod  die  Geschlechbanlage  umschliessende  Millelkdirpcr ,  dem  dieses 
Wachsthuni  zu  Gute  kommt,  und  hier  wiederum  zumeist  die  Genilal- 
anlage,  deren  Grössen/.unahme  so  beliüclillicli  i^il,  dass  sie  bereits 
in  Würmern  der  eben  angeführten  Uinge  lu  einem  Zellenschlauche  von 
nicht  weniger  als  0,1  mm  geworden  ist,  dessen  Enden  nur  um  etwa 
0,03 — 0,04  mni  vom  Chjlusdarme  überragt  werden  (Fig.  4).  Die 
Zellen  messen  0,001  mm  und  hegen  in  dichter  Menge  der  Lilnge 
und  Quere  nach  neben  einander.  Eine  geschlechtliche  DilTerenzirung 
(isl  nocli  nicht  eingetreten. 

In  diesem  Zustande  verharren  die  jungen  Würmer  in  der  Leibes- 
bühle  ihrer  Wirlhe^  ohne  sich  weiter  zu  verändern.  IVfan  sieht  sie 
schltingelnd  zwischen  den  Eingeweiilen,  besonders  der  hinteren 
R()ipcrhälftc,  sich  bewegen ,  wiihrend  die  ansgcbildclen  Weibchen 
iliren  Platz  nur  selten  und  immer  nur  in  Folge  eines  üussercn  Druckes 
verändern.  Unter  Umstünden  freilich  trilft  man  ihmeben  auch  auf 
;ere  Geschlecfitstliterc,  zum  Theil  sogar  solrlie,  die  nur  wenig 
r  sind,  als  die  JugemH'nrmen.  Mut  imuier  .sind  es  jugendliche 
^^eibchen,  die  man  in  dei'  Leibeshöhle  aulhndet,  mit  wenig  entwickel- 
tem Geschlechtshöcker  oder  noch  schlank,  von  fast  jungfräulichem 
Aussehen  (Fig.  7 — 10). 

Der  gMnzUche  -Mangel  mUnnlichcr  Wtirmer  macht  es  von  vorn 
Wüin  unwahrscheinlich,  dass  diese  Weibchen  direct  aus  den  gc- 
sdilechtlich  noch  inditTerenten  Jugend  formen  hervorgegangen  sinil, 
obwohl  man  zuniichst,  ila  tlie  son.sligeti  Unterschiede  nur  wenig 
Siervortrelen,  vielleicht  g^'iieigt  ist,  solclies  anzunehmen.  Und  die 
heilere  Untersuchung  rechtfertigt  den  Zweifel;  man  gewinnt  in  der 
Thal  sein*  bald  die  sichere  Ueberzeugung,  dass  die  jungen  Schmarotzer 
nick  an  Ort  und  Stelle  sich  entwickelten,  sondern  neue  Eindringlinge 
sind.  Und  danu't  tindot  es  denn  auch  seine  Erkhirung,  dass  dieselben 
da  am    hiuifigslfn    gefunden  werden,    wo   die    Infection.sbedingungen 


Uiders  giinslig  sind. 


Um  die  Zwi.schenzu.sHindo  zur  Heubachtung 


rf  bringen,    iiuiss    man   den    Jugendfurnien   Gelegenheit  geben,    den 
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Autenihalt    itii    Innern    ihrer  Wirthe   mit  einem  freien  Leben  ra  Te 
tausclion. 

Unsere  Alraclonemen  sind  also  eben  so  wenig  ausschlicsslic 
Pnnisilen,  \vie  die  Sphaeruhirien.  Gleich  diesen  bedürfen  sie  zu  ilireT 
gesehlechllichcn  Diflerenzirung  unil  Knlvvicklung  des  direclen  VerkHirs 
mit  der  Ausseowelt.  Sie  gelangen  aus  ihren  Wirlben  In's  Freie  und 
werden  liier,  niclil  etwa  erst  nacli  Monaten,  wie  die  Spliaerularirni, 
snndein  schon  nach  wenigen  Tagen  zu  geschlechlh'ch  enlwickdleB 
niannlichen  und  weihlichen  Thiereu,  die  den  Begatlungsact 
vollziehen,  sobald  ihre  Geschlechtsorgane  zur  Ausbildung  gekommen 
sind.  Die  luUnnhchen  Würmer  gehen  nach  der  Begattung  zu  Gniode. 
Anders  die  Weibchen,  die  das  freie  Leben  rasch  wieder,  wenn  die 
Gelegenlieil  sich  bietet,  mit  einem  parasitischen  verlausclien,  undecsl 
in  den  neu  gewonnenen  Wirthen  mit  ihrer  vollen  Ausbildung  ziii^lpirh  , 
dit;   Lege  reife  erlangen.  ^| 

Auf   welche    Weise    die    jungen   Würmer    für    gewöhnlich   frei 
werden,   kann    ich   uiil   Sicherheit    nicht    angeben.      Wohl   lassen  die 
bei  Allanloneiua   und  Sphaerularta  beschriebenen  Vorgänge  venoullit'n, 
dass  sie   ihre  Wirthe  schoiv   bei   dei<'n  Lebzeiten   verbis.sen   und  ilurili 
den  After  auswandern,  allein  ich  babcr  micli  vergebens  bemilhl,  diililr 
bestimmtere  Anhaltspunkte  zu  gewinnen.    Niemals,  so  oft  ich  dam 
suchte,  habe  ich  bei  unseren  Gecidorayien  einen  Parasiten  im  Da 
aufgefunden.    Dabei  muss  man  freilieh  berücksichtigen,  dass  die 
stunde    tiier   weniger   gimslig    liegen,    als   in   den  frühern  Füllen, 
unser   Atradonema    an    Fruchlbaikeit    \Neit    hinler    Allanlonema 
Spliaerularia  zurücksteht.    Andererseits  aber  habe  ich  auch  bei  s' 
inlicirlen  Larven,  die  vielleicht  liuiuh'rl  und  noch  mehr  jugendliche  Wl 
üjer  beherbergten,  niemals  eine  spontane   Auswanderung  beohacli 
Auch  hat  es  nicht  den  Anscliein,  als  wenn  die  Menge  der  Parasi 
in  den   Pufjjien  und  Fliegen,    selbsl  solchen,  deren  Insassen  in  F( 
der    Allersvertlnderung   die   Eierlage    eingestellt  }iaben,   gegen  frill 
merklich  zurückgegangen  sei. 

Ich  neige  uüch  deshalb  am  meisten  der  Annahme  zu,  dass 
Brut  unseres  Atractonenui  für  gewöhnUch  erst  nach  dem  Tode  der' 
Wirthe  frei  wird»  wie  das  ja  auch,  wenngleich  weniger  ausschUeäs- 
lieh,  bei  Sphaeiularia  (S.  628  [64])  der  Fall  ist.  Soviel  isl  jedenfi 
gewiss,    dass  die  Jugendformen    unseres    Wurmes,    falls  sie  den 
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h'igcn  Entwicklungszusland   besitzen  »    mwh  tloin  Tode    ihrer  Wirlho 

r  woilercn    Eni wick hing    gehingpn.     Man    liiaiicht    dies«^    lelzleren 

ir  zu  zcrreisscn  niul  dio  Hriiolislikko  vor  allzu  slarkor  Fsiulniss  zu 

swyhron.  iitn  die  IVüliercu  Jui^cndTdruicn    sclion  nach  Altlaul"  dreier 

raye    als   mJiunlicIie   unti  wcrblirlio  Gescldechlslliiere  wiederzufinden 

md    aucb    nichrfacli    sclion    Ijei   den   lelzlern  das  Rece[itaculum  mit 

l^erina  i^efülll  zu  sehen, 

I  Die  Kürze  der  linlwirkltini^f-zeil  eikliui  sich  theils  daraus,  dass 
be  l^irvcn  schon  als  Parasilen,  nach  dem  Verhallen  besontlei's  ilirer 
leschlechtsanhii^e  zu  urlhcilen,  in  ihrer  Ausbildung  weile  ForLschrille 
^maclil  haben,  Ibeils  auch  aus  den  lelaliv  geringen  Verllndernngcn,  die 
Ibil  ihnen  bei  dein  Uebergangc  zur  Ge.sehlechlsreife  vor  sich  gehen. 

Nicht    blos,    dass    sie    nur   wenig   dabei    an  Grösse    zunehmen, 
lucli  in  Geslalt  und  Bildung  beliallen  unsere  Würmer  im  gescblechls- 
I reiten   Zustünde   eine   so  grosse  Aelinlichkeil  mit  den  Jugendformen, 
dass  es  einer  genauen  Untersuchung  liedarf,  um  sie   als  das  zu  er- 
kennen, was  sie  in  Wirkliclikeit  sind. 

Und  das  gilt  in  gleiclier  Weise  sowohl  von  den  M 11  n  neben, 
livie  den  W^  ei  beben. 

Was  zunUchst  die  ersleren  betrifft,  so  messen  diese  (Fig.  5)  nur 
seilen  mehr  als  0,32 — 0,3t>  mm.  Sie  sind  kaum  grösser  als  die 
aiii^gcwacbsenen  Larven  und  von  schlankei-  Form  (0,01.->),  kleiner 
tföd  namenllicb  auch  schlanker,  als  die  Weibchen,  an  die  sie  sieb  sonst 
in  ihrer  Gestaltung  anschliessen.  Der  Kojitlheil  ist,  so  weit  er  von 
dem  gegen  blibei"  nur  wenig  veränderten  bollen  IMiaryngeala[)|)arate 
^lurchzogen  wiiil,  diuiner,  als  der  übrige  Leib,  un<l  nach  dem  abge- 
Tiindelen  Ende  zu  verjüngt,  v%Uhrend  der  0,t>'>G  mm  lange  Schwanz 
^io  früher  pfriemenlVuiiiig  sich  zuspilzl.  iviiir  Bursa  fehll.  Die  Be- 
gatltingsorgane  bestellen  ansscbliesslieli  aus  drm  S[)tculara|>[>arale, 
iweien  bogenförmig  gekriluuiilen  dünnen  lloinstilbclien  von  0,003  jnm, 
m  mit  ihrer  t^onvexitiU  auf  einem  noch  kleinern  Slüt/.pbUlchen  auf- 
tii^n.  Seillicli  neben  der  Geschleclilsölluung  sieben  ein  Paar  kleine 
Spillen. 

Der  Uebergang  in  den   geschlechtsreifen  Zustand  wird  wie  ge- 
wöhnlich durch    eine  Haulung  verniillelt.     Nicht  .sollen    ist    es    auch 
ne  doppelle  Haut,    die  man  im  Umkreis  des  jungen  Münnchens  zu 
lerscheiden  im  Stande  ist,  wie  l)ei  Sphaerularia  und  Allantonema. 
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Beide  Haule  siiul  v<jn  derselben  BesthatTonlieil,  dünn  und  ohne  Ringe-j 
lung,  ganz  wie  das  bei  den  Liii  ven  dvv  Fall   ist.    Unter  dem  S<:huU 
dieser    Hüllen    ent.stelil    iibrii'cns   nicht    blos   der    IJegalluiigsapparat 
sondern  ghnehzeiltg  auch  der  Ih>den  mil  ijcincni  Ductus  ejaculat(>riuÄ' 
den   man  schon    in    ganzer    Ausdehnung    mit    reifem  S|>ern»a    gfMltrj 
siebt,  bevor    noch    die    Illuite   abgestreift   sind.     Ks   ist  (Fig.  5) 
Gel)ildc  von  ungcwohnlicbei    Grosse,  liinger  und    belrUchllich  dicke 
als    iler   nach  oben  daran  sich  anschlies.sende  Hoden,  so  dass  seihst 
der    Diirni    gegen    ihn    zurüekirill,   zuiual    dessen    Zellen    inzwiscli« 
slark  verblassl   sind.     Grösse    und   I.age   des   Ductus    lassen    keine 
Zweifel,  dass  der.selbe  seiner  Hauplrnassc  nach  aus  der  frühem  Gc 
nitalanhige  hervorgegangen  ist.     Nur  das  letzte  Ende,  das  durch  «ItH 
After    nach    aussen    niiindel     und    weit    dünner   ist,    als   der  übrige. 
Ab.schnitt,    dürfte   einer    selbständigen    Bildung    den    Drsfiruug   ver 
danken.    Der  Hoden  ist  dadurch  entstanden,  dass  die  primitive  Ad 
läge  nach  oben  scblauchartig  sich  verlüngerle.     Im  entwickelten  Zu 
Stande  erscheint  derselbe  als  ein  deutlich  abgesetzter  Kanal  mit  hom- 
arlig  uing(^bogenefn  Knile,   dessen   Dicke  gegen   die   Samenblase  hi« 
allmäihlich  wilchsl,  ohne  letzlerer  jedoch,  im  geriillten  Zustande  wenij;-^ 
stens,  jemals  gletclizukommen.      Dci-  Inhalt  befiehl  aus  hellen  Kcni- 
zellcn  von  0,(1(11  nun,  die  erst  tief  unten,  dicht  vor  dem  Uebergangc_ 
in  die  Santcnblase,  die  winzigen  Spermakürperchcn  aus  sich  hcrvois 
gehen    lassen.     Dieser  hdiallsmasse  verdankt    der  Hoden    auch  seil 
helles  Aussehen,  {lern  gegenüber  der  samcngefüllle  Ductus  mit  seine 
dicken  Rpithellage  durch  seine  Undurchsichtigkeil  um  so  stärker  bo 
vorliiU.     Der    Darmu|)|)ai'nt    bat,    abgesehen   davon,   dass   er  durc'' 
die  beträchtliche  Entwicklung  der   Genitalien,    wie   schon    oben  be- 
merkt, riiumlicb  beschrankt   ist   und  seine    Beservestoffe   grosscntlic 
verloren  bat,  inuuer  noch  die  frühere  Bildung.     Die  Enden  dessel 
überragen    den    Gcschlcchlsa|iparal    vorn    und    hinten    nur    um 
Weniges. 

Die  Weibchen   {Fig.  6)    sind    etwas   grösser   als  die   MUnnche 
meist  0,3H — 0,iO  nun  lang,  und  auch   dicker  (0,02  mm).     Letzter*^' 
verdanken  sie  der  Bildung  ihrer  Geschlechlsorgane,    besonders  ili 
Vagina,  die  in  Gestall  eines    ansehnlichen    und  dickwandigen  Kaoi 
an  Stelle  des  hier  bei  den   iMiinnchen  vorkommenden  Ductus  eja 
lalorius  durch   die    hintere  Körperhalfle    hinzieht   und   in   einer 
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[fcrnung  von  0,05  mnj  vor  doiii  Afler  cUisiuiinik'l.  Das  Ende  der 
fVagina  selzt  sioli  blindsackailig  iibei-  diese  OefTnung  noch  eine 
plrecke  weil  fori,  oline  sonyl  jedoch  irgendwie  selbslUndig  sich  /ji 
geslalten.  Die  Dicke  der  Wandungen  bertilil  der  Hauptsache  nacli 
fluf  der  Grosse  (0,003  mm)  iiml  der  runden  Form  der  Epithelzellen, 
Die  in  einlacher  Lü'^ü  neben  einantJer  gruppirl  sind  und  sich  durrli 
ine  derbe  Culirula,  eine  directe  Fortsetzung  der  die  Vulva  durch- 
Izcuden  Körperhaiit,  gegen  den  engen  Innenranni  abgrenzen.  Ein 
liebes  Zellenlager,  nur  dünner,  bekleidet  auch  die  Innenlliicbc  des 
uctus  ejaculalorius.  Sogar  bei  den  gescblechllich  noch  iudiirercnten 
i^arven  erkennt  man  gelegenihch  sclinn  in  d(M'  Zelleninaüse  der  Ge- 
nilalanlagc  eine  die  spiitere  Bildung  vorbereilende  Grnppirung. 

iNach  oben  schliesst  sich  an  diese  Scheide  sodann  iler  Ovarial- 
schlauch,  dei*  in  ebenso  augenscheiohrlier  Weise  den  Hoden  wietU'r- 
hoh,  wie  die  Scheide  dt*n  Ductus  fjaculatoi-ius  (Fig.  6).  Gleich 
liiesera  bildet  derselbe  einen  dünnen  und  liehen  Kanal,  dessen 
oberes,  uiiL  hellen  Eikeinion  von  unbedeutender  Grösse  (0,002  mm) 
llftlllCes  Ende  liornartig  umgeschlagen  ist.  Der  untere  zunächst  auf 
die  Scheide  folgende  Abschnitt,  dei-  schon  im  jungfräulichen  Zustande 
der  weitere  ist,  fungirl  als  Receptaculmn  seminis.  Durch  die  darin 
massenhaft  angehituften  Samenkt'irperchen  ausgedehnt,  hat  derselbe 
nach  vollzogener  Begattung  {Fig.  X)  die  Form  eines  Uinglichen  Sllck- 
chenü,  das  sich  an  seinen  Enden  scharf  gegen  die  benachbarten 
Theile  absetzt  und  durch  seinen  kOrnigen  Inhalt  um  so  eher  in's 
•\ugü  fällt,  als  auch  seine  Grösse  (0,07  mm)  nichts  weniger  als  un- 
lioileulend  ist. 

Mit  der  geschlechllichen  Din'erenzining  und  der  Begattung  hat 
tliis  freie  Leben  unserer  Würmer  seinen  Abschluss  gefunden.  Die 
llännclicn  gehen  M;hon  nach  kurzer  Zeit  zu  Grunde,  und  die  Weib- 
•^t^en  iüjerleben  die  Miinnchen  nur  um  wenige  Tage,  falls  sie  nicht 
inzwischen  Gelegenljeit  gefunden  haben,  das  freie  Leben  mit  dem 
paraüitischen  zu  vertauschen.  Ihre  volle  Entwicklung  und  ihre  Lege- 
reile erlangen  dieselben,  wie  die  Sphaerularien,  an  die  sich  unsere 
^^'ürmcr  auch  sonst  durch  ihre  Schicksale  auf  das  Engste  anschliessen, 
tnif  als  Schmarotzer,  und  zwar  wiederum  in  denselben  Larven,  die 
iiit!  als  Jugendfarmen  l)e\vohnten,  I^lau  brauclu  letztere,  gleichgültig, 
ob  sie  jung  oder    all   siod,    nur  in  die    mit    befruchteten  Weibchen 
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besclzlLMi  Zuclili^L'rüfise  /m  übertragen,   mii  schon    nach  Ablauf  k:iinii 
eines  Tages  iHe  neuen  Eintlrin^linge,  und  zwar  ztinUchst  noch  »( 
unverUntierl,  in  der  LeibeshOhIo  aufzuländen. 

Dass   die   Einwanderung   durch   den    Darm    hindurch   gescliieh 
dürfte   nach   den  lürfahrungen,    die    wir    bei   anderen    Insektennem»-^ 
loden  gewonnen  haben,  kaum  zweilelliafl  sein.     Ob  dabei  al>er  ilct, 
Mund  oder   der  After  als    Kingangsprorte    dient,    wird    ohne  dire 
Beobachtung  kaum  zu  entscheiden  sein. 

Ist  die  Einwanderung  einmal  geschehen,  dann  beginnt   mit  un- 
aeren    Würmern    alsbald    eine    Ueihe    von    weiteren    Vercinderungo 
Die  Körpergrösse  wuchst,  und  die  Geschlechtsorgane  unterliegen  emt 
liefgreifenden  Meta(nor|>hose   (Fig.  7-10).    In  einem  geringern  (iriif 
gilt  {las  auch   für  diui  l)arnia|i|>aryl ,   der  seine  frühere  Bildung  zuu 
Theil  schon  wlihrcnd  des  freien  Lebens  verloren  hat- 

Zunächst  ist  es  uljrigens  weniger  die  Liinge  der  Weiln^hen,  aU 
ihre  Dicke,  die  zunimmt,  imd  zwar  in  einem  solchen  Grad 
dass  der  I.eib  die  früher  doch  immerhin  noch  ziemlich  schlauko 
Form  verliert  und  rasch,  besonders  nach  hinten  zu,  mit  ein 
mehr  gedrungenen  vertauscht.  Ivs  rührt  das  zumeist  von  den  V« 
änderungen  her,  welche  die  Vagina  alsbald  nach  der  Hinwandfl 
rung  der  Würmer  dadurch  erteiiiel,  dass  ihre  Wandzellen  um 
Uoj>|)elte  des  früheren  Durchmessens  sich  vergrössern.  Der  schfl 
früher  fast  kurnerlose  Inhalt  nimnil  dabei  eine  durchaus  homogell 
Beschaffenheil  und  ein  fast  glashelles  Aussehen  an ,  das  durch  den 
darin  eingelagriten  blJischcnförmigen  Kern  kaum  merklich  vciünt 
wird.  Die  IHcke  der  Vagina  steigt  in  Folge  dessen  rasch,  noch  bevof 
die  Korpergrosso  merklich  zugenonunen  hat,  auf  i)J)i'.i  mm,  ihre 
Lunge  auf  0,13  mm.  Gleichzeitig  verdickt  sich  die  cuticulare  Ausklei- 
dung des  engen  [ii])enrauiues,  so  dass  sie  stärker  als  früher  liervortrilU 

Die    voianslehenden    Maasse    sind    einem    Weibchen    von 
0,41  mm  Lcinge  i-nlnommen,  das  etwa  zwei  oder    «irei    Tage  voi 
in  seinen  Trüger  eingewandert  war.     Kaum    aber    ist    nochmals 
gleiche    Zeil    verllossen,    da    belrügl    die    Dicke    der    Vagina    sei 
nahezu  0,03  mm,  und  die  Liinge  vielleicht  0,15  mm.    Ihre  Gesamt 
masse  ist  so  betrUchllich  gestiegen,    da.ss  sie    trotz    der    schon    j< 
sehr    merklichen  Auftieibung    des    hinteren    Körpers   tlie  anliege! 
Leibeshohle    zum    weitaus    grüssten    Theile     für    sich    iu    Anspruch, 
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nimmt  und  den  Dann  harl  an  die  Rilckcnwaud  andiüni^L  (Fig.  \%). 
Es  geschieht  wohl  vornehiulifh  in  Folge  dieses  Druckes,  dass  die 
anliegenden  Darnixelleu,  die  ihre  regehiiUssige  Anordnung  schon  vor- 
her mefirfach  eingcbüssl  halten,  auseinander  gezerrt  werden,  und 
hinten  eine  nahezu  einfache  Reilienfolge  annehrnen.  Der  vordere 
Dannabschniü,  der  über  die  Sclieitle  hinausragt  und  neben  dem 
schon  jetzt  allmithlich  auswachsenden  Ovarialschlauch  hinzieht,  zeigt 
seine  ZeHeu  noch  eine  Zeillang  in  der  frUliern  Lage,  ol)\vohl  das  l^u- 
men  im  Innern  bereits  verloren  gegangen  ist.  Ebenso  hat  auch  (h'r 
Pharynx  einen  Uückbildungsprocess  eingeschlagen.  Er  ist  kürzer 
geworden,  indem  er  kiiiini  inelir  als  0,07  mm  uiisst  unil  nur  noch 
wenig  über  den  Porus  excretorius  hinausragt,  und  hat  auch  an 
Dicke  und  Soliditüt  verloren.  Der  Drüs('nap|)aral,  iler  bei  ik'n 
Larven  hinler  dem  Munde  vorhanden  war,  ist  geschwunden,  die 
Mundoll'nung  seihst  hat  sich  zuriickgebildet.  Auch  der  After  und 
AlasUhirm  lassen  sich  in  der  frühern  Eulwicklung  nicht  mehr  nach- 
weisen. 

i  Was  den  Eierschlauch  helrid't,  so    hat   dieser   an  «len    Enlwick- 

lungsvorgängen  der  Scheide  einen  nur  geringen  Anlheil  genommen. 
Seine  Lunge  ist  allerdings  um  Einiges  gewachsen,  aber  im  üebrigen 
hat  sich  derselbe  nur  wenig  verändert,  lilass  und  von  unb<nleulen- 
der  Weite  nimml  er  mil  seinen  schon  jetzt  zusanimiMigeleglen 
Sclienkeln  einen  mir  geringen  Tlieil  ties  Vorderkürpers  in  yVnspruch, 
1 80  dass  er  leicht  übersehen  werden  könnte,  wenn  nichl  das  samen- 
gelullle  Receplaculuni  die  Aufmerksamkeit  auf  ihu  liinlenkte.  Die 
Eier  sind  inuner  noch  dolterlos,  von  geringer  Grösse,  kaum  über 
ü,OÜi  nun,  aber  im  unleren  Abschnitte  des  üvariums  deutlich  um 
eine  Itliachis  herum  giiip[url. 

Sind  die  weiblichen  Ahaclonenien  schon  auf  dem  hier  geschil- 
derten Stadium  durch  die   Bildung    ihrer    Scheide    auiVallend    ausge- 
zeichnet,   so    gilt    das    in   v.incin    noch    höheren  Grade  von  den  Zu- 
titimden,  die  sich   im  weiteren  Verlaufe  der  Entwicklung  an  dasselbe 
aiidchliessen.      Handelt  es   sich   docli  in    diesen    um   eine    Reihe    von 
Vorglingcn,  die,  wenn  sie  auch    zunUchst    wieder    die    Sehende    be- 
.trcllen,  und  gleich  den  früheren  Verminderungen  durch  das  Wachstimm 
föer  Scheidenzellcn  bedingt  sind,   schliesslich    die  ganze    üussere    Er- 
l^cheinung   unserer  Wiuiner    in  charakteristischer  Weise   umgeslallcn. 
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Ich  braut'he  kaum  hervorzuheben,  dass  es  die  Bildung  des  Ce- 
uitul  buckels  ii»t.  die  diese  letzte  Phase  des  Entwickelungslebco» 
kennzeiclmot. 

Üie  ersten  Spuren   dieser   merkwürdigen    Bildung   bemerkt  aa 
bei  Thieren,  die  an  Liingc  (0,45  mm)   nur  wenig  über  die  oben  an 
geführten  Maasse  hinausgehen,  von  den  frühern  Zustiinden  aber 
durch  unterschieden    sind ,    dass  die   Dicke   der   hintern  KörperhäM 
um    ein    Botlcutenilcs    zugenommen    hat.      Am    beträchtlichsten    er- 
scheint dieselbe    (0,0i5  nuui    auf  der   Höhe  der  Geschlechlsölfruma. 
aus  der  die    Wanihmgcn   der    Vagina  mil   ihren  Zellen  el)en  hervc 


zutjuellen  im  Begrille  sind   (Fig. 


Von    da    aus  verjüngt  sich  de 


Durchmesser  nach  vorn  zu  melir  alliutthlich,  nach  hinten  jedoch  so 
rasch,  dass  beide  Kiirpeienden  eine  durcliatis  verschiedene  Form  nn- 
nelijiien.  Die  Seheiilenzellen,  deren  Grösse  die  Dickenzunahme  l>odingt. 
be?ilzen  einen  Durchmesser  von  0,0 1  min.  Sie  stehen  meist  «ti  vier 
auf  demselben  Quorschnille  (Fig.  12}  und  sind,  je  13 — 15,  der  Lunge 
nach  in  unregelmiissiger  Folge  an  einander  gereiht.  Die  Zahl  ist  ge- 
gen früher  nicht,  veründert. 

Doch  die  (lr(kssenzunahme    der  Zellen    macht  immer   noch  wei- 
tere Fo]lschritlG  —  und  eine  inuiier  grossere  Menge  derselben  liitt  ai^ 
der  Geschlechtsüd'nung  nach    aussen.     Wo   früher  die    Cuticula  gl 
lind  eben  über  die  Bauchwand  hinzog,  da  erhebt  sich  jetzt    (Fig. 
ein  buckeiförmig  vorspringender  Haufen  von  Zellen,  der  durch  nem 
Ausatz  iniuäcrfort  wuchst  und  auf   Kosten  der  Scheide  so  lange 
vergrossert,  bis  die  Wand  in  fast  ganzer  Ausdehnung  hervorgetn 
ist.     Die   Irinenfltiche  der  Seheide   konmit  dabei    nach  aussen  zu 
gen ;  der  Buckel  ist  also,  wic^  der  Sphacrularienschlauch,  das  Prod 
einer  inversio  vaginae.     Insofern  aber  ist  dieser  Vorgang  bei  unsi 
Atractonema    verschieden ,    als    es   nicht    der    die    Vulva    uragehond«" 
Rand  der  Scheide  ist,  der  zuniiclisl  lit.'r\ortntt,   sondern    die   gcgen- 
llherliogendo  Hilckenwand.    Im  ersleren  Falle  würde  die  vorgefallene 
Scheide  die  gleiche  Sclduuchform  haben,  wie  bei   Sphaerularia,   U^l 
nicht   buckelf(innig    sein,    \\ie    das    für   die   legereifen    Atraclonefflüfl 
üben  bes<*luiebi'()   ist. 

Die  ümslülpiuig  wird  «kulurch  eingeleilet,  dass  sich  die 
Vulva  gegenü beiliegende  Wand  der  Scheide  wulstel  und  gegen 
Genilalülfniing  einbiegt  (Fig.  7).    Die  zuniHhst  belheiligteo  Zellen  si 
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bis  0,02  iimi  gewachsen  und  von  drn  iiiicliiückendeii  Naclibarzellon 
Überdeckt,  so  dass  die  Scheidenwand  an  iler  belrellcndeti  Stelle  eine 
idoppelle  Schiclil  vun  Z<.'llen  aufweist.  Die  Zellen  der  InnenUij^e 
iidi'ÜDgcn  nun  unler  fortdauernder  Grössenzunahnie  immer  weiter  ge- 
igen die  Scheiilenöllunng  an,  bis  diese  nachgiebt  und  die  ]>lro[)fartii; 
xusaninien    gediikklen    Ktiitfe     ilersribcn    hervortreten    (Fiis;.    *S}.      Je 

^veiler  in  Fobe  des  foitdauernden  Andranges  die  Vulva  sich  üllnet-, 

II' 

ideslo  grosser  wird  die  nach  aussen  ausljelendc  Masse.  Nicht  l>los, 
weil  die  Zellen  ininier  vollsl[ni(lif?er  heivon|uellen,  sondern  auch  des- 
halb, weil  die  Lenachbarten  Zellen  in  immer  grösserer  Menge  den- 
Iselben  Weg  gehen. 

So  lange  der  Genilal/aiifen  noch  klein  ist,  hat  er  eine  zienilieh 
fregelmüssige  Kugelforni  (Fig.  9).  Im  Vcilunfe  des  sfiiilern  Waehs- 
Uiuni.s  aber  streck!  er  sieh  aichi'  in  die  Liinge  und  llreile,  bis  <m- 
schliesslich  eine  fast  polsterarlige  liuckdform  annimmt.  Die  biings- 
slreckung  crkUirt  sich  znm  grossen  Theil  dadureii,  dass  der  üm- 
slülpungsprocess  sich  zuniU-hsl  nach  hinten  über  den  bltnclsaekartigen 
Schenkel  der  Scheide  fortsetzt,  dessen  Zellen  bereits  slimmtlich  /.u 
einer  Zeit  nach  aussen  hervoigetreten  sind,  in  welcher  der  vordere 
Schenkel  fast  in  ganzer  Ausdehnung  noch  die  frühere  Haltung  zeigt 
(Fig.  10).  Da  ilurch  diese  L'mslillpung  der  Inm^-niaum  des  hintern  S<'liei- 
dcntheiles  mit  seiner  Cuticularbekleidung  nach  aussen  verlegt  wird,  das 
früher  im  Innein  hinziehende  Lunten  als  solches  also  verloren  geht, 
cojumunicirt  die  GeschlechtsütTnung  fortan  nur  noch  mit  dem  vordem 
Schenkel  der  Scheide.  Natürlich  unter  solchen  ümsttinden,  dass  sie 
auch  an  dei-  vordem  Begrenzung  des  Buckels  gelegen  ist  {Fig.  10). 
Der  frühern  Vulva  freilich  ist  diese  Otl'nung  nicht  mehr  in  jeder  lle- 
zichung  gleichzusetzen.  Sie  repifisentirt  nui'  den  vordem  Abschnitt 
derselben,  der  durch  den  in  Mitte  der  Vulva  sich  erhebenden  Zapfen 
von  dem  hinlern  abgetrennt  wurde,  und  nach  der  Umstülpung  des 
Scheidenblinilsackes  allein  noch  übrig  geblieben  isL 

Da  die  Handzellen  des  letztem  bei  der  ümstulpung  am  spätesten 
hervortreten,  so  liegen  dieselbtm  im  Buckel  auch  am  weitesten  nach 
hinten.  Umgekehrt  nehmen  diejenigen  Zellen ,  welche  die  Umstu!- 
piing  einleiteten,  die  der  frühern  Scheidenrückwand,  die  vordere  Lage 
ein,  solange  wenigslcus,  als  sie  durch  die  spliter  nachrückenden  Zel- 
len  noch  nicht  nach  hinten  verschoben  sind.  Auch  diese  stammen  zum 
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grossen  Ttieile  aus  der  RUckcinvaiul  der  Sclieide,  rreilich  nicht  mc 
des  hintetn  Schenkels,  sondern  des  vonlrni,  der  seineiseits  den  Au 
,sUllp(iUi,'S[)roccss  aiirniinnil,    sobald    derselbe  hinlcn    seinen  Abschluß 
ij;erimtlen  lial    (Fig.  10). 

Obgli'ich  es  nun  ziinjklist  und  vorzugsweise  aucli  liier  naiimIi 
die  Zellen  der  Huckenwand  sind,  die  nacli  aussen  liervorlrclcn  iiml 
den  IJuekelKcllea  sieb  anfügen,  so  ninhml  docb  aucb  die  Bauchw>ml_ 
an  iliesen  Vorgängen  einen  Antheil.  Alleidings  geschiebl  das 
einem  viel  beseluanklern  Maasso,  einmal,  weil  die  Zellen  tl« 
selben  durchscliniulieh  weniger  wachsen,  und  sodann  deshalb,  weil 
viele  dieser  Zellen  nach  den  Seiten  hin  ausweichen  und  somit  de 
auch  spütci'  im  Itiickcl  eine  Seitenslellung  einnehmen,  wie  das  bes 
ders  an  Querschnitten  (Fig.  13)  deutlich  hervorlritt.  Da  nun  in  Kolj 
dessen  die  Baiicliwand  dei'  vortlern  Scheide  beim  Umstülpen  hinter 
Uuckenwanil  /unickbleibt,  das  Wachslhum  des  Buckels  also  vorneliui- 
licb  nach  hinten  von  der  GeschlechlsüHnung  geschieht,  so  muss  leli 
terc  scliliesslich,  wenn  die  Ausstülpung  beendigt  ist,  mit  ihren  Kanil- 
K.Q\ltiu  vorn  auf  den  Buckel  /u  liegen  kommen.  In  der  Thal  wird  sif 
auch  bei  den  legereifen  Weibchetn,  wie  wir  ilas  früher  beschriol 
liabeii,  iuu  I'^nde  des  hier  zaprenarlig  vorspringenden  Buckclrnnde 
iuifgcfuiulen.  Die  Zellen,  w<;lche  dies(^!be  yon  dem  zunüchst  benacll 
harten  Culiciilairande,  der  IVühei'  den  Vor<lerrand  der  Vulva  bildet/ 
abirennen,  sind  kleiner  als  die  übrigen  Buckelzellen  und  von  gerifl 
gerer  Menge  (Fig.  1).  Sie  sind  ilie  (Ijerresle  der  frühern  Band 
wand. 

Dt!m  Vornnslehemlcn  zufolge  zeigt  der  UmsUilpungsprocess,  d< 
der  Genilalbiicket  seinen  Ursprung  verdankt,  vorn  und  hinten  an 
Scheide  gewisse  Verschicdenheilen.  Vielleicht  jedoch,  dass  diese 
Wirktichkeil  geringer  sind,  als  es  den  Anschein  hat,  und  nur  deshalb 
mehr  hervortreten,  weil  der  lungere  Vorderschenkel  die  EigenliiUm- 
licbkeiten  bestimmter  zur  Schau  trügt,  als  der  hintere,  lo  einem 
Punkte  aber  verhalten  die  beiden  Scheidentheile  sieh  wirklich  al>- 
weichend,  und  dieser  besteht  darin,  dass  die  LJnislülpung  des  vi 
(lern  Schenkels  niemals  eine  ganz  vollständige  wird,  indem 
oberste  Knde,  welches  den  Uterus  aufnimmt,  bestandig  in  seinem 
frühem  Zustande  verbleibt  (Fig.  1).  Ich  brauche  kaum  ausdrücklich 
hervorzuheben,    dass   dieses    Endstück   den   liinter   der   Gcschleel 
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.Öffnung  liegenden  Btilbus  bililel,  der  seine  Zugehörigkeil  zum  Genilal- 
buckel,  wie  bereits  früher  envUhnt  ist,  schon  durch  seinen  histolo- 
gischen Bau  zur  Genüge  kund  Ihul.  Allerdings  sind  die  Zellen  des 
Bulbus  kleiner,  als  die  Buckel/eilen,  aber  der  Unterschied,  der 
hierin  sich  ausspricht,  verliert  jede  Bedeutung,  sobakl  wir  berück- 
sichtigen, dass  auch  die  letztern  ihre  Grösse  ei^st  allmUhlich  erreichen. 
da  ja  die  L'mslillpung  nur  die  Folge  dieser  Grüssenzunahnie  ist.  Sind 
die  Zellen  einmal  hervorgetreten  (Fig.  13),  dann  geht  niil  ihnen  keine 
iweilere  Veränd<'rung  mehr  vor  sich.  Unser  Atractonema  verhüll  sich  in 
dieser  Beziehung  also  anders,  als  Sphaerularia,  bei  der  die  Giüssen- 
zunahme  der  Zellen,  und  tlainil  auch  die  des  Geschlechlsanhanges, 
Zum  weitaus  grossesten  Theile  zeitlich  der  Ausstülpung  nachlblgt. 

Bei  den  Bozielningen,  die  zwischen  der  Scheide  und  dem  splUiTn 
Bulbus  obwalten,  bedarf  die  Lage,  die  lelztei'er  nach  Untstüljumg  der 
erstem  einnimmt,  keiner  besondern  Erklärung,  Ebensowenig  der 
Umstand,  dass  das  untere  Uterusende ,  welches  in  den  Bulbus  cin- 
Diundel,  dem  Zuge  nachgiebt,  den  dieser  in  Folge  seiner  Umlagerung 
auf  dasselbe  ausübt. 

Hand  in  Hand  mit  der  hier  geschilderten  Ausbildung  des  Ge- 
nitalhöckers gehen  nun  aber  noch  mancherlei  weitere  Veründerungen 
Diit  unserem  Wurme  vor  sich.  Sie  sprechen  sich  vornehtnlich  darin 
aus,  dass  der  Körper  beträchtlich  wuchst,  und  die  Geschlechtsorgane 
his  zur  Legereit'e  sich  entwickeln, 

\  Wenn  die  AusstUl[)ung  der  Scheide  beginnt,  dann  sim!  unsere 
Würmer  zunüchst  nur  wenig  über  die  frühere  Lunge  hinaus  ge- 
wachsen. Acht  Tage  splitei'  aber  haben  sie  ihre  volle  Grösse  erreicht, 
und  in  Folge  der  Massenzunahme  nicht  Llos  der  Scheide,  sondern 
auch  der  übrigen  Geschlechtsorgane,  bis  auf  das  letzte  Kopfende  an 
picke  beträchtlich  zugenommen.  Im  Besitze  der  vollstlindigen  Reife 
|>ieten  sie  mit  dem  anhiingenden  Buckel  fortan  das  Bild,  welches  wir 
1D  seinen  charakteristischen  Zügen  im  Anfange  unserer  Darstellung 
entworfen  haben. 

Es  versteht  sich  übrigens  von  selbst,  dass  der  Eintritt  in  die 
Legereile  nicht  blos  durch  eine  Massenzunalmie  der  Geschlechts- 
organe eingeleitet  wird,  nicht  blns  also  dailurch ,  dass  der  Genitai- 
6chlauch  an  Länge  und  Weite  zunimmt,  sondern  mehr  noch  und 
vorzugsweise    durch    die    specifische    Entwicklung   seiner    einzelnen 
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Abschnitte.     Wiibrend  der  Genitalliöcker  sich  ausbildet,  nehmen  v 
Ovariiini,  Eileitor  und  Uterus  ilire  definitive    Beschaffenheil   an 
Ovarialende  hat  sich  gestreckt,  die  Schhngen,  in  welche  der  Schlauch 
seit    der    Füllung     des    Receplaculums    sich    zusammengelegt    hai 
wachsen  längoi   aus,  das  Rece[>tacuhHn  selbst  verliert  die  früher  fj 
selbstUndige  Bildung  und  wird  zuiu  Uterus,  der  durch  das  nach  abuä 
rückende  Scheidenende  immer  länger  ausgezogen  wird.     Gleichzei 
kommen    auch    die   Eikeime    zu    ihrer    weiteren    Entwicklung 
wachsen  zunüehsl    im  Umkreise  der  Hliachis,   bis  sie  sich  lösen  u! 
schliesslich,   wie   das    früher    beschrieben   ist,    mit    körnigem   Dotter 
umlagert,    zur    Befruchtung    gelangen    und    ihre    Schalenhaut  bilden 
Man  trifl't  die  legeieiten   Eier   bereits  dami.  wenn    der  Genitalhüc 
eben  erst  seine  deliniLive  Bildung  erreich!   hat. 

Der  Einlluss,  den  die  F^ntwicklung  und  das  Wachsthum  der 
nitalieo  auf  den  Üarmapparal  ausübt,  ist  schon   früher  hervorgeholjen. 
Er  erscheint   um  so   auffallender,   als   auch   die   einzelnen  Zellen  ao 
der  allgemeinen  Grössenzunahme  in  entsprechender  Weise  participirei 
Pharynx  und    Rectum   machen    freilich    eine    Ausnahme.      Im  Gegpi 
satze  zu  den  übrigen  Organen  des  Wurmk'irpers  sind  sie  dem  schoi 
fridier  biMnerkbaren  Rückbildungsprocesse  unterlegen,   und   nur  noch 
durch  den  [»erilonealen  Ueberzug  vertreten,  der  sie  früher  bekleidete 
und    mit   dem  Zellenkorper   verband.     Es   sind    die   oben   erwähnten 
AuniLingehimiler,  die  von  diesen  Resten  gebildet  werden.     Auch 
Innenniasse   des   den    übrigen   Körper    schornsteinartig   überragend 
soliden  Kopfzapfcns  dürCte,  wie  schon  fi'üher  bemerkt,  als  ein  Cber- 
bleibset  des  Pharyngealapparates  zu  betrachten  sein. 
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Dass  wir  den  Bau  und  die  Uebensgeschiehle  unseres  Alractonema 
mit    vollem  Rechte   als    ein    .\bbild  jener   Zustände    und  Verhaltni 
bezeichnet  habt'n ,    die  in   noch  überraschenderer  Form   bei   der  f) 
wunderbaren  Sphaorularia  uns  entgegentreten,   hat  durch  die  vo 
stehende  Daislellung  wohl  zur  Genüge   seine    Begründung   gefund 
Beide  Formen  gleichen   einander  nicht  hlos  dadurch,    dass   sie  her 
Eintritte  in  das  Stadium  der  Legereife  ihie  V'agina  nach  aussen  umslüK, 
pen  und  zu  einem  Anhange  von  eigenlhümiicher  Gestalt  und  Bildui 
sich  entwickeln  lassen,  sondern  weiter  auch  darin,  dass  sie,  obwohl  in 
d(>r  Jugend  Parasiten,  zur  Zeit   der  Geschlechtsreife   ein   freies  I.c 
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fiilireii  und  nur  als  begallele  Weibchen  wieder  zu  Eingeweidewürmern 
werden. 

Die  Cbereinstimniiing  erstreckl  sicli  vielfach  auch  aaf  die  Ein- 
zeloheilen  der  Vorgänge,  so  dass  wir  nicht  seilen  sogar  von  der 
einen  Form  auf  die  andere  zurilckschliessen  können.  Andererseits 
fehlt  es  freilich  nicht  an  l'nlerschieden.  Aber  sie  sind  alle  nur  unter- 
.^liordneler  Art,  im  Wesenüichen  darauf  zurUckzufüliren,  dass  dei'  Ge- 
nilalanhang  dem  Wurme  gegenüber  zu  einer  mehr  oder  weniger 
grossen  Seihständigkeil  kommt,  und  die  einzelnen  Riasen  der  Ent- 
wicklung einen  verschieden  langen  Zeitraum  in  Anspruch  nehmen. 
Alractonema  steht  in  dieser  Hinsicht  dem  gewohnlichen  Verhalten  weit 
näher,  als  Sphaeriilaria ;  sie  vermiltell  den  Debcrgang  zu  der  lelzlern 
«ntl  liefert  {lamil  von  Neuem  einen  Beweis  für  die  Wahrheil  des  cla>;- 
sischen  Aussprucltes: 

»Die  Natur  gehl  ihren  Gang,  und  was  uns  als 
Ausnahine  erscheint^  isl  in  der  Hegel«. 


»«,    \. 
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ALLANTONEMA  JtlHABII-K. 

Der  ausgewacliseiU!  I'arasil.    '•*/!. 

Derselbe  in  seiner  tiarlieenreiclion  Biiiiie^ewel)sliiille.    ^'/|. 

Ücrselhe  niil  I^eiheswnnd,   Zctloniinrenchyin  und  GfSoiilecli1sapp;iral.   2*/^ 

Jugend! idics  All-nnloncma  mit   den  ciTislweilen  tiii    inUtmliiclien   Sinne  fun- 

clionirenden  Gosclilcrlitsor^anen.  *'"/',. 

Geklüfleles  Ei  mit  eben  dillerenzirleii   Kclodermzeiien.   ''*'*/|. 

Embryo  mil  Primihvslreifen.   '^**'/|. 

Kaulquappenarligcr  Embryo.   '"^% . 

Ausgebildeter  Embryo,   im  Innern  der  EitiUJie.   "**'/,. 

Freier  Embryo  der  Allanlonemarorm.   ^^'*/, . 

Auswandernde  Larve,   noeli  im  Innern  der  Embryonallifuil.    '^V|- 

Geschleclilsrcifc  Hhahdilisform    von  Allanlonema.   Weihclien.    '*"/i  • 

Miinnliclie  Uljalnlilisform  in  Kcspldeditlicbor  Helfe.    i^*'/|. 

Freier  Embryo  der  Hbabditisform.  ^'-^/\. 
*|J.  <3.    Die  aus  diesem  Embryo  sieb  entwickelnde  Larve.    '""  ,. 
•^.  14.  Erste  Allanlonemaform.    '/ao. 
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Tafel  II. 

Sl'UAEHÜLARU  BOMÜI. 

Ausgewachsene  Larve.    '•^Vt* 

Querschnitt  durch  dieselbe  m'ü   l);irrii  uiul  Seiteoscliiäucben.   '*^, ,. 
Männliche  S|>hf«erul:>rii)   in  der  abgeslossenen  Larvenhaut.    '*"/i- 
Weibliche  Sjjliiierulari;i.    '*"/| . 
Sphaerularia  mit  halb  ausgestülpli^r  Vaginn,    '*"*/i. 
Dieselbe  mil   f;isl   vollsllindig  ausgesliilplor  Vagina.    '"Vt  • 
Dieselbe  mil  sdiliuifblonnig  auswachseiuler  Vagina.    *'"'/|. 
Vorderdarai  einet-  Hummel  mit  anhängenden  SphaerularienschJäucheo. 
Ouerschnill  durch  den  vorderen  Theil    eines  Schlauches    von    etwa  Ifil 
ineterJängo,   mit  Feltkörper  uml  Uterus,   "^'y,. 

yuerschniU  durch  den  hinteren  Theil  desselben  Schlauche'*  rnit  FellkÖr] 
und  Ovarluui.   ***/i' 

Zusaninionhang    zwiscticn    Seh  fauch    (3  nun  lang)    und  Wurmkörper.    "^-^ 
Im  Innern  des  Schlauches  Feltzellen  und   Pfropf,   im  Wurmkörper  Seilea- 
schliiuche  und  Darm. 
Wiirn»  mit  fi  mm  langem  .Schlauch.    '"*,',. 
Ausgebildeter  Schlauch  luil  anliiingendeni  Wurme.    "*/j. 
Wandzelle  eines  ausgewachsenen  Schlauches  mil  streitigetn  Proloplasina. '" 
(Juerschnill  durch    das    vordere    Drillheil    eines    ausgebildeten  Schlauch 
mit  Fettkrirper,    Uterus,    Oviduct  und  Ovariunv.   ^^/, . 
Fig.  I>i.  Ei  mil  Embryo.   '^*/|. 

Tafel  III. 

ATHACTÜNEMA  (ilUBOSUM. 
Fig.     I.    Heifes  Weibchen  mil  Genilalbuckel  und  inneren  Organen.    '*;'|. 

Fig.  2.  Weibchen  mil  riickgebildelern   Wurtnieibe.      '*/i' 

Fig.  3     NoiiHebureno   Larve.    ^"'; , . 

F'ig.  4.   Ausgewachsene  Larve,   •"'"/i- 

Fig.  5.   Geschtecblsreifes  Miinnchen.  ^**"/, . 

Fig.  6.  Gescblechlsreifes  Weibchen.   •**'/[. 

Fig.  7.  Weibchen  mit  aufgewuLsteler  Scbeidcnrilckwanii.   ^^"/\. 

Fig.  8.  Weihchen  mil   pfropffirtig  vorhclcnden  Scheidenzellen. 


Fig.  12. 
Fig.  13. 
Fig.  14. 
Fig.  \b. 
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9.  Weibchen  im  Beginn  der  Buckelbildung.   •'*^/i. 

10.  Webchen  mil  ausgeslüjptetn  Scheidonbliodsack.   "**/|. 
H.  (Juerschnilt    durch    den    Vorderkörper    eines   Weibchens    mit    fast    an 

bildeleni   Geidlaihnckel.    '^^"l\.     Man  erkennt    Zetlenkörper ,    Ovarium 

üviducl. 
\i.  Ein  eben  .solcher  <JuerschniU  durch  den    noch    nicht   ausgestülpten 

Scheidcnihcil.  "^'"Vj. 
13.  <Jucr.srhniU  durch  den  buckeltragenden  Hinterleib,    '"^'/j. 


1 


\\iikxJ.WjiriSH;Bd.m. 


TnhM. 


nt).b. 


\    \ 


PijJ. 


FiuCl 


hig  r. 


äl  >iU*- 


r,.,.; 


^■n^-' 


tiii.iii. 


V^gü'-S^X 


^ 


i 


4 


J(".l,  T  r  tj,  yjii,  r  !•;.•  < 


ÜBER  DIE  METHODE 


DES 


RITHMETISCHEN  MITTELS, 

ERSTE  ABHANDLUNG. 


VON 


C.  NEUMANN, 


OKI).  MITGLIED  DER  KGL.  SACHS.  OESELLSCII.  DEB  WISSENSCHAFTEN. 


ndl.  d.  K.  OpgelUrli.  d.  WioHonsch.  XXII.  4g 


Ke  Methode  den  arithmetischen  Mittels  dürfte  beachlcnsvvcrlli  sein 
r  maiK-hcrlei  pliysikalisclie  Aiift^uben,  Inshcsonilerc  aber  ist  sie 
>n  Wichtigkeit  fUr  gewisse  in  der  Fuivutioncnlbeorie  auflretendc  und 
InvcT  zu  absolvirendc  Existenzfragen,  indem  sie  einen  Ersatz  ge- 
Slirl  für  das  so  schöne  und  dereinst  so  viel  beniitzle,  jetzt  aber 
ohl  für  immer  dahingesimkene  Birivhlet'acbe  Ptincip. 

In  Folg«^  dieser  iln'er  Wichtigkeit  dürfte  die  MetJiode  des  arilli- 
ctischen  Mittels  seit  der  Zeit  ihrer  Pubhcalion  vielfacli  studirl, 
Jrchforscht  und  zu  erweitern  gesucht  sein,  —  olinc  dass  dabei 
nlessen,  abgesehen  von  einer  Aiisdelinung  auf  u  Dimensionen"), 
^Dticnswerlhe  Residtate  zu  verzeichnen  gewesen  wiiren.  Wenn  ntan 
3er  ghiuben  wollte,  dass  die  Melhode  ihren  Höhepunkt,  ihren 
tJclislen  Grad  von  Allgerneinheit  bereits  crreiciit  habe,  nUnihch 
tauben  wollte,  dass  sie  scldechtvveg  nur  auf  solche  Curvcn  und 
Ulclien  anwendbar  sei,  die  überall  convex  sind;  —  so  dürfte  das 
och  wohl  eine  irrige  Ansicht  sein.  Tauehen  doch  über  diese  Grenze 
initm  mancherlei  vereinzelte  Fllüe  empor,  in  denen  die  Methode 
•re  Herrschaft  beliauptel.  Ja  noch  mehr!  Unter  allen  Fliilen,  die  über 
lese  Grenze  hinaus  bis  jetzt  untersucht  worden  sind,  belindct  sich 
0  weil  mir  bekannt)  kein  viuziffer^  i\v:v  geijcu  die   Methode  s|)rciche. 

So  z.  Ü.  ist  die  Conveigenz  und  (lorrecthcil  der  Methode  von 
''■    conslatirt  worden    für  diejenige   mnvexconcave "')  Ciirve,   welche 


•)  Hitfuief :  Extension  ä  t  liypcrcs|Ku:e  de  l;i  niiHlunlü  Je  M.  Carl  Neiimunn  pour 
»Hisülution  i3f  |jrobliMuo.s  reliUivos  au.\  fonclions  do  variables  recltes  (jiii  vi-rinenl 
nualion  diirt-renlielle  A  /•"  =  0.  —  1886. 

••)  Es  muf^  mir  pfsüiUfil  sein,  eine  geschlossene  Curvp,  welche  Ifieits  convex, 
^ikconcav  Isl,  kurzweg  als  conve.Tconcav  zu  tiozeichnen. 


708  C.  Nedmann,  [i 

aus  der  Ellipse  durch  die  dem  Gesetz  der  reciproken  Radien  enl- 
sprechcnde  Transformation  sich  ergiebl.  Desgleichen  habe  ich  die 
Correclheit  der  Methode  nachgewiesen  für  ein  System  von  zwei  m- 
centrischen  Kreisen^  ebenso  für  das  System  zweier  confocal^r  EUifm, 
und  ebenso  auch  für  ein  System  zweier  excentrischer  Kreise:  — 
wobei  allerdings  einer  gewissen  Restriclion  zu  gedenken  ist. 

Es  liegt  nämlich  im  unmittelbaren  Charakter  der  Methode,  dass 
sie  auf  ein  System  von  Curven  oder  Flächen  immer  erst  dann  an- 
wendbar sein  kann,  wenn  die  auf  diesen  Curven  oder  Flächen  vor- 
geschriebenen Functionen  zuvor  vermehrt  worden  sind  um  gewisse 
Constanien.  Sind,  um  näher  hierauf  einzugehen,  im  Ganzen  (n  -f  \) 
geschlossene  Curven  oder  Flächen  a,  o,,  o,,  ...  abgegeben,  und  auf 
denselben  resp.  die  Functionen  /*,  /",,  /*,,  ...  /*„  von  Hause  aus  vor- 
geschrieben, so  wird  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels  (wie 
solches  aus  ihrer  eigentlichen  Natur  von  selber  folgt)  auf  dieses  Curven- 
oder  Flächensystem  immer  erst  dann  anwendbar  sein  können,  wenn 
die  genannten  Functionen  zuvor  ersetzt  worden  sind  resp.  durcl» 
/'  /".  +  f^i^  L  +  K^  •••  fn  +  K,  wo  fe,,  fc,,  ...  K  passend  i« 
wählende  Constanien  vorstellen.  Ohne  auf  die  allgemeine  Reg^V 
nach  welcher  diese  Constanten  jedesmal  zu  bestimmen  sind,  h»6^ 
näher  einzugehen,  will  ich  nur  bemerken,  dass  jene  Regel  siC" 
ausserordentlich  einfach  gestaltet  für  den  speciellcn  Fall,  dass  <^''^ 
vorgeschriebenen  Functionen  /",  /',,  Z"^,  ...  f„  ebenfalls  Constanten  si»'''' 
Alsdann  nämlich  sind  die  Constanten  A-^,  A-^,  ...  k,^  so  zu  wähle") 
dass  f  —  l\  -{-  A,   =  l\  -{-  k^  =  ...   —  /;,  +  A„  wird. 

Ich  beabsichtige,  die  Resultate  meiner  Untersuchungen  allmählicli 
zu   publiciren.      In   der  hier    vorliegenden  ersten   Abhandlung   werde 
ich  die  Methode    des   arithmetischen  Mittels   für  eine  überall  convexe 
Curve  oder  Fläche  darlegen.    Dabei  wird  es  namentlich  meine  Aufgabe 
sein,  Dasjenige,  was   bereits   früher  —  einigermassen  verzettelt  und 
vermischt  mit  allerhand  physikalischen  Betrachtungen  —  über  diesen 
Gegenstand  von  mir  publicirt  worden  ist,  gegenwärtig  in  rein  mathe- 
nialischer   Form,   befreit   von   allen   fremdartigen   Beimischungen,  ah 
ein   übersichlliches  und   streng   gegliedertes   System   hinzustellen.      Ins- 
besondere wird  dabei  näher  einzugehen  sein  auf  die  Constantc  A,  d.  i. 
auf  diejenige  der  gegebenen  Curve  oder  Fläche  eigenthümliche  Con- 
slanle,   welche  den   eigentlichen  Angelpunkt  der  Methode    des   arith- 
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;hen  Mittels  bildet,  und  welche  von  mir  die  Con/itjuratiattscotistatile 
lieser  Curve  oder  Flüche  gcnanut  worden  ist. 

^Das  eigentliche  Fundament  der  Methode  des  arithmetischen  Mitteln 
ieslehl  nämlich  darin,  dass  diese  (ihrvr  IVutur  iwtft  liosillvc)  Con- 
Ujuratinnifcomttuilc  k  slcLs  <C   1    {tiicht  rlwa  'S    ' )  '*'^ 

In  dieser  Beziehung   habe    ich    bereite    früljcr")   dargelegt,  dass 
Ür  den  Kreis 


ind  dass  für  die  EHijKse 


'<'-|(^)' 


{I;  dabei  bezeichnen  a   und  b  die  grosse  und  klrine  A\e  der  Klli|)se. 
emer  habe  ich  damals  dargelhan,    dass   die  Conligiirationsconslante 
einer    überall    convexm    und    rtm    (jrradlinitjcn    Streiken    freien    ye- 
M)»8enen  Curvc  iler  Fortuel  eiits(>richt : 


m\ 


K  \  — 


i,r  A 


j1  bezeicimet  Z  den  Umfany  der  ('tirve,  und  A  den  Dm'c^hmesner 
Sij  ijrntisUn  Kreises,  welche]'  irgcvnd  drei  (l)enach harte  oder  nicht 
inachbarle)  Punkte  mil  der  (lurve  gemein  hat.  üesgleiclien  habe  ich 
Imals  gezeigt,  dass  die  (lonligurationsconslaule  A  einer  übertdl  cimvexen 
id  von  ebenen  Thciten  freien  tjesektoaaenfn  Fläche  der  Formel  enls|>richt; 


k 
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ler  bezeichnet  I  das  Areid  (Complanationsresiillal)  der  gegebenen 
lache,  und  A  iUm  Durchmesser  der  grösslen  Kogelfliiche,  welche 
lil  der  gegebenen  Flüche  irgend  vier  (benacldjarte  odei'  iiii-ht  be- 
achbarle)  Punkte  gemein  hat. 

Diese  Rrsullatc  meiner  damaligen  llntersiichung  sind  als  nhsidttl 
renye  zu  bcKeicIincn.  ün<l  mit  gliMcher  iStjenge  werde  ich  tjcgcninhlii} 
a  §  6)  nachvveisen,  dass  jene  (/ynliguralionsconstanlc  A  um  einen 
igebbaren  Betrag  kleinei'  als  1  ist  l'Ur  jede  beliebige  geschlossene 
urve  oder  Flciclie,  lalLs  nur  dieselbe  überall  conecx  und  keine  zivei- 


*)  Untersuclningön  über  das  LoyaritliiiiiscIiLi  und  New(o>i'scl»e  Potential.    I^fipzif?, 
Teubner,  1877.  —  Oasulbsl  auf  Seite  na — 179. 
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ükrmije  isL      Allordinijs   ist    solcliri>    mich    schon  dainals    \on   mir 
beweisen    vensucht    worden.      (lonaiier    bei  räch  let,    stützt    sich   al 
mein    damalii^er    Beweis   tuiC  dos    \\e\frslrassi\che  Theorem,  dass  j( 


.edi 


rebei 


1' 


rgcnd' 


ä 


weile  lü  eiDGiii  gegeueneu  ^ple!rallrlI  sieiige  i'iiiiction  irgcnavvo  jn  t^jf- 

streckiing    dieses  S|)ielrcuuiis    einen    Mtuinialirerlh  besitzen  muss;    

lind  dabei  erscheint  es  («lies  ist  der  eigentliche  Sleiu  des  Anstoss^s) 
einigennassen  fraglich,  ob  jenes  Weiersi rassische  Theorem  auf  t^io 
hier  hei  meiner  Untersuchung  vorliegendeu  sehr  eigenlhümlichen  V^ar-, 
hallnisse  wirhlich  anitridllmr  ist.  ^M 

Es  sei  mir  gestatlel,    hier  noch  auf  einen  andern  Punkt  nieir^cr 
Untersuchungen   aufnierk.*<ani   zu   machen.      Man  denke  sich  eine  ge- 
schlossene Curvc  oder  Flüche  c  gegeben  ,  und  auf  derselben   irgc^nd 
eine   stetige  Kunclion    /'   vorgesclnieben.      Diese   Function    /'  mag 
eine   convergcnle    Keihi^    entwickelt,    und    die    Summe   der   p    erst 
Glieder   dieser  Reihe  mit  /''  bezeichnet  sein.     Ferner  mögen  V  utid 
H"'  zwei    (iljer  das  Innen'  von  <7  ausgelireilele  Funclionen    vorstelleii. 
Und  zwar  sei  V  diejenige  Function,  welche  auf  n  identisch  nu't  f  ist,  vttid 
welche  llbeidies    hiuvrhalb  n  der  Laplace'schen  Gleichung    AV  =:^M 
und  den   bekannten  Sleligkeilsanrordeningen  en1s[)richt.     Endlich   ^W 
V  diejenige  Function,    welche   zu    /'''    in    derselhen   Beziehung  sie 
wie  M*  zu  /'. 

Denken  wir  uns  nun  die  Ethlein  der  Function  M"',  nicht  et' 
durcli  das  Dirichlet'sche  Princi|),  sondern  anC  einem  wirklich  stren^*^^ 
Wege  erwiesen,  so  entstellt  die  Frage,  ob  aus.  dieser  Existenz  y^M 
T''  uniniltelbar  auf  die  von  M^  geschlossen  werden  darf.  Und  ict^" 
besondere  entsteht  die  Frage,  ob,  ebenso  wie  f ,  für  p  = 
gegen  /'  convergtrl,  ebenso  vielleicht  auch  Y**  gegen  V  eonvcrgir 
werde, 

Dies(^    Fragen,    auf  \^.elche    ^^'('ierslra8s   (vor   ungefölir    achtzeJ 
Jahren,  in  einem  Gespriich  liher  die  damals  schon  von  mir  gefundt 
Methode  des  arillimctischen  .Mittels)  meine  Aufmerksamkeit  hiidenk* 
simi  bejuhvmi  zu  beantworten,  allerdings  nur  unter  der  Vorausselzut 
dass  /'''    auf  a   Überall    tjlfirhmilssitj   gegen   /'  convergirt;  —   wie 
solches  in  §  12  der  gegcnwiirtigen  Ablianillung  zeigen  wcrtle. 

Bevor  ich  die  Abhandbing  selber  beginne,  erlaube^  ich  mir  no« 
eine  kurze  Uebersiclil  (ibei  den  Inhalt  der  einzelnen  Paragraphl 
voranzuschicken. 


I 


Über  dik  METiionu  des  ARiTtiMETisciiEiN  Mittels. 


7H 


§  1  und  §  2,  —  Eij  sei  oinc  fji'Hchlonscne  Crfrve  <i  in  der  ElM'ne,  oilcr 
>ino  gesvhloüsem^  FUivhe  r,  im  Räume  gpgi^hen.  Von  den  beiden  Ge- 
rieten, in  welche  die  Ebene  res[K  tler  Uaiini  durch  a  zerlegt  wird, 
nag  das  innere  mit  3i  *^^^  äussvtv  mit  *?l  bezeichnet  sein.  Dabei  soll 
lie  geschlossene  Curve  oder  Flüche  o  ifatt:  hdk'b'uj  gedacht  werden, 
Iso  z.  B.  niil  Ecken,  resp.  mit  Ei-hvn  und  Kanten  beh;d"lGt  sein  tlUi'l'en. 

Solches  vnrangeschickt,  sind  zuvoi'dei'st  (gewisserniassen  als  die 
iij:entlichen  Bausteine  meiner  Unlersuchdng)  die  den  Gebieten  3 
od  '?l  entsprechenden  Fumiamenlallmclionen  eiiuuluhren.  Icli  setze 
olgendes   fest : 

h^  Unter  einer  Fundamentidfunrlion  des  iminvii  Gebietes  3  'S'-  i'*de 
iihction  ü  zu  verstehen,  w tdclie  I )  in  Eisttrckuny  von  3  (d.  t.  in  3,  inchi- 
ve  a)  stelig  ist,  und  \\eh-lie  Ü)  iuncrhulb  3  (d.  i.  in  3*  exchjsive  n)  der  La- 
lace'schen  DilVcreutialgleit^lmng  A  i'=  l)  und  gewissen  Sletigkeilsanlbr- 
crungen  entspricht.  Diese  Steligkeilsanlorderungen  betrefFeu  die  ersten 
nd  zweiten  Ableitungen  von  V  nach  den  rechtwinkligen  Coordinalen. 
^p  Andererseils  soll  nnter  einer  Fundanienlalfiinclion  des  ihisscrvn 
tcbietos  'Jl  eine  Function  U  verstanden  werden,  die  im  Ganzen  vier 
tedingungen  Geniige  bristet.  Es  soll  nluulicli  1 )  die  Function  U  in 
Wslrvehuntj  van  *Jl  stelig  sein.  Sodann  soll  2)  die  Function  ü  innt'r- 
idb  *Jl  der  Gleichung  Af/  ■=.  0  und  gewissen  Sieligkeitsaufordeiuugeu 
jfctsprechen.  Diese  letzteren  beziehen  sieh  wieder  auf  die  ersten 
nd  zweiten  Ableitungen  von  ü  nach  den  redilwinkligcn  Coordinalen. 
lie  3)  Bedingung  bezieht  sich  auf  irgend  eine  die  Curve  oder 
lache  o  uinscliliessende  Kreislinie  otler  Kugellhiche  «„  vom  Badius  r^^ 
nd    besteht  darin,    dass  das  über  alle  Elemenlc  ds    derselben  aus- 


mc- 
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rschwindni  soll.  lilndlich  verlangt  die  4)  Bedingung,  dass  die  Func- 
ion  (/  für  alle  unendlich  fernen  funkle  ein  und  daiadbcn  Werlli, 
ind  zwar  einen  beafimmicn  rndtifhen  Wertli  besitzt*). 


*)  Boi.spieie  für  iiolchc  Funcfnmcrilalfmirliouen  sind  Iciclil  ungebhar.  neiikt  man 
irli  nämlich  auf  der  Curvc  oder  Fl;ii:lie  tf  uiiuiMHSseiiboIeguiig  ncgebon,  deren  Uiclilis- 
eil  auf  O  utiiuj  isl,  und  be/eidinel  ni;m  dns  (LtiyiiriUiuiiSflir!  n\sji.  Nowlousilit;) 
'otential  dieser  Mas.scribelcgung  auUuncrc  Puukle  uiil  V^,  Muf  «twsCTC  Punkte  mil  V^,  so 
lt}\  eine  Kuiidanicntalfunction  des  Gebietes  3.  Ilitigoä^tcn  wird  Vg  eitie  Fnndamenkd- 
unclion  des Gebieles  'Ü  nur  diinn  sein,  wenn  die Gesammtinasse jener BelejJiVDg^  l)  ist. 
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Ich    bolraclile    nun    zuvörderst    die  FundamenlalfunctioncQ 
innt'ren  Gebiets  3-    Püi"  diese  eigiebt  sich  der  Salz,  tlass  der  tjri 
Werth,  den  eine  solche  Function  in  Erstieckung  von  3  besitzt,  ut 
allen  Umstünden  auf  der  Grenze  von  3i    d-  »•  auf  o  anzutreffen  isl 
Gleiches  ergiebt  sich  für  den  klcinxlen  Werth.      Hieraus  ergiebl  sie  ^ 
alsdann  i.veit<.ir,  dass  eine  Fundanientalt'unction  des  Gel)ietes  3  vi 
stJindig  bestimmt   ist   <lurch  blosse  Angabo  ihrer  auf  der  Grenze 
3  (d.  i.  auf  fj)  vorhandenen  Werlhe. 

Dcmgemciss   entsteht  die  Aufgabe,   eine  Funtlamentalfuncliun 
des  Gebietes  3   wö'filic/t    zu   construiren,   falls    ihre  Grenzwcrthe  (d^i 
ihre  Werthe    auf    o)   vortfcsrhrieben   sind.      Ich   werde  diese  Aufgiti 
das  innert'  Prfihlem,  und  die  gesuchle  Function   U  die  jenen  vor- 
geschriebeneu  Grenzvverthen    enlspnrhendc    Fundauientalfuuction 
Gebietes  3  nennen. 

l)al)ei    handelt    es  sich    namentlich    um    die  vorläufig  noch  <^ffefi 
bleibendt^  Frage,  ob  dieses  innere  Prohleiii  stets  eine  Lösung  besil 
mit  andern  Worten  um  die  Frage,  ob  eine  solche  den  vorgcschrieheue 
Grenzwerlhen    enls|uechende     FundamenlalFuiHtion    des    Gebietes 
stets  ei'istirf^    —    also    um    diejenii^e  Frage,   welche  man  in  frillicrer 
Zeit,  auf  Grund  des  birkhlH' sehen  Prineips,  ohne  Weiteres  zu  hcjahca^i 
pflegte.  ^M 

Es  folgen  nun  analoge  Betrachtungen  iUier  das  tfM««ffp  Gebiet  ^ 
Dieselben  führen  zu  dem  sogenannten  änsscren  Problem^  welch 
darin  besieht,  die  irgend  welchen  vorgeschriebenen  Grenz^\ erllirt 
cntiipreehrnile  Fundaiuentaltunction  des  Gebietes  \U  zu  conslruire 
Dabei  ist  zu  beachten,  dass  das  Gebiet  '}[  nach  Aussen  ins  Uneiulli«! 
reicht,  mithin  nach  Aussen  tiubegrenzt  ist,  dass  also  unter  der  Gtra 
von  %  lediglich  die  Curve  oder  Fläche  a  zu  verstehen  ist. 

§  3.  —  Man  denke  sich  auf  der  geschlossenen  Curve  oder  Flache 
irgend  eioe  daselbst  slelitje  Function  f  vorgeschrieben,  zerlege  a  in  un- 
endlich kleine  Elemente  da,  und  markire  überdies  irgendwo  in  der Ebel^H 
resp.  im  Räume  (einerlei,  ob  ititsserhitlh  o,  auf  a,  oder  innerhalli  »^^ 
einen  Punkt  x.  Sodann  bezeichne  man  die  xcheinbare  GrOsgc  des 
Elementes  Ja  für  einen  in  x  betindlichen  Beobachter  mit  ±  {da. 
und  zwar  mit  -}-  {äa)^  oder  —  (c/a),,  je  nachdem  jener  in  z 
lindliehe  Beobachter  die  innere  oder  äussere  Seite  des  Elementes 
Augen  hat.      Das  so  deünirle  (da),  niultiplicire  man  mit  dem  m 
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vorhandoneiu  Wcrthc  /",    und  bilde  das  üJDcr   die   ganze  Curvc    oder 
Fläche  o  sich  anstlehucnde  Inlegral: 

so  wie  auch  das  (aus  diesem  l'iir  /"  =  I    sich  ergebende)  speriellere 
Jutpgral : 


(?•) 


"-^a4/^'''^^^ 


H  Dabei   soll  h  eine  Zahl  sein,    welche   in   der  Ebene  stoks  ^    I,    im 

Ihume  stets  =^  2  ist;    so    dass   also    z.   B.   2A,t    den  Umlung  einer 

Kreislinie  vom  Radius  Eins,   resp.    das  Areal    einer  Kugeiniiclie   vom 

liadius  Eins  vorstellt. 

H         Der   Werlii   des   Integrats   w,    ist   sofort    angebbar.      Bezeichnet 

"man  üümlich   den    variableu  Piiukl   x,  je    naclidetu   er   aiissfrfmtft  n, 

cuf  a,  oder  inncrlutib  a  liegt,  resp,  mit  u,  »  oder  i,  so  ergeben  sich 

Iic  Formeln : 
(3.)  -'==ift=='-^- 

^  u'i  =  2  , 

Wo  T,  deu  Innenwinkel  der  Curve  n  im  Punkte  «,  resp.  den  niiim- 
^iii'hen  Innenwinkel  der  Fläche  a  im  Punkte  a  vorstellt.  Dabei  empllehlt 
■C!$  sich  (wie  in  der  milth'ren  Formel  sclmn  angedeutet  ist),  an  Stelle 
^von  T,  eine  etwas  andere  Grösse  .'/^  einzufülireu  mittelst  der  Sul)sti- 

L       tUtioD : 

I  (3  a.)  r,  =  fnrH  -  .V,|  . 

■         Aus  dieser  Definition  von  ^,,  folgt  sofort,  dass  die  Grösse  ^^,  für 
^  alle  Punkte  -v  der  gegebenen   Cnr\r  oder  FlUche  n  Nitlt  ist,  mit    al- 
leiniger Ausnalmic  derj<'nigen  Punkle,  die  in  den  Ei-htm  der  Curve  **, 
resp.   in  den   Edirn  utnl  hitnd-ti  dvr  Flticlie;  o   liegen.      Auch  ergieltt 
sich,  dass  diese  (irüss«'  />,   tniler  allen  Unisllinden  ein  positiver  oder 

»egativer  ächlei'  Bruch  ist,   und  dass  sie  insbesondere  stets  ein  pod- 
ver  achter  Bnicli  sein  wird,  sobald  die  gegebene  Curve  oder  Flüche  ff 
liberal l  convcx  ist. 
^         §4.  —  Nachdem  soelten  ir^  untersucht  ist,  handelt  es  sich  jetzt  um 
"clie  Untersuchung  von  U'^  ( 1 .).    Man  marktri'  auf  a  irgend  einen  Punkt  », 
md  bezeichni'  den   VVerth  der  Function    W^  in  diesem  Punkte  .v  mit 
Alädann  wird    dieses   W,  wesenllicli  vemchicden  sein  von  den- 
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jenigi'n  Weillien  \V„  und  U, ,  welche  jene  Function  in  den  mit 
bcnacliharU'u  Punklcn  n  und  »  hositzl.  Un»  diese  zwischen  VV,  ur^^d 
und  den  Nachburwerlhen  W^,  und  \\\  vnrhamk-ne  Discontinuil^^^ 
näher  angeben  zu  können,  besclu'eibe  nian  um  den  anfangs  niarkirl^^-^. 
ffsirn  Puukl  s  (als  Onlrum)  eine  kleine  Krei:slinie  oder  Kugellltiche  i^ 
Alsdann  werden  alle  innerhalb  n,  vorhandenen  Werllie  W,,  falls  uv 
o,  ins  lIiuMulliehe  verkleinerl,  gegen  einen  bcdimmU'H  [esten  Wt-  .^n^ 
convcrgiren ,  der  von  \\\  vcrsrhicüru  isl,  und  zur  Unlerscheidc^-^ 
mit  W„,  liezeichnel  werden  mag.  Desgleichen  werden  bei  i<^ii(^| 
Verkleinerung  von  o,  alle  innerhalb  o^  betindliehen  Werlho  W,  el^fn 
falls  gegen  einen  hi'Kliinmit'u  fralvn^  von  W,  vnHchii'dntrti  W'ertli  coi 
virigiren,  der  W,,  hrissen  nu»g.  Diese  dem  gegebenen  Punkte  k  zu- 
geliörigen,  aus  flen  Gebielen  "Jl  und  3  lierslanjmenden  t'tnn'cr/ji'uvvcrllie 
W,,^  (ttid  VV',,  sieben  zu  dem  ilirni  in  s  srtlirr  vntlnnnli-ncm  WWlIn'  W^ 
in  fulgenden   Beziehungen : 

IV,.,  =  U',  +  ^, /,-!-/,  , 

wo  i^s  die  in  (3  a.)  angegebene  Bedeutung  hal,  und  /',  den  Wcrili 
der  aid'  u  vorgeselu'iebenen  Function  /"  im  Punkte  s  bezcichni'l. 
Man  kann  diese  Beziehungen  einfacher  so  schreiben 


!Ii(M'  hat  alsdann  /','   die   Bedeutung: 

/;  =  ■>,/;  +  iv; , 

woraus  mil   Rücksicht  auf  (!.)■  si«"li  ergiebt : 

(8.)         ^^^'^^'fx^  Lß^'^"^'  • 

Denkt  man  sich  nun  die  U',  filr  alle  Punkte  u  (ausserhalb  «). 
und  die  U„^  filr  alle  I'unkte  s  (auf  a]  gebildet,  so  zeigt  sich,  da»s 
all'  diese  Werlhc  VV„  und  W„,  zusammengenommen  eine  in  tjanxf 
EntrevkutKj  tle.s  Gchictvx  'Jl  .s/c/ii/c  Function  repi'Usenliren.  Dft>- 
gleichen  zeigt  sich,  dass  alle  VV,  und  VV',,  zusammengenommen  ein« 
in  (janzer  ErslircknHif  von  '^s  sli-litjc  Function  ausmachen.  Bi«'^ 
Hesullale  lassen  sich  noch  weiter  vervoUsl  Und  igen,  und  führen  «fcr 
dann  zu  dem  Satze,  dms  die  Gcsnmmlht-it  der  VV'„,  H*„,  eitw  Funda- 
menlalfunciion  des  Gebietes  \!l,    tmd  dusa  ebenso  die  Gesaamtheil 
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Jer  W,,  \y,^  fiiiv  Fii ti  titmic nfti IJHttci iifu  des  (ivl.ii«-lrs  2\  t'i'pt'ti- 
sentirl;  —  hiiiiier  vttnitisgcsclzf,  (l;iss  iVut  von  Hausü  aus  iinl'  a  vor- 
geschriebenen Werl  he  /'  cki  selbst  fdcliff  sind. 

§  5.  —  IHr  Funelioii  /"  ist,  wie  dir  Fiutnel  (5.)  zei^L  unuiillelbiir 
iibleitbnr  aus  dei-  vorgi^sehnelieneii  l'unt^lion  /".  Denkt  niiin  s'wli  nun 
unendlich   \  iele  Fiinetionen 

t(ß.^  /-,  /",  r,  /■'",  .-./n  ■•. , 

n  dienen  je<le    ;uis  der  \ürlierü;eht'n(h.'n   in  i;en;m  (h'rse!lnM»  Weise 
iihgi'li'iiel  i>ein  soll,  wie'  /'  aus  /".  so  lintlen  die   Foiineln  stall : 

etc.     elr.      elc. 

Auch  erj5iel>l  sich,  dass  /",  /'",  /"",  ...,  ebenso  wie  /'selber,  'auf 
ff  sietitj  sind.  I>ie  ijnissk'ii  und  lilrin.slcn  Weithe,  welche  dies« 
Kuncliunen  (0.)  auf  o  besil/.iMi,  mögen  boüeichnel  sein  niil 

►                                   G,  G\  d",  ü"\   ...  G(">,    
A',  Ä",  A",  A"',   .  .  .   A(»),   

.SO  dass  z.  H.  (i  und  A  den  (finsslfn  und  ktvinsicn  Werlli  der  Fnncti(>n 
f  vorslellen. 

f  Um  auf  diese  Conslanten  G,  G\  ...  und  A',  Ä',  . . .  nUhcr  ein- 
gehen zu  können,  wollen  wir  jetzt  voraussetzen,  die  (Uirve  oder 
Flüche  o  sei  üboniU  mtu'i'x  und  keine  ztveistcrnhji\  Dabei  verstehen 
wir  unter  einer  zweistimmigen  Curvt;  eine  solche,  die  (wie  z.  ü.  tue 
Peri|»lierie  eines  Vierecks)  ans  zwei  Witihdu  zusammengesetzt  ist, 
andererseits  unter  einer  zweisternigen  Fläche  eine  solche ,  die  (wie 
z.  B.  die  Oberllilchc  desjenigen  Körpers,  der  durch  Rotation  eines 
Dreiecks  u[n  eine  Seile:  entsteht)  nus  zwei  Keffelfhhkc»  zusjuiiinen- 
gesctzt  ist  ;  indem  wii-  dabei  die  Scheitelpunkte  jener  beiden  Winkel 
resp.  Kegelfliichei]  als  die  bc'ulvu  Slcrnr  bezeiclineii.  .Mlgetneiner 
würde  man  sich  so  anszndruckon  haben;  Sind  auf  einer  geschlossenen 
("nr\(!  a  zwei  feste  Punkte  p  und  (/  angebbar  von  solcher  Art.  dass 
jedwctie  Tangiujle  dei  t'.urve  entweder  tliirch  p  oder  ilurch  ly  geht, 
SO    Süll    die   Curve    zwciHterniy    genannt    worden;    gleichzeitig    sollen 
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ulsdanii  /),  '/  ihre  beiileu  Sienw  lieisseu.  ünil  genau  dasselbe  is 
in  Bc/iig  iiul"  die  zvveisteniigen  flächen  zu  sugen;  nui"  mit  den 
L'nteist^liicde,  dass  liier  stall  der  Tangenten  die  Tangentialebcnei 
in  Betraelil  kommen. 

Eine  ziveisternigi'  Curre  ist  dalier  nielil  nur  das  Viereck,   sonder 
aucli  &M  Dreieck.     Bei  lelztercni  liegt  der  eine  Stern  in  einer  Eck^^J 
der  anilere  in  einem  beliebigen  I'tmklc  der  gegenüberliegenden  Seil«^-,,,^ 
Andererseits    wird    zu    den    zwehiernifjen    Flächen     nicht    nur    ds-    g- 
Difh'xacder,  das  Hkomboedi'r,  das  ParatMepipedum,  sondern  z,  B.  aii^^./, 
das  Telraeder   gehüreu.      Bei    letzteren)    kann  man   den   einen  Sl(^=-— /^ 
in  einer  Ecke,   den  anderen  in  einem  beliebigen  Punkte  der  ge§e?!?-a. 
üherliegenden    Scitcnßiiche    sich    gelegen    denken.      Oder   man   kam  u,, 
auch  den  einen  Stern  in  irgend  einen  Punkt  der  einen  Kanle,   lJ^jj 
andern    in    einen    beliebigen    Punkt    der    gegenüberliegenden    Katif^  ^ 
versetzen. 

Setzt  man  nun  voraus,  dass  die  gegebene  gescidossene  Curve 
oder  t'klchc  0  iiberaU  convej:  und  keuw  :wcisterni(je  ist,  so  ergelwn 
sich   für  die  Constanlen  (i,  G\  ...   und   Ä,  A',  ...    die    KelalioiKjn ; 

r;  ^  G'  ^  G"  ^  G'"  ^  

^^■*  K^K'^k"  ^  K"'^ 

und  überdies  auch  noch  die  Formel: 

(y.)  f.'^"'  —  Ki")  %  iG  —  A)  /."   . 

Iher    bezeiclmel   X  die    Cou/itpfratwnsvtinslunU'    der   gegebeiini   Ciirve 

oder  Flache  o,  d.  Ii.  eine  gewisse  dieser  Curve  oder  Flüche  eigi'i- 
thümliche  ptmlivr  Constanle,  von  welcher  sich  nachweisen  lassl,  rfßw 
sie  sivls  -"    I    ht: 

(9n.)  A<  I   . 

Denkt  man  sich  die  (konstanten  ^\  fJ' ,  .  .  .  und  A\  K", 
grapiiisch  dargtislellt  als  die  Ordinaten  zweier  Curven,  der  Art,  das» 
den  Ordinaten  G,  K  die  Abscisse  0,  den  Ordinalen  C,  üf  die 
Abscisse  1  u.  s.  vv.,  allgemein  den  Orditialeti  G'"',  A'"'  die  Abscisse  n 
angewiesen  ist,  so  wird,  nach  (K.|,  die  Curve  i\  W  G"  ...  mmolon 
sinken,  und  die  Curve  A  A'  A  ...  nututdon  stelyen.  Ueberdies  iil 
die  DilTereüz  der  beiderlei  Ordinaten: 

durch    Vergrüsserung    von    n    unter   jeden    beliebigen    Kleinheitsgrail 
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hinalHlriH'kbar;     wio    solffios    aus  (!♦.)  sofort   sich   pre;icl>t,    falls  man 
nur  heacliloU  dass  dio  (lonstanio,  A  oin  positiver  (h'hlvr  iirmh  isl. 

DciiigeniäsR  worden  also  jonc  beiden  Ciirvcn  fi  iV  G"  ...  nnd 
h  K'  K"  ...  ini  l'nondliclKMi  zufimnmvvIUeaaeu.  d.  Ii.  sio  weidon  im 
Llnnndliclion  rin  nnd  diesi'lhi'  Ordiimti'  haben,  llozeiclmpl  man  (lio!>e 
Iclzlcro  mit  f.',  .so  lial  man  die   iMirnu'ln: 


1'«",.=  ,  'VW^  C 


''"!«  =  ,  AW  =  C 


Da  nun  (\\r  ii  —  co  die  beiden  extremen  Werllic  C"'\  A""  der 
Function  ^""  unlei-  einandtM'  idenliseb  .sin<l,  beide  =  ^i,  so  ij;ill 
Gleiches  auch  für  alh'  ithrUfm  Werihe  diesri  Function.  D.  Ii.  tUe 
Function  f'"'  verwamli'U  sich  für  m  =:  oo  in  eine  Constanfe.  und 
zwar  in  die  (Imisltinle  C[  wa.Si  anget!eiile(  weiden  kann  thnch  die 
Formel : 


(10.) 


lim„^,/W  =  C  . 


MeilJiiiiig;  ergiebl  sich  aus  der  hier  anj^estelllen  Bclrachluni;,  dass 
*iie  Constanle  C  zwischen  (i  und  A'  liej<l,  ebenso  zwischen  (»  und 
A^.  u.  s.  w. 

§  6.   —   Die   cardinnle   t'Jiyenncftajf   der   (ktn/iguntliiniseunsltinten  Ä 
'gesteht  in  der  Formel  (Ita.l: 

X<\   . 

'-*'ose  EigenschafI  suche  irh  hier  in  tj  (>  von  Neuem  in  wirklieh 
^Irenger  iinil  /.ugleich  niüi^lichst  allij;emeiner  Weise  zu  denionstriren, 
'^tlem  ich  dabei  als  Ausi^angsjunikl  für  die  Belraehlungeii  in  der 
■^^*enc  ein  gentdlinifjes  futtifcrk,  audei'eiseits  als  Ausi;angS|Minki  der 
*'«'Uiiilichen  Beliaehluniien  ein  von  sieben  ebenen  ildehcu  hetjrenztea 
^oltfcder  nehme,  und  indem  ich  dabei  einen  Weg  einschlage,  der 
^*On  dem  vorhin  (pag.  6)  envähnten  WeiersUass'schen  Theorem  völlig 
^**iabhihi(fi(f  ist. 

§  6«.  —  In  BelrelT  dieses  nur  wenige  Seiten  einnehmenden  Para- 
Rraphs  sei  bemeikl,  dass  tierselbe  zu  keinem  nennenswcrthen  Kesullal 
'U^M'l ,    sondern    nur    Boliaclidmgen    enllüilt,    die    ich     für    spliieren 
'Gebrauch  mir  aufbewahren  wollte. 
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§  7  und  §  8.  —  HlUt  man  fest  an  drr  Vorattsscizung,    dass  iV\ 
gegebene  (]iirvc  oder  Flüche  u  itherull  ronvcx  und    kvhw    zwvhU'm'n 
sein  soll,  so  sind  jetzl,   auf  Grund  der  in  (6.),   (7.)  construirlen  Fiii-kC- 
tionen  /',/'.  /  "  -.-i   die  Losungen   des  Jiusseren  und  inneren  Pnr^^H 
Icnies    sofort    augelibar.      Bildet    man    niiinUch,    von   (\{'n  Kunrlior^^ 
/',  /',  f",  I"".   ...  ausgehend,  die  Integrale: 


{^\.) 


elc.     etc. 


und  setzt  mim  überdies: 


(<2.) 


K--C-  »^,-  »V 


u; 


H',-  =  c  +  {Wi  -  w;)  +  ( wr  -  UV")  +  . . .  , 

wo  C  dieselbe  Constanle  sein  soll,  wie  in  (10.),  so  sind  diese  bei« 
Reihen  stets  rinn'cnfml.  l'nd  glei<'hzeitig  werden  al.'^dann  ä'''<' 
Liisuntjrti  df'n  (iuxsvrni  und  inneren  l*rt»l)(fturs  dargeslellt  sein  «lu»"»-'" 
die  Fiuictionen  0,,  und  V;  .  Oder  genauer  ausgediückl :  Hie  r^^ 
auf  n  vorgi'schricbfjicn  Wcrt/tett  f  rnlsitrirliendru  FumlauifHlalfumtinr^*'^ 
der  iu'bii'h'  ''}\  itnd  3  tn'vdvn  nhdanu  thu'yvslclll  sein  respcclivr  dti^'^'' 
dir  Gt'samudhril  der  cj), ,  tj)      und  diirvh  die  Gmannulltrit  der  V,,  ^  ^^| 

Hiernut  aber  ist  als(b)nn  die  in  §  1  und  §  2  noch  offen  ss^r 
bliebene  Frage,  weiu'gstons  für  eine  f/^'H-Asw  Qassi'  von  (airven  vm  '"^ 
Fläiclien,   beaulworlet,   ntimlicb  folgendes  Tlieorem  Ijewiesirn: 

Ihukl  ni(tn  mrh  ritw  rjvsrhlosHCiit'  (^iirvr  ndvr  Fliirhr  a  i}Oiffh  ''"' 
welche  über  all  rnnvcx  und  keine  zircisleruige  /«/»  uhriffetiH  a^^"^ 
mit  Ecken  i'csjk  mit  Ecken  und  Knuten  hehnfiei  sein  darf,  und  de^ — ■"'' 
man  sich  auf  dieser  Curve  nder  fliicite  n  iujend  welche  dusetbsl  sleliif^^*'^ 
W'ciihc  luirf/esehriet/en,  sit  wird  jederzeit,  eine,  nnd  immer  nur  e  -^"' 
diesen     Werlhen  f    enlaprecftende    Fundameufnlfitnetion    des   Gebietes 


eTistiren.      und   ebensit   wird    alsdunn  jederzeit    ei 


ne 


und 


tmmcr    ti 


eine    den    Wertfien   f  enhpreehendc   Enuthiuii'ntrtlfnnclinn  des  Gebiete 


ejustirm. 


F 
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^§  9.  —  Man  donko  sich  die  auf  n  vorgcschriehpiie  Function  f  in 
auf  a  glfirliwiiüiiitj  coiivergenle  Reihe  cnUvtfkt'll,  umd  bczciclino  die 
inmc  der;)  ersten  Glieder  dieser  Ueihe  mit  /''  .  Oder  allgemeiner: 
|tn  verstehe  uuler  p'  eine  mit  einem  variablen  Parameter  p  be- 
utete Function,  welche  für  jedwedes  p  auf  0  sliiig  ist,  und  weiche 
ierdies,  für  //  =^  00,  auf  n  t/lvithmässifj  gegen  /"  eonvergirl. 
^er  mölken  <D  und  H*  die  den  Werlhcn  f  enlspreclienden  Funda- 
Intalfiinctionen  der  Gebiete  ^?(  und  3  sein ;  »nid  analoge  Be- 
Ulungen  mögen  0''  und  ^''  haJien  mit  Bezug  auf  die  Werihe  f. 
kiann  gelangt  man,  wie  ich  zeigen  werde,  zu  dem  Thmn-rn^  dass, 
r  /)  ^  00,  «t)'  in  ganzer  Erstreckung  von  91  gli'ivhmdssig  gegen  <t>, 
Cl  ebenso  W  in  ganzer  Erstreckung  von  3  ißi'ichtttihyiy  gegen  W 
livergirt;  —  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Ciirve  oder  Fläche  n 
rralt  convfx  und  liciiiv  zwi'idern'ujv  ist. 

§  10  und  §  11,  —  L'm  das  Theorem  von  dieser  Resiriction  zu 
freien,  werden  in  §  10  und  §  II  zuncicbst  zwei  ganz  sitecielle 
fe  Kri'kUnk  und  die  Kuijdflävhe  belielFende  Unterstichungen  an- 
^telll. 

§  12.  —  Solclies  absolvirt,  ergielit  sieh  alsdann  folgende  Vcr- 
Igemeiiierung  des  in  Rede  stehenden  Theorems: 

Ist  die  geschlossene  Curve  oder  FUlehc  r>  eine  ganz  bfUrhitfe, 
8>en  ferncir  f  und  f''  die  schon  genannten  Bedeutungen,  und  gelingt 
(durch  irgend  welche  Methode  oder  vielltriclil  auch  durch  Zufall) 
p  der  Function  /''  cnlsjuecheuden  Fundamentalfunclionen  0''  und  W 
\t  Gebiete  'il  und  3  wirklich  zu  conslruiren,  so  wird  hierduirh 
p  Existenz  ilerjenigcn  FundamentalfuncLtonen  <t>  und  Y,  welche  der 
^.nllich  vürgescliricbeuen  Function  /  entt-prechen ,  bereits  ha- 
ssen sein. 

I  Und  zwar  wird  alsdann,  für  ;*  =  00,  die  Function  <t>>'  in  ganzer 
Blreekung  von  91  (/Ifirfimdssitj  gegen  «J>,  und  di(3  Function  V  in 
Hizer  l'jstieekung  von  3  ///''vV/j'Mifmjfy  gegen  M'  convergiren. 

Durch  dieses  Tlieoreiu  linden  die  schon  früher  (pag.  0}  er- 
||hnten    Wcifrslrass'scheH   Fragen  ihre  Beantwortung. 


t?.  NErMANH, 


§1- 

Die    FaDdamentalfiinctionen    des   von    einer  geschloBsenen 
oder  Fläche  o  begrenzten  inneren  Gebietes  % 

Dio    nachfolgenden    llntersuclnini?t'n    belrelFen     ziemlich  glcil 
miissig  i^tr  Ehfiw   und    tlfn   Ihsnm.      Dubei    soll    unler   o,    sobald  von 
der  Ebent'  iVw-  Heile  isl,  eine  £;et;ebene  tjoschhim^ue  ('.unu%  und  .M)ba||y 
vom  Kaumc  diu  Hede  ist.  eine  ge.^ebene  t/estlihssem'  FUUlu'  ver.sliui(wi^ 
werden.     Von  den  beiden  TheÜHU,  iu  welche  die  uneudliclie  Ek'nc 
diireli  die  Curvo  fr,   oder  der  unenilliche  iRaum  durch   die  FIttclic  c 
zerftlllt,  nuig    i\vx  inuvrc  Tlieil  mit  3,   der  iimsf^rv    mil  %  bezcidi 
sein. 

Definitioni  —  Wir  wullcti  inttn-  einer  Fuvdampntalfuncli> 
tieft  Gebietes  !j  jedwede  Fmuiinii  V  =  U{x,  //),  resp.  U  =  ^(jr, y, 
rerttlehen,  die  fidtfetnlett   UfdiutjiuHfen  eulsprieht: 

(1  >  /h  Erstrerkung  des  (iebiefen  3  foll  V  eimkidiij  mi 

xletiij  sein. 


(2.). 


hm  er  halb  j  sollen  die  crslen  und  zweiten  .ifc/rj/Hnf 
von  ü  nach  x^  tf^  resp.  w^  y,  :  sietiij  seluy  und  überd 
soll  innerhulh  3  die  (ileiehunif  erffdlt  sein: 


bx^ 


0,     resp.     --4-^+-.  =  ".' 


d3» 


fhhei  ist  iler  l'utetsehied  zwiseheti  »iit  Erst reekumj  von  !}"  '""' 
ninnerhalf)  3«  'f*"A/  :n  heavhtett.  Während  nnmlieh  die  erste  Ausdniih- 
weifte  das  ganze  (iebiet  3  ittelnsive  seiner  Grenze ,  d.  i.  inclusive  o,  Uirilfl^ 
isl  bei  der  zueilen  Ätisdruehsurise  das  Ge.biel  5  cxclu$ivc  a  zu  vei'xlek 

Auf  ("iiiie   Fundafnenlalfunetion   U  sind,   der  soeben   gegebenen 
Definition  zufolge,  die  Green'sehrti  Sötze  anwendbar,   allerdin£;$ 
mit  Bi'Ziig  aut  3  selber,  wohl  alter  mit  Bezug  auf  jedes  kleim're  GebiC 
das  mit   all'  seinen  Punkten    innerhalb  3    hegt.      IMarkirl    man  z. 
inmrhidb  3    irgeml    einen  Ptinkl  /),    und    beschreibt    man   um  p  {i 
t^leutrum)  mit  dem   Radius  r    eine  Kreislinie  resp,   Kufjeljlaehe  «,  und 
zwar  <ler  Art,    dass  .v  vollsli'mdig  innerhalb  3  hegt,    so  werden  j< 
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Green'schen  Sätze  anwendbar  sein  auf  das  von  s  umgrenzte  Gebiet 
(d.  i.  auf  die  von  8  begrenzte  Kreisfläche  resp.  auf  den  von  s  be- 
grenzten Kugelraum).     Man  erhalt  in  solcher  Weise  z.  B.  die  Formeln : 

dU 


die  Integralionen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  ds  der 
Kreislinie  oder  Kugelfläche  s.     Dabei  bezeichnet  V^  den  Werth  von 

U  im   Cenirum  p,    ferner   r   den   Radius   von   s.      Ueberdies   ist*) 

1  1 

A=:  1,  resp.  =  2,  und  T  =:  log  -,  resp.    =^  -•     Aus  dieser  ße- 

dT 
deutung  von  T  ergiebt  sich   sofort,  dass  T  und  y^  auf  der  Kreis- 
linie oder  Kugelfläche  s  conslant  sind;  so  dass  man  also  die  Formel 
(i.)  auch  so  schreiben  kann : 

,.  T     rdU   .  i      dT   /•„ , 

P       ihTtJ  dr  zhu  dr  J 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (3.): 

also,  weil  Ä  =  1,  resp.  =  2,  und  ^  = ; »  resp,  = ^^  ist: 

(5.)  U„  —•'- ,     resp.  IL  =  -^ ^  • 

Oiese  beiden  Formeln  (5.)  sagen  aus,  dass  der  Werth  von  U  im 
I^unkte  p  gleich  gross  ist  mit  dem  arilhmelischen  Mittel  aller  auf  s 
Vorhandenen  Werthe  von  U,  und  führen  also,  falls  man  dieses 
arithmetische  Mittel  durch  die  Charakteristik  2)1  andeutet,  zu  fol- 
gendem Resultate: 


*)  Aach  in  Zukunft  soll  das  h  in  der  Ebene  stets  =  4 ,  im  Räume  stets  =  2  sein. 

Und  ebenso  soll  das  T  in  der  Ebene  slels  =  log-  ,   im  Räume  stets  =  —  sein. 

r  r 

Abbandl.  d.  K.  OeteUseli.  d.  WiRSflnflrh.  XXII.  (9 
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C.  NeI  MANN, 


Ist  V   i'itw    Fufidamciilalfuticlion    des   Gebirtes   5 ,    utid    amHlniirl 
man  vine  völlig  i nun  halb  3  liegende  hreisliitie  oder  huffvlflarbr  s,  mil 


dem   Centritm  p^  so  wird 


U„ 


mu,) 


sein.     D.  //.    es    wird   der    in    p   vorhandene    W'i^rth   V  gleichijrnsfi  m 
mit  dem  ariihmelisehen  Millrl  afler  auf  s  vorhandene»    Werthe  V. 

Schon  früher  lim  3.  B<1,  der  Math.  Annal.,  pag.  3il  u.  431).  und 
ebenso  in  nieinon  Voi-k'stmiii'n  üIht  dir  Abcrsclien  Integrale '),  habe  ich 
gezeigt,  dass  eine  Fundaniciiliilfiinelion  des  Gebietes  3  iliren  grösxkn 
und  kleinsten  Wcrlh  stets  an  der  Grenze  von  3$  tl.  i.  auf  n  hal.  Da 
aber  dieser  Salz  an  erslerer  Stelle  nicht  mit  der  wünsehensvverllicn 
Uebersichtlichkeit,  und  an  letzterer  Stelle  nicht  mit  der  erforderlichen 
Strenge  gefülirt  worden  ist,  so  erlaube  ieli  mir,  auf  den  Beweis  li« 
Salzes  hier  von  Neuem  einzugehen. 

Versteht  man  unter  V  irgeml  eine  Fundamental funelion  des 
bietes  3-    so  sinil  otVenbar  nur  zwei   FüUe  möglieh : 

/.    Fiill:    IJ  ist  in  Erslrerkung  des  Gebietes  5  ennstnnl.     Dieser 
Fall    brdai'f    keiner   weiteren    L^ntersiK-liiing.      llüehstens    wird   man, 
bemeikt'u  ktinnen,  dass  in  diesem  F'alle  jener  in  Erstreekung  vonj 
vorhandene    constante  W'eilh    zugleich   auch    der   grünste  sei ,    der 
Erstreekung  von  3  sieh  vorlindel,  trnd  ebenso  auch  der  kleinnU'. 

II.  Fall:  IJ  ist  in  Erstreckung  von  5  ineonnlunt.  In  dies« 
Falle  jnarkire  man  irgendwo  innrrhullt  3  einen  Punkt  /*,  un«l  beschreil 
um  p  (als  Cenlrum)  eine  Kreisliiiii'  oder  Kugelflüehe  *, ,  der 
dass  .V,  \üllig  innerhalb  3  liegt.  .Alstliinn  inuss  (/  innerhalb  «, 
atnutanl  sein.  [Denn  würe  es  innerhalb  s^  conslanl,  so  würde  die 
(Konstanz,  nach  bekimnlem  Salze  '*),  auf  .sümnttlielw  Punkte  des  Gebiet«^ 
3  sich  ausdehnen;  was  dem  Charakter  des  hier  betrachteten  II.  Falles 
widersjH'ichl].  Da  nun  also  die  Function  (M'««c/7/rt/t  «,  iiico»/«(tfn/ ist. 
so  wird  sie  daselbst  z.  B.  nicht  überall  :=  (Jj,  sein   können. 


*|  Vorlcsuni^en  iiticr  die  Hiomann'i^clicTljeonc  der  Abct'sclien  Inlegrale.  tl. 
t88i,  piig   :i9r», 

*')  Nänilicli  n.icti  einem  sclion  von  Gauss  aufgestellten  Satze.      Der  von  Gl 
scthcf   für    dicstui   Satz  gcgetieiic   u-vtii^  zuverljissi^c  Beweis  [Gauss'  Werke,  BJ. 
Seilet  23 1  kann  leiclil  iliirdi  einvn  absolut  .x/rcMi/rn  Beweis  ersetzt  werden :  wif  sold'«^ 
von  mir  iiri^edciitc)  uorxliMi  isl  in  den  M.-tlli.  Aiinalen,  Bd.  3,  Seile  33U  nnd  1.10. 
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»mätis    muss    iiiiH'rluilh    k,    iri,'('ml    ein    Punkl   <j   angobliar    spin,    in 
jBlchcni  die  Function  (/  von   i],  renchicäat  i^l: 

»gt  man  nun')  tlurt-li  tlirscn  Piinkl  ff 
oe  neue  Kreislinit;  oder  Kiiij;elllacho  s, 
ncentriscli  zu  »^ ,  so  miiss  (nach 
itz  (6.)]  der  im  (kmtruni  von  s  vor- 
mdene  Woiili  l\,  das  ariümietischt» 
iltpl  air  dt*ij<'iiiij;en  Wcrlho  soin, 
elclic  li  auf  .V  bi'silzl; 


1,^) 


iL  -  OT(f4) 


«raus  folgt,  dass  cnlitrdcr  die  auf  .«  vorliandenen  t/'s  siimmtlich 
;  Tj,  sind,  öJcj-  rttcr,  das.s  unler  jenen  auf  v  vorliandenen  U's  solche 
»h  vorfinden,  die  <  11^,,  mul  gleiclizeilig  aueh  solelie,  die  >  U^, 
nd.  Die  fnlr  MCiglichkcil  ist  aligescIinilLon  durcli  die  Fonnel  («.) 
erzufolge  der  auf  .f  liegende  Punkl  f/  niil  einem  Werihe  T',^  hehaflel 
l,  der  nicht  =  i'^  ist|.  ICs  l)ieit)L  also  nur  die  zuritt'  Mügliehkeil 
>rig;  und  wir  gelangen  daher  zu  der  Gewisslicil,  dass  unter  den 
if «  vorhandenen  U's  solche  vorhamh'u  sind,  die  •<  f/,,,  und  ghrich- 
Mlig  auch  solche,  die  >■  U^.  sind.  Jcuer  im  Punkte  p  vorhandcue 
^erth  Lp  kann  also  nicht  der  giüitslc  von  all'  denjenigen  Werlhen 
tio,  die  U  in  Ersireckung  des  Gebietes  3  besitzt.  Dieser  Salz  aber 
inn,  weil  der  Punkt  //  innerhalb  J  In'iivhitj  gowUhll  war,  von  Neuem 
iederhoh  wertlen  für  jedweden  itttiieren  Punkt  />,  falls  nur  dersellie 
Jerum  iitnerhalh  j  liegt;  sodass  man  also  sagen  kann: 

Der  tjfosstc  Werth,  den  U  in  Ei"streckung  des  Cichieles 

iy.)         3    besitzt,    ist    in   einem    Punkte    innerhalb   3   niemals 
anzulrelVen. 

ich  wird  derselbe  nur  an  der  Grenze  von  3,  d.  i.  nur  auf  a  anzu- 
fen  sein.     Analoges  ergitdil  sich  olTenhar  für  den  kleiniiten  Wcrlh. 
^iermil  ist  die  Diftcuasion  dn  IL   Ftdln  ln'cvdrl. 


•}  In  der  vorstdiL-ndon  Figur  ist  d\ff!ir»ze  ih's  betrachteten  Gebictcx  3,  d.  i.  die 
üirvc  oder  Flache  a,  schrnffirl. 

*9* 
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C.  Neimaäjj, 


Wir  können  schliesslich  die  Resuilale  bei  BelracliUing  des  I.  uimI 
II.  FiilU's  zusammenfassen,  indem  wir  uns  folgendermasseo  ausdrücken: 

Erster  Satz,  —  hl  U  eine  Fuudameulalfuncfion  des  Gebietes  3, 
so  wird  der  (j r  ö ssle  Wcrlh ,  den  U  in  Erstreckunfi  von  3  ^'''^« 
««//•/•  allen  l'tnsländen  —  einerlei  ob  U  in  Erstreckuntj  von  3-  comtt 
oder  inconstant  ist  —  auf  der  Grenze  von  3  {d-  i.  auf  o)  anzutrffl 
sein.  Und  isl  imbesondere  ü  in  Ersireckung  von  3  inconstaul,  ,w 
wird  jener  yrosste  Werth  nur  auf  der  Gretize  von  3  (''-  «-  «"'"  "w/  "1 
iinzulre/fen  sein. 

Genau  dasselbe  tfili  vom  hlciu.sien    Werlhe. 

üclraclilel  man  also  dio  Wcrlhc,  welche  eine  solche  Fiinclir 
V  auf  der  Grenze  von  %  d.  i.  auf  a  besilzl,  und  bezeichnet  niau^ 
dtn  kleinsten  und  gnissten  dieser  auf  n  vorhandenen  Werlhe  reg 
mit  H  und  G,  so  wn-jlru  die  Werlhe,  welche  V  innerhalb  3  be- 
silzl, ebenfalls  sairuullich  zwischen  K  und  G  liegen,  also  z.  R.  m- 
staut  sein,  falls  K  z^   G  isl.     Somit  ergiebl  sich  folgender 

Zweiter  Satz.  —  Ist  V  eine  Fnndamenialfnuction  des  Gehiete»  y 
und  setzt  man  vnruns,  dtiss  U  auf  tler  Grenze  von  3  (''•  '•  ""/  <»| 
constant  ist,  so  wird  IJ  in  ErstrevUmuj  von  3  all eulhalhen  cot 
slanl  sein. 

Hieraus  folgl  sofort,  dass  eine  Fiindanienlalfunclion  des  Gebiet<s 
3  durth  blosse  Anual)e  ihrer  auf  der  Grenze  von  3  (d.  i.  auf  <i)  V( 
lianch'uen  Werthe  vollsliintHj;  bestimmt  ist.  Denn  exislirlen  TVi^^ 
solchi?  Fimclionen  r  und  U\  heide  mit  denselben  Werlhen  auf  n.  >*' 
wurde  olfenbar  die  Dillerenz  l'  —  l'  eine  Fimdamentalfitnclion  tl''> 
Gebietes  3  ^^^^^  die  auf  *i  Überall  =  0  isl.  Zufolge  des  vorlier- 
gehenden  Satzes  würde  daher  diese  Differenz  U  —  V  den  Wef 
0  haben  in  ganzer  ErstrecUung  von  3-  —  Q-  ^-  </• 

Es  ergiebl  sicli  somit  folgender 

Dritter    Satz.    —    Kiuc    Fundamentalfunctiou    des    Gebietes 
volhtiindhj   heslimml   durch   blosse  Atignln'   ihrer  auf  der  Grcn:f 
3  ((i.  1.   auf  (i)  vorhandenen    Werthe. 

Nach    t^onstatirung  dieses  Salzes   entstelil   von    selber  die  Au 
gabcy  eine  Fundamenlalfunclion  U   des  Gebietes  3  vvirklich  zu 
stniiren,  falls  ihre  Werthe  an  der  Grenze  von  3  (d.  i.  auf  o)  io 
liehiger  jedoch  stetiger  Weise  vorgeschrieben  sind.      Ich  werde  di« 
Aiifüabc  das  innere  Prnhiem  nennen,  und  jene  gesuchte  Function 
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k'eg  als  die  den  vorfifsi-hriebencn  (irenzwcrfheit  ent.spri'vlwndc 
'mdanu'utalfunclion  des  Gebietes  3  tjezok'hnen.  —  Dabei  liandutt  es 
ich  nanientlich  um  die  Frage,  ob  eine  derartige  Function  stets  cxhtirt, 
Bne  Frage,  die  man  früher,  aiil'  Grund  des  bmchki' nchen  Princips^ 
hno  Weiteres  zu  bejahen  gevvühnt  war. 


k 


§2. 


Die  Fundamentalftinotioneii  des  von  einer  gesctüossenen  Curve  oder 

II  Fläche  o  begrenzten  äusseren  Gebietes  91. 

Das  in  der  Ebene  oder  im  Räume  gegebene  Gebiet  *JI  [vgl. 
ea  Anfang  des  vorlicrgehendei»  §.]  ist  innerlich  von  der  geschlossenen 
urve  oder  Fläche  a  begrenzt^  und  erslreckt  sich  nach  Aussen  rings- 
01  ins  Unendliche.  Dieses  Gebiet  VH  ist  also  nach  Aussen  unbegrenzl, 
nil  besitzt  mithin  überhaupt  nur  eine  Grenze,  welche  dargestellt 
äl  ilurcli  jene  Curve  oder  Flüclie  a. 

Defioition.  —  W/r  wollen  unter'  einer  Fn  n  da m  e n t a t f'u itcti o  u 
iei  Gebieten  '^i  jede  Fnntiion  f/ =  U{x,  y)  renp.  U=  U{x,  tf,  z) 
^rüelum^  welche  (ahjendcn  vier  liedintjumjen  enttiprieht. 

H.)  ....     In  Erstreck titif)  vt/n  %  soll  V eindeufuj  und  stelitf  sein. 

(2.)  ....  Innerhalb  *Jl  sollen  die  ersten  und  zweiten  Ableitunffen 
von  ü  nach  x,  ij,  resp.  uaeh  r,  tj.,  i  sletiij  sein,  and 
überdies  snll  innerhalb  ^1   die  Gleiehunij    erfüllt   *(■//»: 

T  -v  +  i-r  =  0  ,      res/;.         -     -f  ^-^  +  -—-:  —  0   . 

(3.)  . .  . .  E.V  ist  (jegeben  injend  eitfe  Kreislinie  oder  hnijelfläehe  s^ , 
welche  die  Curve  oder  l'ltivhe  a  ttmschliessty  und 
voifsliinditj  innerhalb  \^l  lieyt.  Und  es  wird  verlangt^ 
die  Funciiou  U  solle  von  solcher  lieschtiff'enheil  sein.,  dass 
das  aber  alle  Elemente  ds^^  dieser  Kreislinie  oder  Knijel- 
jlächc  s^  ausgedehnte   Intetjrat 


nii 
J  dl 


rfs. 


=  0  sei. 

,.     dif 
hin    , 

Hadiiis. 


Ihdn'i  bezeichnet  r„  den  liadins  von 


mit- 


len  hifferenlialipioiienlen  mich  der  liichluny  des 
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(*.} 


Die  fumiton   L'  soll  in  aihm  unendlich  fvrnvn  hm 


ei»  und  datinvibvu  ^y^rlh,  und  zwar  einen 
endlichen    Werth  haben. 


beut 


imt 


Oder  genaue f  intstfedrüekl :  Denhi  man  aich  um  «nc« 
fe$(en  Piitdit  mit  sehr  grossem  Uadius  R  eine  Krmliiiie 
nder  Kmjclfiüche  S  hcschiicben,  so  sollen  die  IHfjhcnuii 
mmmüicher  Wertfie,  itrlchc  U  ausserhalb  N  /«■>//:/. 
dinrh  Vergrüsscnitiij  lum  R  unter  jeden  beliebigen  KUin- 
hcitsgrad  hinabdrürkbar  sein. 

Auf  eine  so  deiiuirtc  FuDdiimentalfunction  V  des  Gebietes  31 
sind  die  Green  sehen  Stiize  [wie  aus  (1 .),  (2.)  folglj  ainvendluir;  allorilingA 
nicht  mit  Bezug  auf  "31  selber,  wolil  aber  mit  Beziii^  auf  jedes  cuillitlif 
Gebiet,  welches  inil  all*  seinen 
Piinklcn  innerhalb  ''}{  lirgL 
Denkl  man  sich  z.  li.  iri,'end 
eine  Kreislinie  oder  Kiigel- 
flücho  s  conslruirl,  welche 
[ebenso  wie  s^\  vgl  (3.)]  «-li^ 
Curve  oder  Flüche  a  um- 
schlicsal,  und  volistiindig  imiei- 
htilh  V't  liegt,  und  denkt  man 
sich  überdies  eine  Kreislinie 
oder  Kugelflikbe  S  eonstruirl, 
welche  sowohl  i'  wie  auch 
s^  umschliessl"),  so  werden 
zufolge  jener  (jreen'schen  Sülze  die  Formeln  slatllinden 


wo  f^,  r,   li  die  Radien  von  s^,  ,v,   S  vorslellen.     Nach  (3.)  isl  »^^^ 
die   linke   Seite    von    (ä  )  r-    ü.    folglich    auch    die    rechte.     Hierau» 


*)  In  der  boistoheiiden  Fi^ur  i«l  dio  dreuzc  a  des  nach  Aussen  sich  ringüi"»  '"" 
L'ueDdliche  erslreckcndcti  üebieles  %  »vliraflirl  angegeben. 
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folijl  Weiler,   dass  die  linke  Seite  von  (6,)  ebenfalls  ^   0  isl.     Also 
der  Salz: 

ht  ü  eine  Fmuiamenlnll'umiiiin  des  Gdndi's  ','(,  nihI  vi'Mfht  man 
mler  s  injcml  dne.  die  Cttme  ofler  hliivhf  r,  Hmafkliv.sartulv ,  und 
ttMiij  innerhalb  "?(  lieijettdr  AVcjn/ükV  oik'r  Kiujt'lptichf,  so  irini  das 
über  s  ausiii'dehnU'  Inlctital 

/f  ^« 

stels  =1  (i  sein,      liier  bezeichnet  r  den  thtdim  von  s*). 

Conslriiirl  man  ji'tzt  eJüe  zu  s  enneenlrisvhe  \\n  der  Figttr  nieht 
gezeiclmete)  Kreislinie  öder  Kui^elllllL-he  n^,  welche,  ebenso  wie  .v, 
die  Curve  oder  Fkleiie  (i  unischliessl,  und  vollstUndig  inuerfialh  XH  liegt, 
so  ergiebl  sieh,   auf  Grund  der  Green'schen  Siitze,  die  Formel: 

Wü  r  und  r,  die  Radien  von  s  und  .s\  vorsicllcn,  wiihrend  T  =:  lotr  - , 

i  1  f       . 

rcsp.  ■—       ,  und  T,  ^=  log  — ,  resp.  =i--  sein  soll.    Deingeiiiciss  sind 

r  )\  }  ^ 

T  lind  -  ;  auf  Ä  vonstiinl,  ebenso  T,  und  ^^^7^  auf  .v^.     Die  Formel  (8.) 


dr 


kann  daher  auch  so  geschrieben  werden 


T  i     -    ds  —   ,      l  Uds  =  T    f  -—  ds, —'  /  Uds,   . 

J   dr  a r  J  '  </  «r,       '         d t\  ,f 

oder,  weil  die  hier  in  T  und  T,  multi[ilicirlen  Inlegrüle  [zufolge  des 
Salzes  (".)]  =  0  sind,  aurh  so: 

dT   /•  ,^         f/r,   f,^  , 

i  \ 

'lud  (lt(.'se  Formel  endlich  kann,  weil  T  =z  log      ,  resp.  =  -,  mithin 

r  } 

ilT  \  i  dT 

^  ~  —   -.  ,  resp.  =^  —   ^  ist,   und  Analoges  von  -r— ^  gilt,   auch 

^  geschrieben  werden : 

fUds  _fUds^ 


(9.) 


'iirr 


2/rr,  '  '•'^^I''  4.rr• 


4  7rrJ 


*)  Man  iihersiehl  sofort,  iliiss  dieser  Salz  iuicfv  tl-mn  tiocli  fioltiMi  wird,  weim 
"'"n  unter  s  eine  flrin:;  belifbiijr  geschlus-sfine  Curve  urlor  Hürlie  vcr*li!lil  ,  TaHs  nur 
'''•'Jelbe  die  Curve    oder  Fliiclie  o  ucuscliliessl  \md  völlig  ittncrholb  "H  liegt.      Stall 

7~  isl  alsdann  -r-  zu  siibstituiren ,   wo  n  dio  Nfirmate  von  s  vorstellt.  —  l'-ine  solche 
"'■  dn 

Ausiiehoung  des  Satzes  ist  aber  einstweilen  Tür  unsere  Zwecke  nicht  erforderlich. 
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Demgcniciss  gelangt  man,  unter  Anwendung  des  schon  vorhin  eia- 
gefuhrten  Zeichens  ^,  zu  folgendem  Satze: 

Ist  U  eine  Fundamentalfunction  des  Gebietes  %   und  sind  fener 
8  und  8^  irgend  zwei  concentrische  Kreislinien  oder  Krmsfldchen^  welck^ 
die  Curve  oder  Fläche  a  umschliessen^  und  vollständig  innerhal b 
Qt  liegen^  so  wird  stets 

00.)  mUs)  =  mUs,) 

sein.  D.  h.  es  mrd  alsdann  das  arithmetische  Mittel  der  auf  s  voi~— 
handenen  Werthe  U  stets  eben  so  gross  sein,  wie  das  arithmetische  MiUff'  J- 
der  auf  «,  liegenden   Werthe  U. 

Nach  (4.)  hat  U  für  alle  unendlich  fernen  Punkte  ein  und  den.  — 
selben  WtiTih.    Bezeichnet  man  denselben  mit  F,  und  lässt  man  jet^=-t 
in   der  Formel  (10.)   den  Radius  der  Kreislinie   oder  Kugelfläche  ^=, 
ins   Unendliche  wachsen,    so    nimmt   jene    Formel    die   Gestalt  ao 
m{U,)  =   r.     Also  der  Satz: 

Bezeichnet  U  eine  Fundamentalfunction  des  Gebietes  ^,  femer  f 
ihren  Werth  im  Unendlichen  [vgl.  (4.)] ,  und  denkt  man  sich  irgen^^ 
eine  Kreislinie  oder  Kugelßäche  s  construirt,  welche  die  Curve  ode  i 
Fläche  a  umschliesst,  und  vollständig  innerhalb  91  liegty  so  wird 

(H.)  mus)  =  r 

sein.  D.  h.  das  arithmetische  Mittel  der  auf  s  befindlichen  Werthe  MJ 
wird  stets  =   f  sein. 

Es  sei  nun  U  irgend  eine  Fundamentalfunction  des  Gebietes  QT 
Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  diese  Function  näher  zu  untersuche«, 
und  namentlich  diejenigen  Punkte  des  Gebietes  91  zu  entdecken,  i*^ 
denen  sie  am  Grössten  und  Kleinsten  ist.  Offenbar  sind  nur  zW^^* 
Fälle  möglich: 

/,  Fall:  U  ist  in  Erstreckung  von  91  constant.  Alsdann  \vi<*" 
der  grösste  Werth,  den  U  in  Erstreckung  von  91  besitzt,  in  jedwed^*^^ 
Punkte  dieses  Gebietes  anzutreffen  sein ;  ebenso  der  kleinste. 

II.  Fall:    U  ist   in  Erstreckung   von  91  inconstant.      In    dies^^**' 
Falle  kann  man,  was  den  grösslen  Werth  von  U  in  Erstreckung  d^ 
Gebietes  91  betrifft,  genau  ebenso  verfahren,  wie  im  vorhergehender»  ^ 
[bei   der  Discussion  des    damaligen  II.  Falles;    pag.  18],  und  gclao^* 
auf  diese  Weise  zu  dem  Resultat,  dass  jener  grösste  Werth  in  keine/» 


Über  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels. 
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klc    (Nun halb  VH    anzulrcÜ'en    ist,    üder^  genauer    ausgtxJrUckl,    zu 
)  llesultat, 


(«.) 


(lass  jener  tß^önsiv  Wtrth  iti  keinem  endlichen  Punkte 
'mnerhidb  %  anziürclTen  ist, 


es  könnte  vielleichl  der  in  einem  Innern  Punkte  p  vorhandene 
rlh  V^  gegen  jenen  grüssicn  Weith  cünvcrtiiren,  sobald  man  den 
kt  ji    auf   irtjcud    welchem  Wege   ins  UuctuUifhe   .^ehcn  lüssl.   — 

auf  diese  Frage  naher  einzugehen,  conslruire  man  eine  sehr 
«e  Kreislinie  oder  Kugelflliche  s,,  der  Art,  dass  sie  die  gegebene 
i^e  oiler  Fläche  r,  umtichfiessf,  und  vollstfindig  itiHcrhaih  %  liegt, 
lann  niuss  l  aitnanhalb  s^  infonstant  sein.  [Denn  wäre  es  autiser- 
»  »,  constant,  so  würde  diese  Constanz,  nach  einem  bekannten 
:e*),  sich  ausdehnen  über  Äcif"//<m//u7/f' Punkte  des  üebieles  "Jl;  was 
i  Charakter  des  hier  betrachleu  II.  Falles  widerspricht].  Da  nun  also 
Function  U  amserhaib  s^  ineonslanl  ist,  so  wird  sie  daselbst  z.  It. 
it  überall  =  f  sein  können,  wo  P  den  Werth  der  Function 
im  Unendlichen  vorstellen  soll 
.  (4.)].    Demgemiiss  muss  fiufiscr- 

8^  irgend  ein  Punkt  tj  angcbl)ar 
,   in  welchem    die    Function    Ü 

r  verschieden  ist: 


\ 


iß-)     i',  +  r . 


man  nun  durch  diesen  Punkt  q 
!  neue  Kreislinie  uder  Kugel- 
be «,  concentrisch  zu  «, ,  so 
B  [nach  Satz  lll.)]  das  arilh- 
ische  Mittel  der  auf«  vorhandenen  Wcrthe  von  U  identisch  mit  V  sein: 


(D 


mus)  ■ 


raus  folgt,  dass  enlweder  die  auf  »  vorhandenen  V'ti  sämmlUch 
r  sind,  oder  aber,  dass  unter  jenen  auf  «  vorhandenen  U's  solche 
I  vorlinden,  die  <T  T,  und  gleichzeitig  auch  solche,  die  >  f  sind. 
ersie  Mr>glichk('il  ist  alicr  aligeschnitten  durch  die  Formel  (,1), 
iTufolge    der   auf  .v   liegende    Punkt   t]   mit   einem  Werthc  V^  bo- 


Es  ist  hier  wieder  der  schon  auf  pag.   18  benulzle  Hauss'sche  Satz  gcmeini. 
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haTU'l  ist,  der  nicht  =  r  ist].  Es  bleibt  also  nur  dio  ztrcUc  .Mi)!{- 
iiitikeil  Ubrii;;  und  wir  gelangen  somit  zu  der  Gewisslieil,  da»s 
unter  den  auf  «  >orhundencn  Ts  solche  vuihundcn  sind,  die  <  r. 
und  gleichzeitig^  auch  solche,  ilie  >■  P  sind.  Jener  im  Unendliiheii 
vorhandene  Wertb  f  kann  also  nicht  der  grngste  von  all*  denjenii-oii 
Wcrlhen  sein,  die  V  in  Krslreckung  des  Gebietes  "?(  besitzt.  Hier- 
durch aber  gewinnt  der  in  («.)  ausgesprochene  Salz  folgende  Fasjimi;: 


(«J.) 


Der  grösste  Werlh,    den    L   in  Hrslreckung  \on  '3 
besitzt,   ist  in   einem  Punkte    mnerhalb   *Jl,    rua;:   m 
derselbe    im  Endlichen   oder   im  Unendlichen  muliicll 
werden,  niemals  anzutrelfen. 


I 

'!•    I 

.1 


Folglich  wird  jener  grösste  Werlh  nur  (in  der  Grenze  von  '■}[,  alü» 
nur  auf  o  anziitreflen  sein.  Analoges  ergiebl  sich  otTenbar  für  tku 
kleinsten  Werlh.      Hiermit  igt  die  Dixcnssion  des  II.    Falles  beendet. 

Schliesslich    können    wir    die   Resultate    bei   Betrachtung  des 
und  IL  Falles  [lias  Resultat  des   II.  Fiilles  ist  in  (d.)  ausgesproehenl. 
zusammenfassen,  und  gelangen  so  zu  folgendem  Satz: 

Erster  Satz.    —    ht  V  irgend  eine   Fuudamcnliilj'nnrliou  dn  C>\ 
bielcs  ^Jl,  so  wird  der  grösste    Werlh.  den   i'  in   Erslreekung  von  *}l  '"• 
sitzt  y  unter   allen   (Jtnsländen  —  einerlei   ob  V  im    Gebiete    ?l   nmM 
oder  ineonslanl   ist  —   an  dir  Grenze   von  "^l  ((/.  i.  auf  a)  anzutnft 
sein.      Und  ist  insbesondere  V  in   Erstreckung  von  51   inconstanl 
wird  jener   yrimte    Werlh    nur    nitf  der    ijrnannten   Grenze  (d.  i.  m 
auf  a)  anztitreß'eu  sein. 

Genau   dasselbe  gilt   eam   kh-nislrn    Werthe 

Auf  Grund  dieses  Salzes  ergehen  sich  nun  jgenau  ebenso  wie  l'rillier 
beim  Gebiete  ^  ;  vergl.  pag.  20]  zwei  weitere  Slitze.    Dieselben  lauieii:     , 

Zweiter  Satz,  —   Ist  IJ  eine  Fmulamentalfunetion  des  Gebidif  4H 
ntid    seilt    mau    eorans ,    dass    ü   tiuf   der  Grenze   von  *}[  {d.  i.  ««f  "* 
constant   ist,   so   wird   V  in  Erstreckung   von  ^  allenthalben  coi 
slanl  sein. 

Dritter    Satz.     -       Eine    Fintdafitenlalfanrlion    des    Gebieten  ?l 
vollständig    brsti/itntt    diath    blosse   Angabe    ihre) 
%  {d.    i.   auf  fj)  eoihandeiini    Werlbe. 

Es  enlslehl  dabei  die  Aufgiihe.  (iine  Fundamentalfunction  i  i 
Gebietes  ^Jl  \virklieh  zu  <'oustruiren,   falls  ihre  Werthe  an  der  Cri 


auf  der  Grenzt'  ••< 


»7] 
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vo  n  *?l  (d.  i.  Hill"  «)  ii»  brfifbiifei\  jedoch  stetiger  Woiso  voi-j^'oschrioluMi 
sind.  Il'Ii  WL'rdf  dioso  Aiifijjalio  das  äusm're  Problem  uetitieii,  und 
jt*oe  gesuchte  Funclion  kurzweg  als  dir  den  Vftrijesvhrii'bmnt  (irntz- 
u^cTlhvn  cntsprcchvudi'  FHndümctilttlfundioit  des  (ifbictcs  '}[  he- 
zeidmufi.  —  Ks  handelt  sith  dabei  namonlhrh  um  die  Frag«-,  ol> 
uiiio  derartiiro  Fnncltoii  .sleLs  cxislirt. 


§  3. 
Definition  der  Potentiale  W,  w.     Berechnung  von  w. 

Auf  dei"  geirobi'iien  ge.SLhlossenc'n  Üurve  udor  Fltit'ftp  a  soien 
iri5cnd  welche  Wertlie  /'  in  bcslinunler  Weise  vorgcscliriebeo. 
I^onkt  man  sich  nun  iiijendwo  in  der  Ebene  resjh  im  litmnif  einen 
l*iinkl  X  inarkirl,  und  die  Abstünde  dieses  Punktes  vo»  den  einzelnen 
HII«'jnenten  da  Jener  Curvo  oder  Flliclie  a  ntil  E  bezeichnet,  so  re- 
[>rilsentirt  der  Ausdruck 

,,=/(,„,  1) /■,/„.    ,0,,,.    V^^fp 
{in  der  Ebene)  (im  Räume) 

itcisjeniije  Potential^  welches  auf  x  ausgeübt  wird  von  einer  auf  a 
ausgebreiteten  nialei'ieilen  lirh'ijiouj  von  der  lUfldifjkcit  f.  Dabei 
f^fli'gl  insbesondere  der  Ausdruck  links  als  Ltnjarithtuisehes ,  der 
roclils  als  Ncietouaches  l'ulenlial  bezeichnet  zu  werden.     Diese  beiden 

Polenttale,  welche,  unter  Anwendung  der  schon  tuehrfaeh  gebrauchten 

1  t      . 

Bezeichnungsvveise  T  =^  \oi^  -, ,    resp.  =  r,  ,   in  die  geiueiuschartliche 

Form : 


V^=jTfdi 


versetzbar,  und  vielfach  untersucht  sind,  sollen  hier  nicht  weiter  be- 
sprochen werden. 

Von  besonderer  Wichligkell  hingegen  für  unsere  Zwecke  ist 
'^«^rjcQige  Ausdruck,  welcher  aus  V'^  sich  ergiebl,  sobald  man  tla- 
^Ibst  das  T  durch  -;-  ersetzt,  wo  i'  die  intiere  Normale  der  Curvc 
oder  Flüche  o  vorstellen  soll.     Der  so  entstehende  Ausdruck: 

•dT 


W. 


-i  -r-  [da 
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pflegt  ebenfalls  als  ein  auf  den  Punkt  x  ausgeübtes  Potential  be- 
zeichnet zu  werden,  und  zwar  als  das  Potential  einer  auf  a  ausge- 
breiteten materiellen  Doppettelegung  vom  Momente  f. 

Bei  der  genauem  Untersuchung  dieses  Potentials  W^  wird  es 
zweckmässig  sein,  das  f  durch  t^  zu  ersetzen,  wo  A  wiederum  die 
schon  früher  eingeführte  Zahl  sein  soll,  die  in  der  Ebene  =  1,  im 
Räume  =  2  ist.  [Vgl.  die  Note  pag.  17.]  Der  so  entstehende 
Ausdruck : 

kann  übrigens,  wie  man  leicht  erkennt,  auch  in  folgende  Form  ver- 
setzt werden: 

'*cos  d 


wo  d  den  Winkel  vorstellt,  unter  welchem  die  Entfernung  £" 
{da  9-*-  w)  gegen  die  auf  da  errichtete  innere  Normale  p  geneigt  ist- 
Bezeichnet  man  die  scheinbare  Grösse  des  Elementes  da  für  einen 
in  X  befindlichen  Beobachter  mit  ±{da)g^  und  zwar  mit  +('''')* 
oder  —  (rfo)a,,  je  nachdem  der  Beobachter  die  innere  oder  äussere 
Seite  des  Elementes  da  vor  Augen  hat*),  so  kann  das  Potential  W, 
schliesslich  auch  so  dargestellt  werden: 

<'"■'  "''= Ali //'"'''''  ■ 

Denn  es  ist: 

/a  \  ^^    I  COS  <5    .  .  .    - 

wie  sich  solches  durch  einfache  Betrachtungen  leicht  ergiebt. 

Für  den  speciellen  Fall :  /"  =  1  mag  das  Potential  W,  mit  «t 
bezeichnet  werden.  Alsdann  hat  man  die  mit  (1.),  (1a.),  (Ib) 
analogen  Formeln: 

(3.)  w~  =  T —  I  -j-  da  , 

^        hTi  J  dv 

(3a.)  u^^=-.J^^da  , 

*)  Die  innere  Normale  dos  Elementes  da  ist  die  in  das  Gebiet  3  hineinlaufende. 
Und  ebenso  ist  die  innere  Seite  von  da  diejenige,  die  dem  Gebiet  ^  sagewendü  ist- 
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Es  handelt  sich  nun  darum,  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Potentiale  W^,  «»j.,  ihre  Sieligkeil  resp.  Unsleligkeit,  ihr  Verhallen  in 
de^n  unendlich  fernen  Ihmklen,  u.  s.  «'.,  näher  zu  untersuchen. 

Wir  stellen  uns  zuvörderst  die  Aufgabe,  das  in  (3b.)  enthaltene 
fnCegral 


/< 


ur'i'9'klich  zu  berechnen  in  der  Ebene  fttr  irgend  eine  geschlossene 
CuiTve  o,  z.  B.  für  diejenige  Curve  a,  welche  weiter  unten  gezeichnet 
is>&.  Dabei  sind  drei  Falle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  der 
Puinkt  X  ausserhalb  a,  oder  innerhalb  o,  oder  endlich  auf  a  gelegen  ist. 
ßc? findet  sich  x  ausserhalb  a,  so  ergiebt  sich  sofort,  falls  man  nur  die 
g<3ometrische  Bedeutung- des  {da)^  im  Auge  behält,  die  Formel: 


{A.}  l{do)j;  =  0  ,        {x  ausserhalb  a)  . 


Liegt  ferner  x  innerhalb  o,  so  ergiebt  sich  mit  gleicher  Leichtig- 
keit, ebenfalls  auf  Grund  der  geometrischen  Bedeutung  von  (rfo)^,  die 
Formel : 

{B.)  I{da)^  =  'i7c  ,       (iE  innerhalb  ff)  . 

Liegt  endlich  x  auf  der  Curve 
0,  z.  B.  in  der  Ecke  «,  so  thut  man 
gn  t ,  das  in  Rede  stehende  Inte- 
gral /(do)^  oder  vielmehr /((/o), 
niclit  sofort  über  die  ganze  Curve  o, 
soödem  zuerst  nur  über  den  mit 
(t-^y  bezeichneten  Theil  derselben 
auszudehnen.    Man  erhält  alsdann, 

wiederum   auf  Grund   der   geometrischen  Bedeutung  von  (da),,   die 

Formel : 

/(rfff),  =  T    , 

WOt  den  Winkel  usy  repräsenlirt,  während  der  Index  aßy  andeuten 
soll,  dass  die  Integralion  nur  über  den  Curventheil  aßy  ausgedehnt 
zu  denken  ist.  Lässt  man  aber  jetzt  in  dieser  Formel  den  Curven- 
theil aßy  iiäch  beiden  Seiten  hin  mehr  und  mehr  wachsen,  nämlich  a 
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nach  «,  und  y  ebenfalls  nach  s  rücken,  so  gewinnt  die  Formel  fol- 
gende Gestalt: 

wo  die  Integration  jetzt  über  die  qame  Curve  a  sich  ausdehnt,  und 
T,  den  Innenwinkel  der  Curve  im  Punkte  s  bezeichnet.  Dieser 
Innenwinkel  t,  hat  zu  Schenkeln  die  beiden  Tangenten  der  Curve 
im  Punkte  ».  —  In  ganz  analoger  Weise  kann  man  den  Fall  be- 
handeln, dass  der  Punkt  x  auf  der  Curve  an  irgend  welcher  andertt 
Stelle,  z.  B.  in  s^  liegt  [vgl.  die  Figur].     IVlan  erhält  alsdann 


{C^.)  f{da)s^  =Ts^  =  7t 


wo  rs^  den  Innenwinkel  der  Curve  im  Punkte  s,  vorstellt.  Dieser 
Innenwinkel  t«,  ist  aber  offenbar  =:  jt,  weil  der  Punkt  »^  kein  Eck- 
punkt der  Curve  ist,  vielmehr  an  einer  Stelle  liegt,  wo  die  Cui've 
einer  stetigen  Biegung  sich  erfreut,  [vergl.  die  Figur]. 

Wir  wollen  nun  weiterhin  jeden  Punkt  der  Ebene,  je  naclid^''^ 
derselbe  ausserhalb,  auf,  oder  innerhalb  a  liegt,  mit  a,  s  oder  f  1><^- 
zeichnen.  Und  überdies  wollen  wir  den  Innenwinkel  der  Cuivc^  *^ 
in   irgend    einem  Punkte  s   mit  7t(1  —  »'>,)  bezeichnen,   also  setzten: 

etc. 

Alsdann  gelangt  man,    auf  Gnmd  der  Formeln  (A.),  {B.),  (C),  (^,'' 
zu  folgendem  Satz: 

Ist  in  der  Ebene  eine  geschlossene  fAtrve  o  von  beliebiger  Gcslall 
gegeben  [die  also  z.  B.  auch  mit  Ecken  behaftet  sein  kann],  und  be- 
zeichnet man  jedweden  Punkt  x  der  Ebene  mit  a,  s  odei'  t,  jenachlf^ 
derselbe  ausserhalb  a,  auf  a,  oder  innerhalb  a  liegt,  so  gellfn 
die  Formeln: 


J(da)a 


0, 
(4.)  Jlda),==7t{i-»,), 

f{da)i  ==^7t, 
wo  n(\  —  />,)  den  Innenwinkel  der  Curve  a  im  Punkte  s  bezeichnet- 


Über  die  Methode  des  arithmetiscben  Mittels.  735 

Hieraus  ergeben  sich  für  die  Function  w^  (36.),  falls  man  nur 
htet,  dass  die  Zahl  h  in  der  Ebene  =  \  sein  soll,  folgende 
hbestinimungen  : 

Wa  =  -f{da)a  =  0  , 
(5.)  «,,  =  ^/(rfa),-=i  -^,  , 

Erste  Bemerkung.  —  Der  Innenwinkel  r,  der  Curve  a  im  Punkte  * 
ist  stets  ==  7t ,  ausser  wenn  s  in  einer  Ecke  der  Curve  liegt.  Zufolge 
der  in  (D.)  für  d'g  gegebenen  Definition  : 

wird  daher  d-g  stets  =  0  sein,  ausser  wenn  s  in  einer  Ecke  der  Curve  liegt. 

Zweite  Bemerkung.  —  Der  Innenwinkel  r,  liegt  seiner  Natur  nach 
unter  allen  Umständen  zwischen  0  und  i/c : 

Und  diese  Formel  ist,    sobald  man  voraussetzt,    dass  die  Curve  keine 
Spitzen  haben  soll,  noch  weiter  verschärfbar,  nämlich  ersetzbar  durcii 

0  <  r,  <  27r  . 
Demgemäss  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (a.): 

0  <  i  —  ^x  <  2  , 
oder^  was  dasselbe  ist : 

Die  Grösse  O-g  ist  somit  ein  positiver  oder  negativer  ächter  Bruch. 

Dritte  Bemerkung.  —  Wir  wollen  jetzt  insbesondere  annehmen,  die 
Curve  a  sei  überall  convex,  indem  wir  dabei  unter  einer  überall  convexen 
Curve  auch  eine  solche  verstehen,  die  (wie  z,  B.  die  Peripherie  eines 
Kreissectors)  zumTheil  aus  geraden  Linien  besteht,  oder  auch  eine  solche, 
die  (wie  z.  B.  die  Peripherie  eines  Quadrates)  aus  lauter  geraden  Linien 
besteht.  Für  eine  solche  überall  convexe  Curve  a  wird  offenbar  der 
ti^end  einem  Punkte  s  entsprechende  Innenwinkel  Tg  stets  zwischen  0  und 
7C  liegen : 

0  ^  Tj  ^  TT  . 

Diese  Formel   ist,    sobald  man  wiederum  voraussetzt,    dass  die  Curve 
keine  Spitzen  besitzt,  weiter  verschärfbar,  nämlich  ersetzbar  durch  : 

0  <  Tj  S  7r  . 
Substituirt  man  hier  für  Tg  den  Werth  (a.),  so  folgt: 

oder,  was  dasselbe  ist: 
{'/■)  0^^g<\  . 

Für  eine  überall  convexe  Curve  ist  somit  -d-g  ein  positiver  ächter 
Bruch. 
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Anal(^e  Resultate  ei^eben  sich  offenbar  im  Bauwu  för  ein 
geschiosaene  Fläche  a .  In  der  That  wird  man  alsdann,  an  Stelle  tit 
Formeln  (i.),  folgende  Fonneln  erhalten: 

(6)  fida\  =  iTrH-a,)  , 

f{da)i  =  irr, 

und  an  Stelle  der  Formeln  (5.)  folgende: 

(7.)  tv,=  ±  f{da),^i  -^,  , 

Dabei  ist  der  räumliche  (vulgo:  körperliche)  hnenwinkel  t,  An 
gegebenen  Fläche  a  im  Punkte  «  durch  2;r(1  —  &,)  bezeichnet. 
Dieser  räumliche  Innenwinkel  hat  zu  seiner  Begrenzung  die  Gesamnit- 
heit  der  im  Punkte  »  an  die  Fläche  o  gelegten  Tangentialebenen.  Leber 
die  in  dieser  Weise  definirte  Grösse  %}■,  sind  nun  folgende  Be- 
merkungen zu  machen,  analog  mit  denen  auf  p.  31. 

Erste  Bemerkung.  —  Es  ist,  wie  soeben  Teslgesetzt  wurde : 
(«.)  r,  =  27r(1  -^,)  . 

Und  liicraus  ergiebl  sich,  dass  die  Grösse  xhj  stets  =  0  ist,  ausser  ictnn 
der  Punkt  s  in  einer  Ecke  oder  Kante  der  Fläche  a  liegt. 

Zweite  Bemerkung.  —  Die  Grösse  0-^  entspricht  der  Formel : 
(/?.)  -  <  <  ^,  <  4-  <  . 

Dritte  Bemerkung.  —  Ist  insbesondere  die  gegebene  Fläche  ff  ei"'' 
überall  convexe  [wobei  unler  diesem  Namen  auch  solche  Flächen  mit  «"'i' 
begriffen  sein  sollen ,  die  zum  Theil  ebenflächig  sind],  so  cnlspricbt  9, 
der  Formel : 
i7)  0  ^  ^,  <  4  . 

Man  kann  schliesslich  die  Formelsyslerae  (5.)  und  (7.)  z"' 
sammonfassen,  indem  man  sich  folgendcmiassen  ausdrückt: 

hl  in  der  Ebene  oder  im  Räume  irgend  eine  geschlossene  Cufv^ 
oder  Mäche  o  gegeben  [die  z.  B.  mit  Ecken  resp.  mit  Ecken  und 
KtinUm  behaftet  sein  kann],   und  bezeichnet  man  jedweden  Punkt,  / 
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nachdem    derselbe   ausserhalb    a,    auf  o,    oder  innerhalb    a  liegly 
mil  «,  «  oder  t,  so  gellen  die  Formeln: 


fro     A  =   1    re«p.    =    2   ist,     und    wo    h7i{\  — xf,)    den    ebenen 

IvM-nenwinkel  der   Curve   a  im  Punkte  «,    resp.   den  räumlichen 

Innenwinkel   der  Fläche  a  im  Punkte  s  vorstellt.      Man  kann  etwa 

diese  Grösse  hn{\  — //,)   kurzweg  das  innere    Winkelmaass  der 

Curve  oder  Fläche  a  im  Punkte  s  nennen. 

Dabei  ist  zu  beachten^  dass  die  Grösse  i>,  stets 
(9.)  =  0 

ist,  ausser  wenn  der  Punkt  s  in  einer  Ecke  der  Curve  a,  resp.  in 
einer  Ecke  oder  Kante  der  Fläche  a  liegt;  —  und  femer  zu  be- 
achten., dass  &,  stets  der  Formel  entspricht: 

(10.)  —  4  S^,  S+  <  • 

ki    insbesondei'e   die  Curve   oder  Fläche  a   eine  überall  convexe^ 
so    tritt  an  Stelle  des  Spielraumes  (10.)  der  engere  Spielraum: 

(11.)  os^,  :§<  . 

Oabei    sind   unter   überall    convexen   Curven    oder    Flächen    auch 
solche  verstanden^  die  zum  Theil  geradlinig  resp.  ebenßächig  sind. 

Die  Formeln  (10.),  (11.)  ergeben  sich  unmittelbar  aus  den  Be- 
merkungen pag.  31   und  32.     Setzt  man  voraus,  dass  die  gegebene 
Curve   oder  Fläche  a  frei   von  Spitzen^    resp.    frei   von  Spitzen  und 
Schneiden  ist,   so  sind   diese  Formein,  wie  aus  jenen  Bemerkungen 
folgt,  noch  weiter  verscharfbar,  nämlich  ersetzbar  durch: 

(<0a.)  _i  <^^<4-i   , 

respective  durch: 

(IIa.)  0^^^,<1  . 

Uebrigens  wird  im  ganzen  Verlauf  der  gegenwärtigen  Abhand- 
lung nur  von  den  Formeln  (10.),  (11.)  Gebrauch  gemacht  werden. 
Eine  Ausnahme  macht  allein  der  §  6  a.  In  diesem  nänilich  sind  die 
acuten  Formeln  (10a.),  (IIa.)  erforderlich. 

Abbandl.  d.  K.  Oeselliich.  d.  Wii<8«Bgcli.  XXII.  50 
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Zu    den    soeben    misgesprochenon    aus    der    genmeh'isiln'u  Au- 
schtmuuij   herstamnu'nden    Sätzen    (8.),  (9.),  (10.),  (II.)  resp.  (lOa^ 
(1  I  a.),  mögen  nooh  zwei  weitere  Sätze  liinztigefili;!  worden,  von  denon' 
spliter  riebiaiich  zu  maclien  i>1,    und    die  aus  dersell)en  Quelle  \wj' 
slaniiuen.     Dieselben  lauten  : 

hl   in    tfvr   Elf  cm'    oder    im  liaumc   eine    yeschlnsucne   t'.urve  oder 
Fläche  *T  gctfeheUy   und  setzt  mait: 

M2.)  fda  =  -Z, 

so  ist  I  eine  po.sitivr  endliche  (»onsfanle.     In  der  Tliat  wird 

T  niclits  Anderes  sein,    als  d(>r  Vmfanff  der  gegebenen  Curve,  resp. 

das  Areal  (Coinplanalionsresnltat)  der  gegebenen  FlUelic. 

ftezeivhnel  nuin  ferner  ilcn  ahanhilen   Werlh  roti  ^/o),  mit  al)S((/ß|,^ 
und    selzl    man    das    tfher    die    tjeijchcne    Curve    oder   Flüche   n  um^fA 
dehnle   hdetjrnl 

(13.)  jahsida)j,  =  0,.  . 

und  hezeiehnet  man  den  grössten    Werth ,    den   die  so   defnurtc 

pmitive)  Fuiniion  ft^^  für  lieliehiffe  Laijeu  des  Punhles  r  nnzuuclnnin 
im  Staude  /.v/,  ntil  M,  ko  wird  dieaes  M  eine  der  ijetjeheneu  Cnrvv  »ilrf 
FItirfte  r,  imjehi'tritje  ptmlire  Comianle  ttein^  deren  Werlh  xlcls  ''i*J 
endlicher  ist. 

Bemerkung.  ^  All'  ilicse  SUUe  {%.],  (9.)  ...(13.)  beruhen,  ** 
.schon  nielirfach  Itelon!  ist,  wpsenllicli  nuf  «ler  tjeouietrischen  .\n,irhauu»9 
tintl  sind  d;ili«r  lünsicIiHicIi  ihrt'r  nUiiemeineti  Gültigkeit  anfeclilbiir. 
Ohne  auf  soldie  Üedonken  mich  hier  weiter  ciir/ulas.sen,  will  ich  uuri 
merken,  clasä  die  gennnatcn  Salze  das  wesenUiche  KunÜMiiient  der  narQ 
folsenderi  Unlersnchimycn  ;iiisiiiaiM»ei^  und  ihi-sx  also  ilic  fiiilligkat  äid* 
I'nIcrsHcIniHfje»  u\if  solche  Citrrcn  oder  Flächen  sieh  bexchränkt , 
welche  die  yenannten  Sätse  correct  Hnd. 


Allgemeine  Eigenschaften  des  Potentdala   U". 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  §  das  specielle  Potential  ir,  unU'i- 
sutihl  haben,  wollen  wir  gegenwiirtig  das  idUjemeine  Potential 

[vgl.  (1a.,  b.,  c.)  pag.  2iS|  einer  genaueren  Betrachtung  unlenver 
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Wir  werden  daltpii  schliesslicli  zu  dem  einfachen  Resultate  gelangen, 

«iass  dieses  Polenlial  H^.,  was  seine  Weithe  innerhalb  der  gegol)enen 

Curve  oder  Fläclie  a  betriül,  eine  Fundnnn'ntalfumiion  tlfs  iii'bü'U's  5 

ist,   dass  dasselbe    also   den    in  (I.),    (2.)  pag.    IG    angegebenen  Bo- 

«//ngungen  entspricht.    Und  gleichzeitig  werden  wir  zu  dem  Re.'^nlliili^ 

ifofidirt  werden,  das.'^  dieses  Potential  W^,  was  seine  Werlbe  anasrrfmlh 

a    lielritTt,    eine   Fifttdamcttlalfumtinu    des  GvbieU's  91  ist,  dass  niinilicli 

dasselbe  den  in  (1.),  (2.),  (3.),  (i.)  pag.  21   genannten  Bedingungen 

sioli  subordinirt. 

Dabei  wird  allerdings  stets  vorawKjt'svlzt  werden,  dass  die 
NVerthe  /',  auf  Griitnl  tlereti  das  Potential  \\\,  gebildet  ist,  auf  der 
Curve  oder  Flüche  o  überall  aftHitf  sind.  —  Zuvörderst  ergeben  sieh 
foliiende  S}Uze: 

Erster  Satz.  —  Sind  auf  dvr  ficachfos.si'tifft  Curvr  odfr  Flarhv  n 
(die  mit  Ecken,  resp.  mit  !*'cken  und  Kanten  beliaftel  sein  darf] 
injciid  wrlrliv  Wrrf/it'  f  otler  [^  vottjrschriebfn,  die  auf  o  stetig  siud^ 
vnü  sefzl  mau : 


"■="V  =  X^//i'/'f)x. 


»o    werden    die  muh   den  ihordintüen  .r,  y,  reap.  ,r.  //,  :  des  Punktes  x 
ijcltUdelen   lHjfeiettiidhiitntieufen   heUehitjer  Ordnmuj : 


i,i>^'i  \V 


i^i>+ii  +  r  n' 


utttl  vbennti  tiUih  W  selber  durchtveij  sleiitj  nein,  sa  Iniiije  der  Viudd  x 
Vfßti  der  ijefiehenen  Curiw  nder  FUivhe  g  dmrit  irtfend  irelehe  Zivisehen- 
tfittme  (jelrennl  ttieihl.  t  tid  tfteivhzeiiitj  wird,  so  hiinje  dieser  Attfitrdenwff 
Citßnüfic  gi'svhie/it,   die  GU'ivhnng  erfitUl  sein  : 


ÄMr 


b*W 


Ö*  w 


=  0 


ii/      '       ÖS» 

Zweiter  Satz.  —  Die  Funeiion  \\\  per  schwindet  im  Unend- 
'*fAp«,  d.  h.  sie  wird  ^^  0,  falls  man  den  Punkt  ar  naeh  irtjemt 
N'('«<'/i(T  liirhtutitj  sich  ins  Unendliche  entfernen  lüssl. 

Oder  ijenaner  ausgedrückt:  Beschreibt  man  um  irgend  einen  festen 
"»ulil  mit  sehr  grtmsem  liudina  R  eine  Kreislinie  ttder  Kugelßiiehe  S, 
*"  nind  ilic  u  unser  halb  S  befindlichen  W'erthe  W  durch  Ver- 
(fföftscrung  van   li  unter  jedweden   hleinheilHgrad   hinabdrückbar. 
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Dritter  Satz.  —  Comhmrt  mati  irgend  eine  Kreislinie  oder  Kugel- 
fläche s,  welche  die  gegebene  Curve  oder  Fläche  a  umschlienftl,  und 
vollständig  innerhalb  %  liegt,  so  mrd  das  über  diese  Kreislinie  oder 
Kugelfläche  s  ausgedehnte  Integral 


f 


--j—  ds  stets  =  0 
an 


sein.     Dabei  bezeichnet  n  die  Normale  von  s. 

Der  Beweis  des  ersten  Satzes  ergiebt  sich  Icichl  auf  Grund  des 
in  (1.)  für  Wj,  angegebenen  Ausdruckes 


W 


\     PdT  ., 


4  1 

falls  man  nur  beachtet,  dass  T  =  log  — ,  resp.  =  -rr  ist,   und  dass 

E  die  Entfernung  des  Punktes  x  vom  Elemente  da  vorstellt.  Will 
man  den  Satz  mit  voller  Strenge  und  zugleich  mit  einiger  Kürze 
beweisen,  so  kann  man  sich  dazu  derjenigen  Hulfssätze  bedienen, 
welche  von  mir  angegeben  sind  in  meinem  Werke  über  das  Log. 
und  Newlon'sche  Potential  (bei  Teubner,  1877;  daselbst  pag.  Ui, 
142). 

Beweis  des  zweiten  Satzes.  —  Nach  (1.)  ist: 

'cos  d 


(2.) 


„.  1       /»cos  Ö  -  . 


Wir  beschreiben  um  irgend  einen  festen  Punkt  mit  beliebigen  Radir*- 
r,  /?  (r  <  K)  zwei  Kreislinien  oder  Kugel  flachen  s,  S,  jedoch  der  Ai 
dass  s  (mithin  auch  S)  die  ge- 
gebene Curve  oder  Flache  a 
umschliessl.  Betrachten  wir 
nun  irgend  einen  ausserhalb  S 
gelegenen  Punkt  x,  so  sind 
die  ihm  zugehörigen  ^'s  [d.  i. 
seine  Abstände  von  den  ein- 
zelnen Elementen  da  der  ge- 
gebenen Curve  oder  Flüche  a] 
durchweg  >  (/?  —  r);  so  dass 
also   für  jede.s   solches    E  die    Formel    stattfindet 


K     -  «  — 
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Bichnet  man  also  den  absolut  grössim  Werth  von  /"auf  a  mit  iüf, 
folgt  aus  (2.): 

mit  Rücksicht  auf  (12.)  pag.  34.: 


(3.)  abs  W^  < 


h7ciR  —  rf 

Diese  Formel  (3.),  in  welcher  Jtf,  I,  h  gegebene  endliche  Con- 
ilen  vorstellen  (ä  =  1 ,  resp.  =  2),  gilt  für  sämmtliche  Punkte  a;, 
ausserhalb  S  liegen.  Demgemäss  folgt  aus  dieser  Formel,  dass 
mtliche  W^,  die  ausserhalb  S  liegen,  durch  Vergrösserung  von  S, 
i.  durch  Vergrösserung  des  Radius  Ä,  unter  einen  beliebigen 
ioheitsgrad  hinabdrUckbar  sind.  —  Q,  e.  d. 

Beweis  des  dritten  Satzes.  —  Wir  wollen  den  Salz  beweisen 
die  schon  construirte  Kreislinie  oder  Kugelfläche  s  (r),  indem  wir 
ei  der  Linie  oder  Fläche  S  {R)  als  eines  llülfskreises  oder  einer 
fsktujelßäche  uns  bedienen,  [vgl.  die  vorhergehende  Figur].  Auf 
nd  des  ersten  Satzes  pag.  35,  und  unter  Anwendung  der  be- 
Qten  Green'schen  Formeln,  ergiebt  sich  zuvörderst  die  Gleichung: 


dW  .         rdW 
r  was  dasselbe  ist 


r-^^'-r^"^ 


rdw.      rdw  ,^ 

n  und  N  die   inneren  Normalen  von  s  und    S   vorstellen    sollen, 
'aus  folgt  sofort: 

abs  /  -; —  ds  =  abs  /  -7^  dS  , 
J    an  J   aN 

lin: 

'dW  .   _n  .    dW\ 


(4,,  «.s/^..s/(»..s^^.s 


dW 


Das  hier  auf  der  rechten  Seite  befindliche  -yr?  ist,   nach  (1.), 
'olgender  Weise  darstellbar: 

dW         \    f   d*T     ., 

1  1 

r  =  log  -p- ,  resp.  =  -TT  ist,  und  E  den  gegenseitigen  Abstand 
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zweier  Elenicnlc  du,  dS  voi-slclll,  wahrend  f,  iV  die  inneren  Nur- 
inalen  dieser  Eleincnlc  bezeichnen.  Demgemliss  ergiebt  sich,  nijlUilil 
elementarer  Rechnung: 

f/T  cos  «  —  f /i  4- < )  ros  (T  cos  A 

WO  t  der  Nt^iijungswinkcl  von  v  liegen  i\'  ist,  wahrend  t)  und  A  ilir 
Winkel  Norslellc'n,  unter  (h'ncn  v  und  iV  gegen  die  Linie  E{dr,  —>■  dS) 
geneigt  sind.  Beachtet  man,  diiss  h  =  1  resp.  =  2  ist.  so  enjicLl 
sich  aus  der  letzten  Formel  süt'orl : 

also,  weil  E  '^  li  —   r  ist,  <i  [nrtiori'. 

Mit   Hufksirlit  hicntuC  lulgl.  uns  («.)  sofort : 

oder  falls  tiian  den  absolut  grOssten  Wei'lli  von  /"  iiiil"  r,  tnil  -V  be- 
zeichnet, und  überdies  Ijeachlet,  dass /V<t  =  1  ist  [vgl.  (12.j  pag.  3i). 


(y.) 


Dies  in  (4.)  siibsliluirt,  erhtill  man  jetzt: 

b.)  iilis  /  -j—  ds  <   ,      ,T    S;7vr  i  dS  , 


also,  weil  fdS  ^  tiin^  resp.  :=  i/r^r,  niilliin  allijeiuein 
=   2/i  /{V;T  ist: 

.     /«'/U-  ,    ^2(^4-2)3/1  .  /?/' 

Der  hier  auf  der  rechten  Seit('  stehende  Ausdruck  ist  aber,  «eil 
JW,  I,  r.  //  gegebene  t^onstanlen  vorstellen  (/»  =:  1,  resp.  =  2).  <lurcl) 
Vergriisserimg  von  H  unter  jedweden  Kleinheilsgrad  liinahihilckbar. 
Somit  ergiebl  sich,    dass   das   tler  gegebenen  Kreislinie  oiler  Kugel- 


flächc  .V  entsprechende  Integral 


d\V 


ds 


no 


Ih wendig  ^   0  ist. 


Q. 
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Weitere  Untersachungen,  —  Nach  dorn  ersten  Salz  ([»ag.  3J))  ist 
\\\  .>7t7»7 ,  SU  hinge  dtT  l'unkL  .r  von  der  gegebenen  Curve  oder 
Flüche  »j  durch  irgend  vvelclie  (wenn  auch  noch  so  kleine)  Zsvischcn- 
liiurue  gelrennt  bleibt.  Es  fragt  sich,  ob  diese  Stetigkeit  fortdauert 
tili  fiarl  an  r,  heian.  L'm  auf  die^e  Frage,  deren  Beantwortung 
nicht  ganz  hjicht  ist,  ntiher  einzugehen,  wollen  wir  neben  der 
Function 

gleichzeitig  auch  die  s|>crieltere   Tunction 

(8.)  ^'^=  kn  j^'^^"^^ 

in    Betracht  ziehen,   und  den  Ausdruck  bilden: 


(9.) 


Qx  =  ^y^ 


h  MJ, 


Wo  k  eine  noch    disponible.  Cottslnnir  sein    soll.      Durch    Subätitutiuu 
der  Werthe  (7.),  (8.J  ergiebt  sich: 


(10.) 


h/t 


ida)^ 


Wir    luarkiren    nun    auf   o    irgend    einen    Punkt  x,    beschreiben 

uixi  X  (als   t'entrunO    eine  Kreishnie    oder   KugeinJklie  0^    von    noch 

'*r»l>estiininter  Kh-inheil,    und    nehmen    zur    tionslanlen   k    denjenigen 

^V'erlh,  welchen  die    auf  o   vorgeschriei>ene  Function  /*  im  Punkte  x 

^«silzt: 

tu.)  A=/;.  . 

Durch  die  kleine  Kreislinie  oder  Kugelfltiche  0^  zerüdh  die  ge- 
B<^l)cne  ('.urve  oder  Fhiche  *f  in  zwei  Theilc,  von  denen  der  itiitcrhuth 
^^  liegende  mit  <j',  der  (tmscrhulh  0^  belindliche  mit  n"  beniuinl 
^Verden  mag.  Diese  kleine  Kreishnie  oder  Kugcillüchc  0^  bildet 
'ilsdann  die  Grenze  zwischen  o'  und  n",  und  soll  auch  stets  diese 
Frenze  bleiben;  so  dass  also  z.  B.  bei  einer  VarUeiNcnuuj  von  0^  der 
THeil  a'  sich  ebenfalls  verktriuvTn,  der  Theil  a"  hingegen  sich  vvr- 
gi'ömrn  wird. 

Den   beiden  Thcilen  a'  und  a"  entsprechend,    zerfUllt  das  bite- 
gral  (loj  cbenralls  in  zwei  Theile,  die  mit  QJ  und  QJ'  bezeichnet 
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werden  mögen ;  wie  solches  angedeutet  sein  mag  durch  die  Fora 


Öx  %" 


Alsdann  ist  also: 

Q^  =  Q^'  +  Q/  , 

und  falls  man  für  x  irgend  einen  anderen  Punkt  y  nimmt: 

mithin : 

Q^-Qy  =  Ö^'  +  (-  4)  Qy'  4-  (V  -  ^y")  . 

folglich : 

(<3.)    abs  (Q^  —  Qy)  ^  abs  Q^.'  -4-  abs  Q^'  +  abs  (Q^"  -  Q^') 

wobei  über  die  Lage  der  Punkte  j;,  y  nicht  die  mindeste  Voramsel, 
gemacht  ist. 

Für  QJ  ergiebt  sich  sofort  die  Formel  [vgl.  (12.)]: 

oder,  falls  man  den  absolut  grössten  Werth  von  (/'  —  k)  auf  a 
M'  bezeichnet: 

abs  Q^' ^  ^^ /abs  (rfa')a,  , 

also  a  fortiori: 

abs  QJ  %  j-  |/abs  {da%  +yibs((/a"\,)  . 

oder  was  dasselbe  ist: 

M'  r 

abs  QJ  ^j^J  abs  ((/ff)j.  , 

also  mit  Rucksicht  auf  den  Salz  (13.)  pag.  34: 

{A.)  abs  Q^'  S  -'f^  , 

wo  M  eine  der  gegebenen  Curve  oder  Fläche  a  zugehörige  pot 
endliche  Constante  vorstellt. 

Ist  0^,    mithin  auch  o'  sehr  klein,  so  werden   die  auf  n' 
handenen  Werlhe  f  (weil  f  nach   unserer  Voraussetzung  stvti^ 
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sehr  wenig   von  einander  abweichen,   also  z.  B.   auch  sehr   wen% 

abstreichen  yoo  demjenigen  Werlhe  k,  den  die  Function  f  aof  o'  im 

Centmm  Ton  O,  d.  i.   in  m  besitzt.     Demgemäss  Wird  die  Differenz 

f  —  h  fOr  alle  auf  o'  liegenden  Punkte  $ekr  kieim  sein,  mithin  der 

absohlt  grössle  Werth  31'.  den  diese  Differenz  auf  <r'  besitzt,  ebenfalb 

$ekr  kleim  sein.     Korz.  man  erkennt  laof  Gnmd  der  SlHiykfii  von  fL 

dass  jenes  Jf '  dorch  Verkleinening  der  Kreislinie  oder  KnseUsdie  O, 

and  darrii  die  damit  Hand   in  Hand   sehende  Verkleinenins  von  0' 

heiieing   klein,    z.    B.    w    klein    gemacht    werden    kann,    dass    der 

Qiiotieot 

jr'M    ^  * 


hrr 


<3 


wird. 


wo  <   einen   willkürlich   gegebenen   Kleinheitagrad   vorstellen 


soll    Solches  aber  ausgeführt   gedacht, 
Fonnel: 


ersiebt  sich  aus  iJ.i  die 


(Ä.) 


al«ö^'<| 


ohne,  dmi$  bei  Ableilmmg  diettr  fonnW  ^er  Jit  Laye  Jle$  Pumkln  s 
wi  aw  die  mimdetle  Yoratuselztm^  ymmtkt  rire.  Giebt  man 
also  dem  Punkte  x  in  der  Ebene  resp.  im  Räume  irgend  welche 
*»den  Lage  f ,  so  wird  wiederum 


•C.) 


absQ,'< 


seiD. 


Die  Formeln  iB,u  iCj  sind  entstanden  durch  eine  gewisse  dem 
vorgeschriebenen  t  entsprechende  Verkleinening  von  O,  und  die  da- 
nit  Hand  in  Hand  gehende  Abänderung  der  Theile  a'  und  a".  Nach- 
^  iolcfaes  ansgefiBhrt  ist,  wollen  wir  jetzt  diese  geometrischen  Ge- 
^  0,,  «',  9'  entarrem  lassen,  d.  h.  weiterhin  comstaui  erhalten. 
Hwgyn  wollen  wir  die  bis  jetzt  in  der  Ebene  re>p.  im  Räume 
v^  frei  beweglichen  Punkte  x,  y  fortan  in  das  Innere  einer  um  x 
(ak  Cealrun)  beschriebenen  Kreislinie  oder  KugelQ^he  o.  kimeim- 
*■»{&,  aKl  dabei  den  Radius  von  o,  gleich  von  Anfang  uits  noch 
■^äaer  deaken  als  den  von  0,.  Durch  eine  rrilere  VrrUeimermmg 
^<*  •,  weiden  wir  offenbar  dafür  sorgen  können,  das» 


m 


abs  <Q/'  —  Q,"i  Siels  <  - 


..  Nei'siajjj», 


bleibt,   welche  Bewegung  man  den  Punkleu  x,  y  innerlialb  «,  auc 
ziiürthcilen  mag. 

Denn  das  Integral  Q/'  und  ebenso  QJ'  erstreckt  sich  nur  üb 
den  auxscrhnlb  0^  gelegenen  TJieil  a".  und  ist  daher  stetig  für  alle  isii« 
halb  Ojf  hefindlichen  Punkte.  Innerhalb  0„  bclindel  sich  aber  jene  dll' 
Punkte  X  und  y  umsehliessende  kleine  Kreislinie  oder  KugclHäche  o,. 

Jetzt   endlich   (olgl   aus   (13.),    luilleUt   der    Formeln   (//.),  (C.j 
(£>.),  dass 

(U.)  abs  {Qj.  —  Qy)  stets  <  e 

bleibt,  welche  Bewegung  man  den  Punkten  x  und  y  inuerballi 
auch  züorlhcilen  mag;  ao  dasä  man  also  zu  Folgendem  Salz  geb%'l: 
Marh'ni  man  auf  <;  iifffiid  viitcn  l^inkl  x,  luid  liczvirtmct  man  den 
in  X  vtrrhujuli'nni  Wt-rth  von  f  mit  A-,  m  werden  die  yVirlhäi/fircHien^j 
iveUhv  die  Function 

(15.)  Q^=  H>-Äu'^. 

innerhalb  einer  um  «  (tds  ilenlrum)  hrseliriehenen  Kreislinie  oder  ÄMf/d 
ßäehe   besitzt  y    durch    VerUvineruntf   des    lindius   derselben   unter  jcd 
heliehitji'u   Kleinheilstjrad  hinabdritrkbar  sein. 

Oder  kurzer  aufitfedrüekt:  Dir  Function  Q^,  i«/  im  Punkte  »  stt'tiij. 
milhtn  dnnelbd  :.    //.   au<h  endlich. 


Bemerkung.  —  Es  wird  nach  (15.),  falls  man  x  nacti  x  rückeo  ISsi| 
(o.)  Qjj  ^=  \\\  —  kw^  , 

oder  mit  Hücksichl  auf  (H  .): 

Hier  ist  Qj^,   wie  soeben  erläutert  wurde,  endlicU.      Gleich«**  aber 
[in  Folge  der  SifliKkeil  von  f\  amlt  von  f^,  und  [auf  Grund  des  &»tJ 
(8)  pag.  33j  auch  von  w^ .     Gleiche.'»  gilt  daher,  rufolgc  der  KonnoM^ 
iiiicli  von  H'j,.      Nun  war  ;ij>er  der  Punkt  x  mx^  a  gunz  brlithiij  m^r 
Demucmäss  erkennen    wir,    das.s  lije  Function  IV'j,   auf  ff  überall 
lirfi  ist. 

Nehmen  wir  ferner  für  x  irgend  einen  Punkt  innerhalb  a  oder  nw-«; 
halb  a,  so  wird  in  diesem  die  Function  ll'j.  (erbler  Salz  pag.  ih)  sl« 
mithin  auch  endlich  sein.    Und  diese  Endlichkeit  wird  (vergl.  den  iw( 
Siitz  pag.  35)  auch  dann   noch  rortbestehen ,  wen«  wir  den  PiiiiLl  j1 
unendliche  Ferne  rücken  la.xscu. 

Dcingcn):iss  gelangen  wir  idso  tu  dem  Satz,  dans  die  Function 
{ebenso   wie  Wj.)   in  der  gunzcn  Ebene    resp.  im   ijanzeu  Rauinr  all« 
halben  endlich  ist,  wobei  die  unendlich  fernen  l^tnkte  der  Ebene  resp. 
Raumes  mit  einbegriffen  sind. 
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(17.)      H, 


Man  kitnn  den  Salz  (t'ö.),  indeiii  man  für  m^.  seine  Wcrtlic 
||S.)  pag.  33J  subslituirt,  wobei  alsdann,  was  die  Punkte  .;•  botridt, 
zwischen  den  o,  s  und  i  zu  unterscheiden  ist,  auch  so  aussprechen : 

Marhirt  man  auf  o  injeml  einen  Piotkl  x,  und  bi'zekhnrt  man  den 
in  X  vorhandenen    Wetth  von  f  mit  k,   so  tri  yd  dir  dnrck  die  Formeln 

I  fi«  =  »;, . 

MG.)  ]q,  =  w,-(\~i^,)k, 

[Q^  -=  li-j  — 2/. 

ile/inirle    Riuetiun    Q,.    innerlittlh    einrr    um    x    besehrieheneu    Kreidinie 

oder  hutjf'ifhhhi'  Werlhe  beaiizeii,  deren  lH/ferenzrn,  ditrc/i   VerUeinenunj 

dieser  Kreislinie  oder  Knyelßäehc,   iiitler  jeden  beliebiijen   hieinkeilsijrad 

hinabdrihkbnr  sind. 

Genau  diTtirUio  Salz  ii[ill  aber  auch  von  denjenigen  Funclionen 

Hj  und  Z,. ,   die  durch   die  Fornietn  delinirl  sind: 

_  ^  (I  _  ^^)  (/;  _  A) ,  )Z,  =  ik  +  (\  H-  ^,)  (/,  -  !>) , 
Ih,  =  0.  IZ,  =  SA; 

wie  man  solches  tiloforl  erkennt,  falls  man  nur  beachtet,  dass  die 
Function  /'  oder  [^  (nach  unserer  Voraussetzung;)  auf  fj  ateliff  ist,  und 
dass  k  den  Werth  diesiei"  Function  im  Punkte  x  reprilsenlirt. 

Genau  dei^selbe  Satz  i;ill  daher  z.  B.  auch  von  der  aus  Q^;  und 
Hj.  durcli  Addition  entstehenden  Function: 

«f.c  =  Qx  +  H,  , 
ebenso  von  der  Function : 

y,  =  Ö.,  -f  Z.,  ,- 
wobei    zu   bemerken    ist ,    cJass   für    diese   neuen  Funclionen  fpj.  und 
^.v  aus  (16.)  und  (17.)  folgende  Ausdrucke  resultiren  : 

(^a=  W^  .  (V„=n, +  2/.-  , 

(t8.)     J  CD,  =  w,  +  &j,  -  /,  ,     H^,  =  n;  +  ^,/,  +  /,  , 

(d).  =  IF,  —  2A'  ,  Ih',  =   Uj   . 

Genau  derscli>c  Satz  wird  daher  auch  gelten  fiti'  einen  Theil 
dieser  Functiouswerthe,  z.  B.  für  die  0„,  «t»«  (unter  Foithissuni^  der  0,), 
ebeoso  für  die  V,,  ^^  (unter  Furtlassunf;;  der  Vj.  Deuigeniäss  wird 
^'so  die  durch  die  Formeln 

für  alle   Punkte   a,   s,   d.   i.    für  das  Gebiet  '^1  (inclusive  fj)   dcfinirte 
{■uiiclion   <t>y    innerlialb    einer    um    x    beschriebenen    Kreisbuie    oder 
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Kugelfläche  Wcrlhe  besitzen,  deren  Differenzen,  durch  Verkieinening 
des  Radius  dieser  Kreislinie  oder  Kugelfläche,  unter  jeden  beliebigeD 
Kleinheitsgrad  hinabdruckbar  sind.  Und  es  unrd  daher  diese  Fmdon 
0^  im  Punkte  x  stetig  zu  nennen  sein. 

Dabei  reprasentirt  x  einen  auf  a  beliebig  zu  wählenden  Punkt. 
Nimmt  man  an  Stelle  dnes  solchen  Punktes  x  einen  anderen  (ebenfalls 
auf  a  liegenden)  Punkt  x,  so  bleiben  die  Ausdrucke  (19.)  genau  die- 
selben [was,  beiläuGg  bemerkt,  bei  den  früheren  Ausdrucken  (16.), 
(17.),  (18.)  nicht  der  Fall  ist;  denn  jene  sind  mit  x  resp.  k  behaftet] ; 
so  dass  man  also  sagen  kann:  Die  durch  die  Ausdrücke  (19.)  für 
alle  a,  s,  d.  i.  für  das  Gebiet  91  {inclusive  a)  definirte  Function  ^x  **' 
stelig  für  jedweden  auf  a  gelegenen  Punkt  x.  Oder,  falls  man  dcD 
Buchstaben  x  mit  s  vertauscht:  <Ste  ist  stetig  für  jedweden  auf  a 
liegenden  Punkt  s. 

Sie  ist  andererseits  aber  auch  stetig  für  jedweden  innerhalb  t 
liegenden  Punkt  a.  Denn  innerhalb  %  ist  sie  [nach  (19.)]  ideotisch 
mit  W;  und  dass  W  innerhalb  %  überall  stetig  ist,  unterliegt  [vgl. 
den  ersten  Satz  pag.  35]  keinem  Zweifel.  Demgemäss  gelangen  wir 
also  zu  folgendem  eleganten  Satz: 

Die  durch  die  Formeln 

<i>    =.  W 

definirte  Function  <t)  ist  stetig  in  ganzer  Erstreckung  des  Gebietes  % 
Und  hieraus  folgt  [unter  Ilinzunahme  des  zweiten  Satzes  pag.  35], 
dass  sie  in  Erstreckung  von  l'l  auch  überall  endlich  ist^  miteingerechnei 
die  unendlich  fernen  Punkte  von  % 

Zu  einem  ganz  analogen  Resultat  gelangt  man,  wie  jetzt  leicht 
zu  übersehen  ist,  mit  Bezug  auf  die  in  (18.)  angegebenen  Wcrlhe 
V,,  V,,  nämlich  zu  folgendem  Satz: 

Die  durch  die  Formeln 

definirte  Function  V  ist  stetig  in  ganzer  Erstreckung  des  Gebietes  % 
mithin  daselbst  auch  überall  endlich. 

Sie  ist  also  z.  B.  auch  sielig  auf  der  Grenze  von  3-     D.  h.  H", 
ist  stetig  auf  o.      Gleiches   aber  gilt   auf  o    (nach   unserer   Voraus- 
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«tzung)  auch  von  /*,,  folglich  auch  von  der  Differenz 

I.  i.  [nach  (21.)]  von  der  Function: 

Jod  demgemäss  ergiebt  sich  also  der  Satz: 
Die  Function 

(22.)  /;'=w,  +  ^,/; 

st  auf  der  gegebenen  Curve  oder  Fläche  o  überall  stetig^  mithin  da- 
etbst  auch  überall  endlich. 

Es  handelt  sich  bei  diesen  Sätzen  (20.),  (21.)  und  (22.)  eigent- 
ich  nur  um  die  Function  f  und  das  von  ihr  abhängende  Potential 
W.  Wir  müs.sen  daher,  nachdem  die  Richtigkeit  jener  drei  Satze 
'inmal  erkannt  ist,  auf  Mittel  und  Wege  bedacht  sein,  um  die  über- 
h'issigen  Buchstaben  <l>,  Y  wieder  los  zu  werden.  Zu  diesem  Zwecke 
iönnen  wir  jene  Satze  selber  uns  dienstbar  machen. 

Da  nämlich  <l>,  zufolge  des  Salzes  (20.),  in  Erstreckung  von  % 
letig  ist,  so  wird  solches  z.  B.  auch  stattfinden  innerhalb  einer  kleinen 
Kreislinie  oder  Kugelfläche  o,,  die  um  irgend  welchen  auf  a  mar- 
nrien  Punkt  s  (als  Centrum)  beschrieben  ist.  Die  Abweichungen, 
velche  die  innerhalb  o,  befindlichen  Werthe  0„  gegenüber  dem  Cen- 
ralwerth  <l>,  zeigen,  sind  also  durch  Verkleinerung  des  Radius  von  o, 
nter  jedweden  Kleinheitsgrad  hinabdrUckbar.  Jene  innerhalb  o,  vor- 
andenen  Werthe  <t>„  convergiren  also,  falls  man  o,  ins  Unendliche 
Brkleinert,  gegen  jenen  Centralwerth  <!>, .  Oder  noch  kürzer  ausge- 
rückt: Dei^  Centralwerth  <t>^  ist  der  Convergenzwerlh  der  be- 
tchbarten  <t>„. 

Dieser  Satz  aber  wird,  falls  man  für  0,  und  <t>„  ihre  eigentlichen 
usdrücke  (20.)  substituirl,  dahin  auszusprechen  sein,  dass  der  in  s 
*rhandene   Werth 

Ws  +  ^sfs-fs 

^i  Convergenzwerlh  der  benachbarten  W„  repräsentirt.  Um  diese 
^Ziehung  anzudeuten,  kann  man  schreiben: 

der  einfacher: 

Wa.  =  w,  +  ^,r,-f, , 

"0  dsdann  das  Symbol  W„g  denjenigen  Werth  bezeichnet,  gegen  welchen 
^ie  innerhalb   o,   befindlichen   W„    convergiren,   sobald  man  den  Radius 
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von  0,  ins  Ihii'Hilliehe  virhfanprl.     Llt4jrigens  kann  man  diese  Formel 
IVir    \V„,.  mit   Hiicksiclil  ;uif  (22.),  olTcnbar  auch  so  schreiben: 

"  as  ^^^  's         IS   ■ 

Analoges  ist  zu  henierkcn  beim  Salze.  (21.)-  Und  in  soIrh<'r 
Weise  gelangt  man,  auf  Grund  der  Sülze  r20.),  (21. )♦  (^2.).  zu  fol- 
gendem ResuUal : 

Vierter  Satz.   —    Sind  auf  ilcr  (jrscfilossnini  dnrvr  ntlrr  FläfJic  g. 
[die    mi(    Kcken    resp.     niil    Hcken    und    Kanten    behariel    sein  darfj 
itujcml  ii'dcitc  Wnihe  f  tni<>r  f[  vurifCfichriflu'n,  die  auf  a  stetig  tad^i 
tnuf  si'lzf  man : 

(23.)  h;,  -^  f^^J'fi'l'fl-  . 

Hitil  si't:f  matt   UbrnUvs: 

(2i-)  r/=  w; -1-^,/;  , 

wo  /l,  dir  .schon  frührr  [vgl.  (8.)  pag.  33]  atiofijfbonc  fledculnng  Afltc 
.s'o//,    an   sind  die  in  sidrhcr    Wrisr    dcjinirtcn  f"   oder  fj   auf  a  »/ArtflJI 
atelitj  '), 

Das  hier  in  (2i.)  aujirt'iende  \\\  rfjiiiiiivnfirf  dm  dir f den  W'nlk] 
ifes    littvffraira  (2;i.)  in  cinrni   auf  »t    tjriftffnen   Punkte  x,    nämlich  (/'«- 
ji'ititjett   Wer///,   iirfrfter  entstvltl,  leenti  mau   /»  (2'i.)  sfuil  r  ih-n  /'»«/;/« 
eitilretvu   (linst.,  und  soditnn  die   Iiitetfralitm  ausfuhrt. 

Autiser  (lienem  direrlen  W'erlhe  \\\  Ivvten  nttn  im  Punkte  s  iioc 
zwei    andere    Werlhe   von    IV,    ///    nieftr   indireeter    Weise.,    zu    Inf- 
Denkt   mau    s'ieh  uämUvh    am    den   Punkt  .v   (als  OnlrumJ    eine   Wmt 
Kreislinie  nder  huijeipäehe  u^  eonsiruirt,  ao  werden  die  innerhalh  o,  i'"i*- 
handenen    Werihe    VV',, ,     faita  man  fi,  ins  Vnendliehe  verkleinert,  f/cf 
einen  hesti ui  m  len  endlichen    Werth    eoneerifiren ^   der  mit   VV„, /f- 
zeiehnet    werden    mat/.       Cnd    ebenso    werden    bei    dieser    Proeedur  (iie 
innerhalb  o,  vorhandenen    Werlhe    W,    ehenfaUa   fietjen  einen   beatinmin 
endlieheu    Werth    rnmurfjiren ,    der    W,^    heisaen    nunj.      Diese    dem  ht- 
Ir achteten   Paukte  s  zufjehürujeu.   resp.  aus  den   Gebieten  ^   und  5  A^fl 
stammenden  (lonverfjeuzwerlhe    H'„,    und    U',,    stehen    zu  den   /'«no 
Honen  f  und  ('  in  einfacher  iieziehumj.     Es  (jelten  nimlich  für  jedwt 
Punkt  s  die  Gleichaufien: 


(25.) 


• '  as  ^  la         /«   1 

»:■,  =  /;'  +  /', 


•)  Dies  ist  ili>r  Salz  (ii). 
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Fi'iutr  hiUivn^  wuh  viui  hervorratjemit'r  Wichlifih'it  ist^  div  Werthe 
\  und  W„.  zHsammenyt'iiotnnu'it  ein  Wcrlhtii{st('m  ,  ir  r  l r  fw s  slrlitj 
f  in  ganztr  Emtreckumj  von  91*).  Und  vht'iiso  reprthi'ulh'dtt 
?  W'i  und  W,„  zusammengrimmmen  ein  zweites  Wrrtlisi/stem,  welches 
ftiij  ist  in  ffütizer   Erstrecktnt g  des  (Icbietes  3"*"), 

Itisheftondere  sei  nuth  /urvori/ehohen.  dann  sömmtlirfte    Werl/w 


(26.) 


''  s  >     "(II         ns 


"'.,     "... 


\dlich  Kind,  milinheijnlffn  die  i)i  ttneudliehrr  Ferne  eothmtdeuen 
'„;  trie  stdehes  am  (20.),  (21.),  (22.)  sich  softui  crtßp.hl. 

Auf  iVwMi  Weise  (li)t1te  dii.s  Resultat  unserer  lelzten  Cnler- 
ichunüien  ciniijerinasscn  ithvmivhüivh  hingeslellt  sein.  Scharfer  ist 
ilenfalls  diis  UesiilUit  in  seim^r  lu^prinigliclicn  Fassung,  niimüfl)  in 
:().),  (21.),  (22.),  ausgospioelHMi. 

Wir  küniion  jetzt  endlich  ilon  soeben  ausgesprochenen  vierU'n 
niz  mit  den  «hei  friihcren  Siilzen,  die  zu  Anfang  dieses  §  auf  pag.  35 
ini;eslclll  wurden,  zu  einem  eirtzitfen  Theorem  zusanimenzielien.  Aus 
L"n  genannlcM»  vier  Sützen  crgiebl  sich  nlimlich  sofort,  dass  die 
^erthe  \\„  und  W„,  eine  Fundamenldlfunelion  dcfi  Gefdeteit  ^}i,  und 
tsg  andererseils  die  Werlhe  Wf  und  W'.,  eine  Fn>tdamenkdj'unrlitm 
"x  (iobieles  ^  rejirilsenliren.  Man  erkennt  solches,  falls  man  nur 
uiickblit'kl  auf  die  für  derartige  Functionen  gegebenen  Definitionen 
iij,'.  16  lind  pag.  21,     Wir  haben  somit  folgen<!es  Theorem: 

Theorem.  —  tieuht  tnan  sich  unf  einer  ifsehlossenen  Curve  oder 
'lacke  rr,  [tue  auch  mit  Ecken  resp.  mit  Ecken  und  Kanten  beliaflet 
l\n  darf)  injend  eine  Ftutetion  f  vorffewhriehcn,  die  daselbst  sleiitj 
jLrtt/^/  netzt  tnnii: 

9?r  (dli/etneiner : 

^  IV^  =  Const.  4-  /^y^  fndol.  . 

repräspfttiy«'n  die  Wertlte  \V„,  VV„,  eine  Fuudatnentalfttnetion 
■6' f  b i c te s  VH ,  nnd  die  Werlhe  U', ,  VV', ,  eine  Fti  n  d  ii  m  eninl  - 
nction  des  Gehieles  '3' 


•)  Dies  isl  tier  S;ilz  (iO  ). 
**)  Dies  ist  der  Salz  (H.). 
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§5. 
üeber  die  mit  dem  Potential  W  zusammenhängenden  unendlich  vielen 
Functionen  /",  /",  /"',  /"",  etc. 

Eliininirt  man  aus  den  beiden  Formeln  (23.),  (24.)  pag.  46: 

das  W,  so  ergiebl  sich  zwischen  den  beiden  Functionen  f  und  f 
folgende  directe  Beziehung: 

(3.)  fs'=^J.  +  i\-fndo\  . 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  die  auf  o  von  Hause  aus  voi^ 
schriebene  Function  f  auf  o  überall  stetig.  Und  Gleiches  gilt,  in 
Folge  dessen,  auch  von  der  neuen  Function  /",  [Satz  (24.)  pag.  46]. 
Denkt  man  sich  also  zu  f  und  f  noch  unendlich  viele  andere 
Functionen  /"',  /"",  etc.  hinzugefügt,  und  zwar  der  Art,  dass  in  der 
Reihe: 

.  (4.)  f,f\  r\f"\ ...  /■(«>, ... 

jede  Function  aus  der  vorhergehenden  in  genau  derselben  Weise  ent- 
standen sein  soll,  wie  /"  aus  /',  so  werden  aW  diese  Functionen  auf  ö 
sielig  sein.  Bezeichnet  man  also  z.  B.  die  kleinsten  und  grösM 
Werlhe,  welche  diese  Functionen  auf  a  besitzen,  resp.  mit 

(5.)  K,  Ä",  K",  K'",   .  . .  ki»),   ...   , 

und  mit: 

(6.)  G,  G',  G",  G'",  ...  G^^K  .... 

SO  werden  all'  diese  Grössen  (5.),  (6.)  bestinmite  endliche  Conslanten 
sein.  —  Will  man,  was  kaum  nöthig  sein  dürfte,  die  Entslehungs- 
weise  der  f\  /"',  /"",  ...  noch  deutlicher  vor  Augen  haben,  so  hat 
man  nur  die  mit  (3.)  analogen  Formein  hinzuschreiben: 

(7.)  r,"  =»j;  +~fnda),, 

etc.  otc. 


49) 
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Wir   wollen    nim    diese  Fiinrtionen   und    die  ihnen    zugehörigen 
Constanten  (5.),  (6.)  einer  genaueren  Untersnehune;  unleiwerfen,  uiihr 
der   VorausselzHnf} ,   dass   die    <jv(jiin'ne  (hirve   mivr   Ftävhe  n    nbcrnU 
cnnvex  14(1,  wobei  unter  diesem  Namen  auch  solehe  (^.iirven  um!  iliichen 
mileinbvtfriffen    sei»    sollen,    die  zum    Thell  ijentdlinitj  resp.    eben- 
flächig  sind.    Zufoli^t!  dieser  V'oraiisselzung  sind  alsdann  die  Grössen 

1  (8x.)  {dG)j,  {(la)g,  ^g  durchweg  positiv, 

und  überdies  die  /A,  der  Formel  unterworfen: 

wie  solches  theils  aus  der  geonielrisehen  Hedenliing  der  {do]^  folgt 
[vgl.  pag.  2K|,  ihcils  aus  schon  IVliher  gemacliten  Bemerkungen  sich 
ergiebt  (vgl.  (11.)  pag.  3;i|.  Dabei  sei  noch  folgende  Relation  notirl 
118.1  pag.  33): 

(8z.)  J\dal^h,r{\  -^,)  , 

von  der  inelirlaeh  Gebrauch   zu  machen  sein  wird. 

Die  rechte  Seile  der  Formel  (3.)  wird  offenbar,  weil  die  .7,  und 
(tifl),  durchweg  pnsitiv  sind  [vgl.  <8x.)l,  vergrtmert  werden,  sobald 
man  alle  «laselbsl  vorkonuncmhm  /"s  durch  ihren  ijriinNten  Werlh,  d.  i. 
cliiirli  fr   |\gl.  |0.)]  ersetzt.      Sfuiiil  eri^iebl  sich  die   lU-lalion 

/■'' s '■[»'  + Air./"''"']  ■ 

iinil  in  analoger  Weise  auch  folgende   Relation: 


/■;  ^  A'  [^,  +  ^^fid  a),,] 


Die.se  beiden  Relationen  gewinnen  aber  niil  lUicksiehl  auf  (ft/.)  die 
»%f;iclie  t leslall: 

/■;  ^  ^'  . 

fs  ^  A-  . 

Dif'sc  Relationen  werden ,  weil  bei  ihrer  Ableitung  über  die  Lage 
*Jes  Punktes  .<f  auf  der  gei^ebenen  (jirve  oder  FUlche  n  keinerlei 
Voraiisselzuni;  gemacht  ist,  in  Kraft  bleiben  für  einen  auf  o  in  be- 
lifMijer  lh'U'e»inii<}  begridenen  I'unkt  *■.  Und  demgemäiss  werden 
"Iso  sänitnliivhe  Wcrtlie,  welche  die  Fimction  /"'  auf  a  überhaupt  be- 
sitzt, der  Formel  entsprechen : 

ibhjiniU.  d.  K.  0«««ltscli.  4.  WiiMUiicb.  XXII.  B4 
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Es   wird   daher  diese  Formel   z.    B.    auch    gelten    für   den  grmlci\ 
Wcrth    von  /',   d.  i.   für  G\  desgleichen   für  ihren  kleinsten  Wertt^, 
d.  i.  für  A";  sodass  man  erhält: 

(<0.)  A'55  A"^  G'  :=^  G  . 

Die  Bezieiumg  zwischen  f  und  f  ist  aber  dieselbe,  wie  zwisch^sn 
/"  und  /*".  Ebenso  also  wie  für  die  Functionen  f  und  f  oder  vici^'i- 
melu-  für  die  diesen  Functionen  zugehörigen  Conslanlen  K,  G  und  h'.  ^^' 
die  Formel  (10.)  sich  orgeben  hat,  —  ebenso  wird  für  die  d-^Kn 
Functionen  f  und  f"  entsprechenden  Constanten  A",  G'  und  A'",  ^r7" 
die  analoge  Formel  sich  herausstellen: 

(tOa.)  A'  S  Ä"  S  ('"  ^  (''  • 

U.  s.  w.  U.  s.  w. 

Durch  Combination  all'  dieser  Formeln  (10.),  (10  a.),  etc.  ergiefjl 
sich  jetzt  sofort: 

A-  ^  A"  ^  A"  ^  A""  S  . . . 
^^^■^  G  ?^  G'  ^  G"  ^  G'"  >:  ... 

Dcmgeniliss  ist  also  [um  einen  schon  früher  benutzten  Ausdnick 
zu  brauchen,  vgl.  pag.  12]  die  Curve  KK'K"  ...  eine  monotnn 
steifjende,  und  die  Curve  GG'G"  ...  eine  monoton  sinkende. 

Gelingt  es  uns  also  nachzuweisen,  dass  die  Differenz  G'"*  —  A'** 
durch  Vergrösserung  der  Zahl  n  unter  jeden  beliebigen  Kleinheit^' 
grad  hinabdrückbar  ist,  so  wird  hierdurch  [vgl.  pag.  13]  zugleic" '^ 
nachgewiesen  sein,  dass  die  Function  /^"^  für  »  =:  oo  in  eine  b^^' 
slimmle  endliche  Conslanie  sich  verwandelt.  Und  dies  ist  das  eigen  ^ 
liehe  Ziel  des  gegen wärligen  Paragraphs. 

Wir   haben  den    kleinsten   und  grössten  Werth   der  Function 
mit    A'  und   G    bezeichnet.      Wir  wollen  jetzt  die    gegebene  Curv^ 
oder  Flüche  a  in  zwei  Theile  «   und   fi  zerlegen,    deren  jeder  aiJ^' 

beliebig  vielen  einzelnen  Stücken  bestehen  darf,  und  zwar  in  solche 

G  -\-  K 
Weise,    dass   alle   auf  «   vorhandenen  /"'s   zwischen  K  und  — -^-— 

C  -I—  A' 

andererseits  alle  auf  (i  befindlichen  /*'s  zwischen  — ^^  und  G  liegen 
was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formeln: 

(12.)  ^.     j. 

-~^^r^G,  (auf/9). 
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Denkt  man  sich  die  Theile  a  und  ß  in  lauter  unendlich  kleine 
Elemente  zerlegt,  und  diese  Elemente  resp.  mit  da  und  dß  be- 
zeichnet, so  ist  offenbar 

(13.)  J  da  +  Jdß^  fda  =  1  , 

falls  mKn  nämlich  das  Integral  fda  über  alle  Elemente  da  des 
Theiles  «,  ebenso  fdß  über  alle  Elemente  dß  des  Theiles  ß  sich 
ausgedehnt  denkt,  und  falls  man  überdies  unter  I  (ebenso  wie  früher) 
den  Umfang  der  gegebenen  Curve  ö,  resp.  das  Areal  der  gegebenen 
Flüche  o  verstellt.  Analog  mit  (13.)  wird  z.  B.  auch  folgende 
Formel  gelten: 

iH.)f{da\  -hfidß)s  ^f{do\  -  h7T{\  -  ^,)  ,   (vgl.  (8z.)l  , 

wo  unter  s  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  gegebenen  Curve  oder 
Fläche  o  zu  verstehen  ist.  Da  die  (rfo),,  mithin  auch  die  (ri«),  und 
[dß)„  durchweg  positiv  sind  [vgl.  (8  x.)],  so  folgt  aus  (1 4.)  sofort: 

f{d  a),  ^fida),  =  h7rH-  ^,)  , 
(45.) 

ßlß\^fida)s  =  h7r{\-!^,). 

Solches  constatirt,  kehren  wir  zurück  zur  Formel  (3.): 
und  geben  derselben  folgende  Gestalt: 

r;  =  *. A  +  i^fn""),  +  Lf^-'f^'  ■ 

"»e  hier  auftretenden  beiden  Integrale  werden  offenbar  [weil  die  {da\ 
"'id  {dß\  sämmtlich  positiv  sind;  vergl.  (8x.)]  vergrössert  werden. 
Sobald  man  alle  in  ihnen  enthaltenen  /'s  vergrössert.  Solches  aber 
S^schieht  nach  (12.),  sobald  man  die  mit  den  Elementen  {da\ 
"^ultiplicirten  f  durch  "T  ,  und  die  mit  den  (dß),  multiphcirten /' 
^»^rch  G  ersetzt.     Man  erhalt  also: 

""^d    in  analoger  Weise: 

51* 
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Benutzt  man  jetzt  die  Relation  (H.): 

f{da\  +fidß),  =  h7tH-»,), 

um  aus  der  Formel  (A.)  das  f(dfi\  und  aus  (B.)  das  f{du\  zu  eti- 
miniren,  so  ergiebt  sich; 

/•,'  ^  *,  /;  +  Ä'(<  -  *,)  +  ^-^fidß)s  . 
oder  was  dasselbe  ist: 

Markirl  man  jetzt  auf  a  zwei  ganz  beliebige  Punkte  p  und  9.  und 
subtrahirt  man  sodann  die  beiden  Formeln  (6\),  (D.)  von  einander, 
nachdem  man  zuvor  den  Punkt  s  in  (C)  durch  |>,  in  (/).)  aber  durch 
q  ersetzt  hat,  so  erhält  man: 

2 
wo    z    als   Abbreviatur    dienen    soll    für    den    in   der   geschwciflon 
Klammer  enthaltenen  Ausdruck. 

Die  Grössen  (G  —  A),  (G  —  f^)  und  (/;  —  Ä)  sind,  nach  der 
Definition  von  G  und  A',  stets  positiv.  Und  Gleiches  gilt  [nach  (8x.)] 
auch  von  den  Grössen  i^p  und  ^,.     Somit  folgt  aus  (16.)  a  fortiori: 


Y ¥h^ (  ' 


07.)   /p'-/,'S(«-A)j1- 

wo    C   als  Abbreviatur    dienen    soll    für    den    in   der  geschweiften 
Klammer  enthaltenen  Ausdruck^). 

*)  Alan  Übersicht  sofort,  dass  mau  in  den  Formeln  (A.)  und  (Ä.)  das  auf  df 
rechten  Seite  stehende  /",  ohne  Weiteres  durch  G,  resp.  A'  ersetzen ,  und  so  auf  be- 
deutend kürzerem  Wege  zur  Formel  (17.)  gelangen  könnte.  Der  eingeschlagene  fm- 
wcg  hat  aber  den  Vortheil,  dass  man  dabei  gleichzeitig  auch  zur  Formel  (16.)  gelangt, 
von  der  .späterhin  [in  §  6a.]  Gebrauch  zu  machen  ist. 


53] 
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Ich  werde  n;ichwoisen,  dass  dieser  Ausdruck  C  isteis  ^  0,  und 
dass  derselbe,  abgesclien  von  gewissen  singulären  Filllon,  skis 
<  1   ist. 

Erstercs  ergiebt  sich  mit  grösster  Leichtigkeit.  Zul'ulge  (1ä.) 
igt  niiriilich 

L'nd  iu!l   Uüfksicht  hierauf  ergiebt  s^Jcli   für  jenen  Ausdruck 

s  — 

die  Formel : 


2A/r 


L>  1    - 


2  A  .T 


d.i.:     r> 


^p  +  »,, 


^  9 


Nach  (8x.)  sind  aber  Oj,  und  i/^  stets  poniliiK     Somit  folgt: 


(<8.) 


^       ä 


^  0  .  —  (?.  f .  f/. 


Weniger    einfach    ist    der  Beweis    für  die  Behauptung:    ^  <C   '• 

Nach  (17.)  ist: 

5 


(19 


r  =  1  - 


(A  =  i  resp.  =  ?)  , 


ihrt  ' 
Wo    alsdann  f  die  Bedeutung  hat: 

(20.)  ?  ^f{da)p  -\-J[d(i\  . 

Dieses  £  ist  offenbar  (weil  die  ((/«),,,  {d(i\  durcliweg  positiv 
*»inti ,  vergl.  (Hx.)]  eine  Summo  von  lauter  posilivai  Grössen,  also 
^^-ets  der  Formel  entsprechend; 

(21.)  I  r:  "  ■ 

*<-»n   besonderer  Wichtigkeit  ist  nun  für  uns  die  Frage,  ob  der  Aus- 
druck ^  seine  unlere  Grenze,  die  0,   wirklieh  t'iificfwn  kann. 

Der  Ausdruck  f  ist  [wie  schon  betonl|  eine  Suniiue  von  lauter 
Pottilivcn  Gliedern,  zu  seinem  Nullwerden  also  erforderlich,  dass 
****iiinitlichc  Glieder  einzeln  =  0  sind.  Nun  kann  aber  ein  Glied  von 
*lt3r  Form  ((i«)p  [zufolge  seiner  geonielrischen  Bedeutung,  vgl.  pag.  28[ 
^^Wenbar  nur  dann  =:  0  winden,  wenn  die  in  da  an  die  gegebene 
^Urve  oder  Fläelie  a  gelegte  Tangente  resp.  Tangentialebene  durch 
-'*  gehl.  Analoges  i^ilt  für  die  Glieder  {tlii\.  Soll  also  jener  Atts- 
*"»<<:/{    f    ver s c h  w i n den  ,     so    müssen    sümmÜiehe    Tangenten    resp. 
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C.   NeüMA?J5. 


Taiffffutiiilcbcueu    des    T/wilcs   a    tinrt/t   p,    und    yicichze'ilig   sämmliu 
Tantjenien  resp.   TawjeuliaU'bem'u  des   Thcili's  ß  durch  q  gehen;  wol> 
zu  beachten  ist,  dass  die  Piinkti'  p  imd  7  auf  o  liegen. 

Es  muss  also,  falls  elwa  die  beiden  Punkte  p  und  q  mit  einandeir 
coincidiren,  die  gegebene  Curve  oder  Flüche  a  die  Gestall  eines  vcbi^^ 
diesem  (kiincidenzjjunkte  (p,  (/)  ausgehenden    Winkels^    resp.  die  G«Zf^^ 
stillt  einer  von  (ju,  q)  ausgelieuden  Kegelllache  haben;   —  was  uic-^i 
müglich  ist,  weil  o  nach  unserer  Voraussetzung  geschlossen  sein  io^\-    \ 

Oder   es   muss,    falls    die   Punkte   p    und    q   nicht   mit    einand  ^t!f 
coincidiren,    die  Curve    oder    Hüche    r,    aus    zivci   von  p  und  «/  ai«^  5- 
gehenden    ^^'i^dil'h^^  resp.  aus  zwei  von  p  und  7  ausgehenden  fieij^^tM 
ßächt'u  zusammengesetzt  sein.  ^i 

Soll  ttho  dvr  Auadvudi  i  vcr seh  winde u  ^  st>  muss  [um  cin^^^cu 
schon  fiiiher  (j>ag.  Ilj  ejngefülulen  Tvntiinus  tcchuicua  zu  brauchciim^Ql 
die  qetjebene  Curve  oder  Fläche  n  eiue  zweifilvrniye  sWn»  und  übe^mcr- 
dies  der  Fuuhl  p  im  eiueu.  der  Puiihl  q  im  uudern  Stern  fjeleyett  sei^^in] 
wie  solches  angedeutet  ist  in  folgenden  beiden  Figuren: 


(42, 


Die    erste   derselben    repr^senlirl    ein    geradliniges    Viereck    mit 
Slirneu  p,  q,    die   zweite   ein  Dreieck   mit  den  Sternen  p,  q  [ver^^P- 
pag.    12].      Man   kann    aber  diese   beiden  Figuren  andererseits  m — ^^^^ 
räumlich  auffassen.     Alsdann  werden  in  der  erslere»  unter  den  l)eit^^c" 
von  ;)  und  */  ausgehenden  Winkeln    zwei    von   p    und  7  auslaufcc::*'^^ 
hegelfliieheii    zu    verstehen    sein.       Ferner  ist  alsdann   in   der  zwem  J^ 
Figui"    unter  dem  von   p  ausgehenden  Winkel  wiedeiiini  eine  vor»  p 
auslaufende  Keqeljläcbe,   hingegen  unter  iler  durch  q  gehenden  L»»"' 
eine  durch  q  gehende  Ehene  zu  verstehen'). 


•)  Das  liier  im  liaum  über  die  zweite  Figur  Gcsaple  ist  noch  nicht  ersthöpfow/. 
Donn  es  kann  durch  «liesc  zwcilo.  Figur  z.  B.  auch  ein  Telracder  angeJeulet  sein,  ood 
zwar  in  der  Isrhon  auf  pag.   12  erwähnloii|  Auffassung,  dass  der  eine  Slor«  in  irgeod 
oincm  Punkte  einer  Telniederkanle,  und  der  tiitdere  Slern  in  einem  beliebigen  Punlk 
der  gc^jeniibcrlicgcndeij  Kaute  gedacht  wird. 
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Um  die  Hauptsache  zu  wiederholen:  Soll  die  Grösse  f  ver- 
schwinden^ so  muss  die  gegebene  Curve  oder  Fläche  a  eine  zw  ei- 
st ernige  sein.  Schliesst  man  also  diesen  Fall  der  Zweisternigkeit 
von  der  Betrachtung  ganz  aus,  so  wird  die  Grösse  f  ihre  unlere 
Grenze,  die  0,  niemals  erreichen  können,  die  Formel  (21.)  also  um- 
zuwandeln sein  in: 

(83.)  ^>0  . 

Hieraus  folgt  alsdann,  mittelst  (19.): 
(24.)  t<\  . 

Vereinigen  wir  schliesslich  dieses  Resultat  mit  dem  in  (18.)  er- 
haltenen, so  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Zerlegt  man  eine  geschlossene  Curve  oder  Fläche  a  in  zwei  Theile 
cc  und  ß,  von  denen  jeder  aus  beliebig  vielen  einzelnen  Stücken  be- 
stehen kann^  und  versteht  man  unter  p  und  q  z/ivei  auf  a  frei  beweg- 
liche Punkte,  so  wird  die  Grösse 

2h7t 

variiren  mit  der  Art  und   Weise  jener  Zerlegung,  sowie  auch   mit  der 
Liage  der  Punkte  p,  q. 

Setzt  man  aber  voraus,  die  Curve  oder  Fläche  a  sei  überall 
convex  und  keine  zweisternige,  so  wird  f  dem  Spielraum  unter- 
■uorfen  sein: 

(26.)  0  ^  r  <  i  . 

Da  nun  C  bei  stetiger  Abänderung  der  vorhin  genannten  Zerlegung 
-mnd  bei  stetiger  Bewegung  der  Punkte  p,  q  in  stetiger  Wbise  variirt, 
so  muss  [nach  den  Wcierstrass' sehen*)  Principien]  unter  allen  Werthen, 
^die  f  überhaupt  anzunehmen  im  Stande  ist,  ein  bestimmter  Maximal- 
-mcerth  existiren.  Dieser  Maximalwerth  aber  wird  sich,  ebenso  wie  jeder 
andere  Specialwerth  von  f,  der  Formel  (21.)  subordiniren.  Bezeichnet 
^nan  also  diesen  Maximalwerth  der  Grösse  f  mit  A ,   so  erhält  man: 


*)  Es  könnte  wohl  sein,  dass  hier  [beimUebergange  von  (26.)  zu  (27.)]  die  Trag- 
weite der  Weierstrass' sehen  Principien  überschritten  ist.  Ich  betrachte  daher  den  hier 
für  den  Salz  (27.)  gegebenen  Beweis  nur  als  einen  provisorischen,  und  werde  den- 
selben im  folgenden  §  durch  einen  anderen  und  zwar  absolut  strengen  Beweis  ersetzen. 
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Das  80  deßnirte  A  repräsentirt  eine  der  gegebenen  Cune  oder 
Fläche  a  eigenlhümliche  Constante,  welche  die  Configuralions- 
constante  derselben  heissen  mag. 

Wir  kehren  jetzt  zurück  zur  Formel  (17.): 

(28.)  ff-fq^(G-K)t  , 

und  bemerken,  dass  wir  derselben,  auf  Grund  des  soeben  bewiesenen 
Satzes  (27.),  auch  folgende  Gestalt  geben  können : 

(29.)  /-/  -  /•,'  ^{G-K)l  . 

Diese  Formel  wird,  weil  bei  ihrer  Ableitung  über  die  Lage  der 
Punkte  jp,  q  auf  a  keinerlei  Voraussetzung  gemacht  ist,  Gültigkeit 
haben  für  zwei  auf  o  in  beliebiger  Bewegung  begriffene  Punkte  p,  q, 
und  also  z.  B.  in  Kraft  bleiben,  wenn  man  die  Punkte  p  und  g  an 
diejenigen  Stellen  von  a  rücken  lässt,  in  denen  die  Function  f  ihre 
extremen  Werlhe  G'  und  K'  besitzt.     Somit  folgt: 

(30.)  G'  —  A"  ^  {(i  —  K)k  . 

Da   nun   die  Beziehung   zwischen  /",  f  genau   dieselbe  ist  v*?"** 
zwischen  /",  /"',  u.  s.  f.,  so  ergeben  sich,   parallel  der  Formel  (30 
folgende  weitere  Formeln: 

(30  a.)  G"  — A"  %{G'  -  K')  l  , 

(30  b.)  G"'—K"'  ^  (G"  —  K")  X  , 

etc.     etc.     etc. 

Aus    diesen   Relationen  (30.),    (30  a.),    (30  b.),   elc.   entspringt   sofc:- 
folgendes  Formelsystem : 

G'  —  A"  ;S  (G  —  A)  A   , 
G"  — A"'^(G  — A)A»  , 

,31,       .''".■T*■'.■-.*^".  *?''.' 

G(«)-A('')^(G  — Ä')A»  , 


Nehmen  wir  zu  diesen  Formeln  (31.)  noch  die  früheren  Formel 

(1 1.)  hinzu: 

,„2  .  i^  ^  A '  ^  A"  S  A'"  S  . .     , 

^     ^^  G^G'  ^  G"  ^  G"'  ^  . . .   , 

so    haben    wir   jetzt   die    Mittel   in    Hunden  zur  Erreichung  unseres 
eigentlichen  Zieles. 
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Ist  nttmlich  ff  in]  eine  monoUrn  wiu-b}ivinh\  ferner  <J>(/0  eino  monoton 
tibmhmcnäa  Function,    und    ist  übortlics  bckannl,    dass  die  DilTcrenz 

0(h) (f{ll) 

einen  silets  positiven  und  fiir  n  =z  co  gegen  Ntdt  convergirendcu 
Wertli  hat;  so  folgt  hieraus,  dass  beide  Functionen  (f{u)  und  0(h) 
für  n  =  CO  gegen  ein  und  liieadbc  endliche  Comlanfs  cunvergiren. 

Die  hier  den  Functionen  (f{n)  und  ^(ii)  auferlegten  Bedingungen 
sind  aber  erfüllt,  wenn  raan  für  dieselben  respecLive  Ä'"*  und  G*"* 
oiinnil.  Denn  nach  (32.)  isl  Ä""  tnomdon  wacftscttd,  ebenso  G'"^  fit«nu>- 
tott  abnchmeitJ.     Ferner  ist  die  DilTerenz 

ihrer  Natur  nach,  stets  positiv.  Lud  ausserdem  converglrt  diese 
Differenz  für  »  ^  oo  gegen  Null;  wie  sich  solehes  sofort  aus  (31.) 
ergiebl,  falls  man  nur  l)eachtet,  dass  die  Conliijuralioiiinuuislaute  ). 
[vergi.  den  Satz  (27.)]  p*miiv   und  <C  1    if^t.     Man  erhalt  also; 

(33.)  Im'„  =  ,  A-^"5  =  lirf>„^^  (;<")  =  C  , 

WO  i)  eine  hedimmle  auHiche  Cottduute  voistellt.  llwrau»  endlich 
folijl  [vcrgl.  pag.  3J,  daiis  die  Function  /'"'  für  u  ^^  oo  in  oinv 
Cüiistan Il\  und  zwar  in  die  Camdanle  (>'  aicli  wruandtit ;  wa^s  an- 
tjedmlt't  werden  kann  dunlt  die  Formel: 

l3i.)  lim„  =  ,/-(»^  =  C  . 

Hiermit  haben  wir  das  eigentliche  Ziel  lies  gegenwUrligen  § 
^•rrcichl.  lüs  bleibt  noch  Übrig,  einige  Bemerkungen  hinzuzufügen, 
ihe   weiterhin  von  Nutzen  sein  werden. 

Erste  BemerkuDg.  —  Nach  der  Delinilion  der  A''"',  G'"'  ist  stets: 

A(P>  ^  fif')  ^  6'(^)  , 
A'lP+tf)  ^/'(P+9)  ^  G^P'*-**)  , 


(35.) 


^^'^J    p   und   */    irgend    zwei  positive    ganze  Zahlen    vorstellen    sollen. 
Solches  aber  vorausgesetzt,  ist  nach  (32.) 

A-(P)  ^  At»"*^)   und   (,(J'-^v)  :S  f'**"^  ; 

feo  dass  man  also  aus  (35.)  ei-halt: 

A'(P)  S  /''J'^  S  ('^^^  . 
'■^**-  A'(P>  ^f(P-*-'i^  %  (;<?)  . 
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Demgeraäss   liegen  also   die  Werthe  f^^  und  /'*+«^  beide  zwischeD 
demelben  Grenzen  K^\  G^^;  und  es  ist  daher: 

abs  (/"(P+9)  _  fiP))  ^  GfP)  -  KiP)  , 
also  mil  Rücksicht  auf  (31.): 

(37.)  ahs  {f(P*^)  —  f(P'))^iG  —  K)lP  . 

Lässt  man  in  dieser  letzten  Formel  die  Zahl  q  ins  Unendliche  wachsen, 
so  folgt  mit  Rucksicht  auf  (34.): 

(38.)  abs  (C  ~  /•(?))  ^{G  —  K)IP  . 

in  gleicher  Weise,  nämlich   ebenfalls   durch  ein  Anwachsen  von  q 
ins  Unendliche,  ergiebt  sich  aus  der  zweiten  Formel  (36.): 

(39.)  K(p^  %C-^  G<p)  . 

Bei  aW  diesen  Formeln  (35.),  (36.),  (37.),  (38.),  (39.)  ist  fesliuhüH 
dass  p  und  q  beliebige  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  3,  4,-- 
vorstellen. 

Zweite  Bemerkung.  —  Setzt  man  nur  voraus,  dass  die  gegebene 
geschlossene  Curve  oder  Fläche  a  überall  convex  ist,  ohne  dabei 
z.  B.  den  Fall  der  Zwcisternigkeit  auszuschliessen,  so  sind  die  in 
der  Formel  (3.): 

enthaltenen  Grössen  O-^  und  {daX  durchweg  positiv,  und  überdies 
^,  S  1.     Somit  folgt: 

(40.)        abs  /•;  ^  (abs  Q  ^,  +  ^  /(abs  f)  (da),  . 

Bezeichnet  man  also  den  absolut  grössten  Werlh  von  f  [derse''' 
würde  unter  Anwendung  der  in  (5.),  (6.)  eingeführten  Grössen  cf^^ 
weder  =  —  K  oder  =  -\-  G  sein]  mit  M,  so  ergiebt  sich  z-^' 
vörderst  für  jedweden  auf  o  liegenden  Punkt  s  die  Relation: 

(41.)  ahs  fs^M, 

und  alsdann  aus  (40.)  die  Fonnel: 

Das  Integral  f{da\  ist  aber,  nach  (8  z.),  =  h7i{\  —  »>«);   man  erhä 

also : 

(42.)  abs  /"/  ^  M  . 
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Nun  gellen,  was  das  Potential  (1.): 
(48.)  W^^^ffdo)^ 

anbetriirt,  die  bekannten  Relationen: 

(44.)  Wa,  =  /•;  -  /,  ,         fvergl.  (24),  (25.)  pag.  46]  . 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (41.),  (42.),  und  falls  man  von  Neuem 
beachtet,  dass  t>,  positiv  und  <  1   ist: 

abs  TV,  ^  2if  , 

(45.)  absWo,  ^2Jlf, 

abs  Wis  S'2  3/  , 

Analoges  gilt  aber  auch  für  die  W^  und  W, .  Es  repräsentiren 
oäüilich  die  W^  und  W^,  zusammengenommen  eine  Fttndamenialr- 
(mclion  des  Gebietes  91  [Salz  pag.  47].  Und  nach  (45.)  gilt  für 
sämmtliche   W„,  die  Formel 

Zufolge   eines  bekannten  allgemeinen  Satzes  über  die  Fundamental- 

functionen  [Erster  Satz  pag.  26]  wird  daher  für  die  W^  ebendieselbe 

Formel  gelten: 

—  ^M^Wa^  +  iM: 

woraus  folgt: 

(46.)  ahsWa-^iM. 

In  ahnlicher  Weise  wird  man  offenbar  erhalten: 
(47.)  abs  Wi^2M  . 

Wese  Formeln  (45.),  (46.),  (47.)  führen  zu  folgendem  Satz: 

Denkt  man  sich  auf  einer  über  all  convexen  geschlossenen  Curve 
oder  Fläche  a  [die  übrigens  mit  Ecken  resp.  mit  Ecken  und  Kanten 
behaftet   sein   darf],   irgend  eine  daselbst  stetige   Function  f  vorge- 
schrieben^   deren    absolut    grösster    Werth  M  heissen   mag,    und 
setzt  man: 

(48.)  W^  =  -^Jf(da)^  , 

so  werden  die   W,,    W„,    W„,,    W,,    W„,  ihrem  absoluten  Beirage  na(Ji, 
durchweg  "^  ^M  sein. 


C   NstMANN, 


§6- 

Genauere  üntersachung  der  im  vorhergehenden  Paragraph  eingeftlineD" 

variablen  Grosse  C< 

In  oinem  beliebigen  geradlinigen  Viereck  AßCD  wird  die 
biiungslinie   des   bei  A  gelegenen  Innenwinkels   nolliwendiger  Weisaj 
durch    das  Cenlruni   tlrs   dem    Vivtcck    einbi'schncbem'U   Krcibcs  «ejjci 
Gleiches  giU  von  den  Winkeln  jß,  C,  l).    Somit  gelangt  man  zu  dca 
Satz,    dass   bei   jedem  Viereck  die  Halbiningslinien    der  vier  iDueii- 
winkel  sich  in  ein  und  demselben  Punkte  schneiden. 

Dieser  Salz    ist    oirenbar    ftdach.      Und   der   von   uns  gemachi 
Fehler   hosleht  darin,    dass  wir  mit  einem  in  Wirkliclikeil  mlil  exi-* 
slirenilen  BegrilT  (nUnilich    mit   dem   ßegrill"  des   dem  Viereck  einbe- 
schriebenen  Kreises)  operirt  haben.     Es  erwachst  hieraus  die  Kci;!'!. 
dass  man  bei  mathematischen  Untersuchungen,  falls  Fehler  veruiiedtn 
weiden  sollen,  keinen  Begriff  früher  gebiauclicn  darf,    als  bis  seioe 
Esisli'HZ  nachgewiesen  ist,  —  selbst  dann  nicht,  wenn  der  belreircDile 
ßegriir  nur  eine  auxiliurc  Rolle  spielt,    und   das   schliesslich  sich 
gebende  Resultat  von  demselben  frei  ist. 

So  wird  man  z.  li.  den  Mtuimtiturrth  einer  gegebenen  Fuutlion 
in  die  Helium  der  aufeinander  folgenden  Conclusiunen  niemals  aul- 
nehmen  iliirfen,  falls  nicht  zuvor  seine  Exislettz  constatirl  ist. 

Nun  ist  im  vorhergehenden  §  bei  Aufstellung  des  Satzes  (f 
pag.  '6'6  von  dem  Mtii-imalunihf  der  Variablen  ^  Gebrauch  gern; 
worden.  Wäre  C  eine  (jotnifiulichv  Function  von  u  Argumenten, 
würde  (weil  die  Stetigkeit  von  C  keinem  Zweifel  unterliegt)  die  fcT-^ 
sh-tt:  eines  solchrn  Maximaiwerlhes  ohne  Weiteres  folgen  aus  ein^-^ 
bekannten  Wcicrslrafis'ai'fti'n  Theorem.  Bei  dt-m  ganz  itLsondriii 
Charakter  dei-  Variablen  ^  ei*scheint  aber  die  Anwendbarkeit 
Weierslrass'schen  Theorems  auf  diese  Variable  C  einigerniassen 
th'NUith,  mithin  <lic  li.'iistenz  eines  Maxinialwerthes  vim  tT  einig 
massen  misivher,  und  hierdurch  das  Fundament  des  in  Rede  stehet 
den  Salzes  (27.)  pag.   o.'i  einigenuassen  ersehutk'it.  ^^ 

Demgeniliss    werde    ich    diesen   Salz   (27.)    im    gegen wJJrtigc^fl 
auf   einem    titideni  Wege    ableiten,    und   zwar  auf  einem   Wege, 
von  subtilen   Maximums-  oder    iMinimums-Untersucliungen  völlig 
und   Uberhau()t    von    ganz    elcmenüarer  Natur   ist.      Dabei  lieschrl 
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ich   mk'h    von    vornlieroin    auf  solcJje    Oirveii   oder   Fhlcheii  0,    die 
überall  couvrx  und  keiur  ztrpistfrni(jcii  sind. 
^V  Es  handcU  ^ich  iiiii  die  Yariiible 


,!•) 


t^  i  — 


th;i 


(vgl.  pag.  5S); 


es  mag  wie  früher  gesetzt  werden: 


(2.) 


r-<  — 


wo  alsdann  ^  die  Bedeutung  liiil: 

■       (3.)  ^-/('/«V+/(^',^),  . 

'  Irli  liegirine  in  der  lihrtn',  und  zwar  niil  dem  Falle,  dass  die 
Curve  ff  ein  yeraillinifics  Fünf'n-k  isl.  Alsdanii  wird  also,  weil  a 
überall  ronvex  und  iiiclil  zweisternig  sein  soll,  voraus/gselzen  sein, 
d(i/w  die  hmcnir\iikt4  divses  Fünfctiin  thnrhwftj  <^  ISO",  iiml  ilnss 
tme  Seileu  dun-hm'tj  >  0  aind.  Diese  Seiten  des  Fiiiitfrks  seien 
kzeichnet  inil  «,  //,  f ,  r/.  e;  ferner  sei  k  die  kleinste  dei-selben, 
un<!  Q  irgend  eine  posilive  konstante,  die  <C  ^  ist.  üeherdies  sei 
dor  zu  tf  e(impleme}ilare  Thril  der  Peri|)lierie  des  Fünfecks^  d.  i. 
die  gei>rofhen(*  Linie  heile,  mit  A  i»ezeielinet-  i<!l)enso  sei  der 
jtu  b  complemenlare  Tlieil  jeiu>r  Peripherie  mil  fi  benannt;  u.  s,  w. 
^P  Denkl  man  sich  um  die  hriden  Kndpunklo  von  a  Kreise  he- 
sclirieben  vom  Kadius  (y,  und  dii»  innerhalb  dieser  Kreise  belindlicheD 
riitilf  von  ff  und  A  ansijelmehl,  so  nn"igen  die  alsdann  noch  übrig 
)leiti(Miden  Theüe  von  a  um]  A  respeclive  mil  a^  und  yl„  bezeiehnet 
K^in.  Alsdann  sind  olfcnbar  11^^  nnd  /i,,  zwei  von  einander  vHUitj  ijf- 
fenule  (iebilde,  c/^,  tjerndtiuuj^  und  A^  e^lxn^  (jehrm-hene  Linie  mit  drei 
vlckeii').  In  analoger  Weise  mögen  l\^  und  li^  ferner  e^  und  C^^ 
ferner  rf.  und   H  ,  endli»  li  e    und   E    «lelinirl   sein. 

Ich  werde   nun   nachweisen,   dass  der  in  (3.)  angegebene  Aus- 
Iruck: 

Vvie  man  die  beiden  Tlieile  «  nnd  (^  der  Peripherie  a  des  gegebeneu 
Fünfecks  auch  immer  wühlen  mag,  slels  ]>  0  bleibt,  so  lange  die 
Vimkle  /),  q  in  ihrer  Bewegung  inif  A„  hesehräukt  sind.     Solches  aiis- 


)  Vergl.  die  l'^igur  pag.  Ci. 
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gefühlt  gedachl,  wird  alsdann  offenbar  Gleiches  auch  gellen,  wenn 
die  Bewegung  der  beiden  Punkte  p,  q  auf  B^  beschränkt  ist,  ebenso, 
wenn  sie  auf  C^,  oder  auf  D^,  oder  auf  E^  beschränkt  ist.  Ihemi 
wird  alsdann  aber  zwjleich  dargethan  sein^  dass  f  auch  dann  slels 
>  0  bleibt,  wenn  jene  Punkte  p,  q  auf  der  Peripherie  a  des  FüDf- 
ecks  in  völlig  freier  Bewegung  begriffen  sind.  Denn  welche  Lage 
man  den  Punkten  /},  q  auf  dieser  Peripherie  auch  zuertheilen  mag, 
stets  werden  sie  entweder  beide  auf  A^^  oder  beide  auf  ß,,  oder 
beide  auf  C^,  oder  beide  auf  D^,  oder  endlich  beide  auf  E^ 
—  wie  sich  solches  leicht  beweisen  lässt  in  folgender  Art. 


Man  denke  sich  die  Punkte  p,  q  auf  der  Peripherie  des  Fünf- 
ecks beliebig  .markirt,  und  bezeichne  diejenige  der  fünf  Seiten  a,  6,  c,d,t, 
auf  welcher  p  liegt,  oder  (falls  p  in  einer  Ecke  des  Fünfecks  gelegen 
sein  sollte)  eine  von  denjenigen  beiden  Seiten,  auf  denen  p  liegt, 
mit  M.  Desgleichen  bezeichne  man  diejenige  Seite,  auf  welcher  } 
liegt,  resp.  eine  von  denjenigen  beiden  Seiten,  auf  denen  q  liegt, 
mit  V.  Möglicherweise  können  p  und  q  beide  auf  derselben  Seite 
sich  befinden ;  alsdann  würden  u  und  v  untereinander  identisch  sein, 
—  was  auf  den  Gang  unserer  Betrachtungen  keinen  Einfluss  hat. 

Man  bezeichne  nun  die  beiden  Endpunkte  der  Seite  «  mit 
P,  P',  und  zwar  der  Art,  dass  pP  ^  pP'  ist.  Alsdann  wird  olTenbar, 
P  P  P' 


weil  (nach  der  Definition  von  ())  PP'  >  2()  ist,   die  Formel  gellen: 

(«.)  pP'>Q  . 

Ebenso  bezeichne  man  die  beiden  Endpunkte  von  v  mit  (?,  Q',  der  Art, 
dass  qQ  ^  qQ'  ist;   so  dass  also  wiederum   die  Formel   stattflndel: 

iß-)  qO'>e  ■ 

Die  beiden  Punkte  P,  Q  repräsentiren  zwei  Ecken  des  gegebenen 
Fünfecks.     Diese  beiden   Ecken  P,   Q  können   zusammengenommen 
höchstens  vier  Seiten  des  Fünfecks  angehören.     Es  wird  also  slels 
mindestens  eine  Seite  existiren,  die  von  P,  Q  frei  ist.     Diese  von  P,  Q 
freie  Seite   mag  w   heissen.      Und   sollten  mehrere  solche  von  P,  0 
freie  Seiten  vorhanden  sein,    so  mag  unter  iv  irgend  eine  derselben 
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Mchviel  welche)  versl.anik*n  wciitt-n.  (lleiclizeitig  laüi^en  die  Be- 
cltDungon  «'^,  \V,  VV^  einü;ct'iiiiii  wt-nlcüi,  geiuiu  in  derselben 
■B,  wie  z.  B.  mil  Bezui?  inil'  a  die  HRüeicImuugcn  rt^,,  A,  A^  ge- 
wicht sind;  so  ilass  z.  H.  W  ctnt!  fjrhrnriituic  Lin'u\  niimiicli  einen  Cnm- 
t  von  vii'r  Srilrn  \fnslelll.  Alsdunn  i^eliüren  die  beitlen  Seiion 
<7.)  n—PpP'     und     vz=^(jq{t' 

hwendii^er    Weise    znui    Seilenconiples     W .       Denn    i^i'liurte    •/..    B. 
Seile  M  =  PpP'  n'ivht  zu  W\  so  niUssle  sie  idenitsch  sein  niil  n\ 
1  es  niüsslc    also    w    \\i?\\    INinkl  P    enllialten,    wiihiend    dncli   w 
iner  Definition  züfoli,^e)  von    P  fh'i  sein  sotl. 

■Die  beiden  lunijntttlik  tlvs  <',oni(>le\eR  W  sind  oirenbar  identisch 
[  den  beiden  Kmlpuitlifeu  der  Seile  w.  Und  dtdiei  isl  zu  Im'- 
rken,  dass  keiner  ilei  beiden  Punkle 

{S.)  P  und  <,J 

i  Endpunkt  von  W,  oder  (was  dasselbe)  ein  Endpunkt  von  «-  sein 
an.  Denn  sonst  würde  w  inil  /*  behaftet  sein,  resjteetive  mit  Q, 
ihrend  docli  w  iseinei'  Definitiftn  zufi}fij;c)  von  /'  und  Q  frei  sein 
1.  Schhesslicl)  sei  noe[i  bemerkt,  dass  die  vier  den  Complex  W 
nstituirenden  Seiten  in  iKtterc  und  dHfsserf  cinlhcill)ar  sind;  wobei 
dann  unter  den  äusseren  diejenii;en  beiden  zu  verstehen  sein 
»rden,   weh-he  je  einem   EttdpHukli-  von    \V  sieh  anschhessen. 

Wir  kouniicn  endlich  zürn  eigenlh'chen  Kern  der  Sache.  Der 
nkt  p  hegt  auf  «,  also,  nach  (^.),  auch  auf  W.  Nun  Itml  sich 
?r  nachwe'mniy  dass  p  nicht  nur  uuf  VV,  sondern  muh  auf  W  liegt. 
3S  bedarf  olfenbar  für  den  Fall,  dass  «  =  PpP'  eine  innere  Seite 
s  (Komplexes  VV  isl,  keiner  weiteren  Erläuterung.  Ist  andererseits 
=:  Pp  P'  eine  iimsere  Seite  des  Complexcs  W,  so  niiiss  entweder 
oder  P'  ein  Endjiunkt  von  W  sein;  und  es  muss  ilaher,  weil  die 
itere  .Möglichkeit  diuch  {A.\  abgeschnitten  wird,  «lolhwcndiger  Weise 
r Punkt  P'  ein  Endpunkt  von  IV  sein.  Der  Absland  des  Punktes/)  von 
Jseni  Endpunkte  P  isl  aber,  nach  («.),  >  i*.    Folglich  liegl  p  auf  >V  . 

Der  Punkt  /i  befindet  sich  also  unter  allen  UnisUinden  auf  VV. 
id  Gleiches  wird,  mittelst  ((i.),  (y.),  (A.)  für  q  nachweisbar  sein. 
I  liegen  also  die  Punkle  ;^  q  beide  auf  VV^,  d.  h.  entweder  beide 
f  A. ,  oder  beide  auf  ß  ,  oder  beide  auf  t'„,  oder  beide  auf  D  , 

endlich  beide  auf  £"  .  —   Q.  e.  d. 
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In  der  nachstehenden  Figur  sei  a  die  wilere  Seite ;  so  dass  also 
tfj  den  ausserhalb  der  beiden  Kreise  ((>)  befindlichen  stark  markirten 
Tlieil  der  Linie   a ,   und  A^  die   ausserhalb  jener  beiden  Kreise  be- 


tindliche  slark  marhirtc  gebrochene  Linie  bezeichnet*).  Ist  nun  d« 
irgend  ein  Element  der  Linie  «„ ,  und  p  irgend  ein  Punkt  auf  ^,< 
so  wird  [vgl.  (2.)  pag.  28]: 

da  .  cos  ö 

wo  !'j  (Ion  Abstand  dos  Punktos  p   von  da,  und  d  den  Winkel  von 
E   gegen   die    auf  da   errichtete  Normale    vorstellt,     (lonstriiirl  w^o 
eine  die  Linie  a,,  in  da  berührende  und  durch  p  gehende  Krcispci''' 
pherie,    so    orgiebt   sich    für    den   Radius    li    dieser   Peripherie  *^^^ 
Gleichung:   2  li  cos  (V  =  hJ;    wodurch   die    Formel  (4.)  übergehl  i^' 

(5.)  i<io),  =  %  ■ 

Welche  Lage  man  nun  dem  Elemente  da  auf  «„  unil  d^^ 
Punkte  /)  auf  A^^  zuerlheilcn  mag,  niemals  kann  dabei  der  Kreisradius  ' 
unendlich  gross  werden;  denn  der  Punkt  ;)  kann  bei  einer  Durcl'" 
laufung  der  gebrochenen  Linie  ^4^,  niemals  auf  die  Linie  «„  oder  an*^ 
die  Verlängerung  derselben  fallen  "*). 


*)  In  (lieser  Figur  ist  in  der  That  Q  <C.  -  ,   entspreciiend   der   auf  paj;.  ei  gc- 

2 
mncnten  Festsetzung. 

**)  Es  ist  liierbei  die  anfangs  (pag.  61)  gemachte  Voraussetzung  im  Auge  zu  b«> 
lialten,  dnss  das  gegebene  Fünfeck  überall  convex  imd  koin  ztceislerniges  sein  soll,  d.is 
also  seine  Innenwinkel  durchweg  <^  180",  und  seine  Seiten  durchweg  >  0  sind. 


Über  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels.  769 

fa  noch  mehr:  Man  erkennt,  dass  der  grösste  Werth,  den  jener 
s  R  für  alle  auf  a^  befindlichen  Elemente  da  und  fUr  alle  auf 
ifindlichen  Punkte  p  annehmen  kann,  ein  bestimmter  end- 
;r  ist,  der,  falls  die  Seiten  und  Winkel  des  Fünfecks  in  be- 
ter  Weise  (jegeben  sind,  sofort  und  ohne  Muhe  bei'echnet  werden 
Bezeichnet  man  nun  diesen  bestimmten  endlichen  Werth 
?^,  so  ist  7?  stets  ^  /J^;  so  dass  sich  also  aus  (5.)  ergiebt: 

(6p.)  {da)p  ^  Ö-J7-  ,     (vorausgesetzt  da  auf  a„ ,  und  p  auf /<„)  . 

it  man  statt  p  irgend  einen  anderen,  ebenfalls  auf  A^  gelegenen 
.  9,  so  wiederholt  sich  dieselbe  Formel: 

(ßq.)       {({a)g  ^  ^j^  ,     {da  auf  «„ ,  und  q  auf  AJ  . 

VVir  zerlegen  jetzt  die  ganze  Peripherie  des  Fünfecks  [genau 
rUhor,  Satz  pag.  55]  in  beliebiger  Weise  in  zwei  Tlieile  a  und  /?, 
i  jeder  aus  beliebig  vielen  einzelnen  Stücken  bestehen  kann, 
bezeichnen  die  auf  a^  fallenden  Theile  von  «  und  ß  respcclive 
ij  und  /?(, ;  so  dass  also  a^  durch  die  Gesammtheit  von  «^  und  ß^ 
stellt  ist: 

(7-)  «„  =  a„  4-  ßo  • 

nn   wird  offenbar,   weil  «,   einen  Theil  von  «,  möglicherweise 
das  ganze  a   reprüsentirt  [und  weil  überdies  die  (rf«),  durch- 
posiliv  sind;  vergl.  (8x.)  pag.  49],  die  Relation  stattfinden: 

f{da)p^fida,)p  . 
SO  ergiebt  sich: 

fidß)g^ßdß,\  . 
;em<iss  folgt  aus  (3.)  pag.  61   sofort: 

(8.)  §  '^ßdajp  -\-J{dß,\  . 


da, 
!S  {dßX  -^  f|"-.     Somit  folgt  aus  (8.): 


(6p.)  ist  aber  jedwedes  {da\  ^  ^  ",   und   nach  (6q.)  jed- 


«'»  -=  2« 


A 
m  ^  c^/dc^  +fdßo   _  gp  +  ß, 

mit  Rücksicht  auf  (7.): 
(<0a.)      ^  ^  -^jr-  ,    (vorausgosotzl  /)  und  q  beide  auf  A^)  . 

andl.  d.  K.  Gcscllscb.  d.  WiHHi<nscb.  \\U.  SS 
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Bei  analoger  Bezeichnungsweise  wihl  sich  nun  ferner  ergebe 
(< Ob.)      I  ^  -^-^-     ,     (falls  p  und  q  beide  auf  S„)  ; 

Zli]3 

hier  steht   alsdann  Rs  zu   6^,    ß^   in   derselben   Beziehung   wie  F^^ 
zu  a^,  A^.     U.  s.  w.  U.  s.  w. 

Im  Ganzen  erhält  man  fünf  solche  Formeln  (10  a.),  (10  b.),  ek?., 
in  denen  fünf  Grössen  Ä,   nämlich  li^,  Rg-i  I^ci  I^pi  ^j?  enlhallen 
sind,  die  durchweg  ebenso  wie  Ra  5  völlig  bcdimmle  endliche  Wertlje 
haben.     Bezeichnet  man  nun  den  kleinstm  der  fünf  Quotienten; 


(11.) 


h  *ü  Co  '^0 


2/Ja  '     iliß  '     Hie  '     2fl/)  '    2fl* 
mit  ii\  so  folgt  aus  jenen  fünf  Formeln  sofort: 

I  ^  x' ,  (falls  p,  q  beide  auf  A^)  , 
I  ^  X* ,  (falls  ;),  q  beide  auf  Ä„)  , 
(12.)  I  ^  X* ,  (falls  p,  9  beide  auf  C„)  , 

I  ^  x' ,  (falls  p,  q  beide  auf  /)„)  , 
^  ^  x' ,  (falls  p,  </  beide  auf  E^  . 

Folglich  gilt  die  Formel  ^  ^  x^  ganz  allgemein  für  zwei  auf  der 
Peripherie  des  Fünfecks  in  beliebiger  Bewegung  begriffene  Punkte  p,  ?• 
Denn  welche  Lage  dieselben  auf  dieser  Peripherie  auch  annehmen 
mögen,  stets  wird,  wie  vorhin  bewiesen  ist,  unter  den  gebrochenen 
Linien  A^,  ß^,  C^,  7)^,  E^  eine  vorhanden  sein,  welche  gleichzeitig 
beide  Punkte  enthlUt.     Aus  dieser  ganz  allgemein  geltenden  Formel 

(13.)  I^x* 

folgt  sodann  aber  mittelst  (2.)  pag.  61  ,  dass  in  gleicher  Allgemein- 
heit auch 

(14-)  tS1-|^ 

ist*).  Die  Constante  x^  repräscntirt  den  kleinsten  der  in  (11.)  auf- 
geführten Quotienten,  und  besitzt  also  einen  jeder  Zeit  berechen- 
baren positiven  und  von  Null  verschiedenen  Wcrth.  Und  demgemüss 
ist  die  Differenz 


nothwendig  <  1 


27ir 


')  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  in  (3.)  enthaltene  Zahl  h  hier  im  Fall  der  Bene 
=  i  ist.     ■ 
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Hiermit  können  wir  in  Verbindung  bringen  ein  früher  [in  (18.) 
53]  auf  völlig  unanfechtbarem  Wege  erhaltenes  Resultat,  dem- 
ge  die  Variable  f  stets  positiv  bleibt.  Da  nun  nach  (1 4.)  dieses 
positive  ^^l\   —  ^1  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Constante 


X 


falls  pomtiv  ist.  Bezeichnet  man  daher  diese  Constante  mit  A, 
;;langt  man,  auf  Grund  der  Formel  (14.),  zu  folgendem  Resultat: 
Denkt  man  sich  irgend  ein  geradliniges  Fünfeck  gegeben, 
setzt  man  voraus,  dass  die  Peripherie  desselben  überall  convex 
keine  zweisternige  ist,  so  mrd  die  dieser  Peripherie  ent- 
hende  Variable  ^,  unter  allen  Umständen,  immer  nur  solche  Werthe 
whmen  im  Stande  sein,  die  der  Formel  Genüge  leisten: 

(t5.)  0  S?^^<  <  ■ 

i  bezeichnet  X  eine  positive  Constante,  die  wirklich  <  1  ist,  d.  h. 
positive  Constante,  die  um  einen  angebbaren  De  trag  <C  1  ist. 
zwar  würde  man  diesen  Detrag,  falls  die  Seilen  und  Winkel  des 
xks  in  bestimmter  Weise  gegeben  sind,  sofort  und  ohne  Mühe  zu 
hnen  im  Stande  sein. 
In   genau   derselben   Weise    wie    das    Fünfeck    wird    man    nun 

auch   den  Halbkreis  behandeln  können.     Man   hat  zu  diesem 
k   die  Peripherie   des  Halbkreises  in  fünf  Theile   a,  h,  c,  d,  e 


jrlegen,  von  denen  a  den  Durchmesser  reprasentirt,  mithin  =  2 
alls  man  den  Radius  des  gegebenen  Halbkreises  der  Einfachheit 
n  =  1    nimmt.     F(lr  die   vier  anderen  Theile  b,  c,  d,  e  kann 

52» 
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man   je    ein   Viertel   der   halben   Kreislinie    nehmen;    so   dass  also 

TT 

jeder  der  Theile   6,  c,  d,  c  die  Länge  -r-  besitzt.      Ueberdies  kann 

man  den  Radius  q  der  anzuwendenden  kleinen  Kreise  (die  um  die 
gegenseitigen  Grenzpunkte  von  a,  6,  c,  d,  e  zu  beschreiben  sind), 
beliebig  wählen,  jedoch  der  Arl,  dass  ausserhalb  dieser  Kreise  noch 
gewisse  Stücke  jener  Theile  6,  c,  d,  e  übrig  bleiben.  —  Solches 
festgesetzt,  ist  alsdann  die  anzuwendende  Methode  Schritt  für  Schritt 
dieselbe  wie  vorhin  beim  Fünfeck,  auch  genau  von  demselben 
Resultat  (15.)  begleitet,  und  genau  von  derselben  Evidenz. 

Solches  erkannt,  übersieht  man  jetzt  sofort,  dass  jener  Satz  (15.) 
in  ganz  analoger  Weise  constatirbar  ist  für  jede  beliebige  überall 
convexe  und  nicht  zweisternige  geschlossene  Curve  a.  Man  wird  zu 
diesem  Zweck  die  Curve  o  in  irgend  welche  fünf  Theile  a,  6,  c,  d,  e 
zu  zerlegen,  und  dabei  nur  darauf  zu  achten  haben,  dass,  falls  die 
Curve  geradlinige  Strecken  besitzen  sollte,  keine  dieser  geradlinigen 
Strecken  bei  jener  Zerlegung  zerschnitten  wird. 

In    analoger    Weise    lässl   sich    nun    auch   die   Untersuchung  im 
Räume   bewerkstelligen.       Wir    betrachten    zunächst    ein  von  sieben 
ebenen  Seitenflächen  begrenztes  Polyeder,   welches   überall   convex  und 
nicht  zweistcrnig  sein  soll  (wie  z.  B.  ein  mit  zwei  ebenen  Endflächen 
versehenes   fUnfseitiges  Prisma),    und   bezeichnen  die   sieben  Seilea- 
tlächen  in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit  a,  b,  c,  d,  e,  /*,  g.     Der 
zu  a  complementare  Theil  der  Polyederoberfläche,  d.  i.  der  Complex 
bcdefg   mag  mit  A,   ebenso   der   zu   b   complementare  Theil  jener 
Oberfläche    mit  B  bezeichnet   sein,    u.  s.  f.      Beschreibt   man  uro 
sUmmtliche  Punkte  der  Peripherie  der  Fläche  a  kleine  Kugelllächen, 
alle   vom   Radius   (>,    so   liefern    all'   diese   Kugelflächen   zusammen- 
genommen  eine   bestimmte  Enveloppe  (die   die  Gestalt   eines  in  sieb 
zurücklaufenden  Kanales  besitzt).     Denkt  man  sich  nun  die  innerhalb 
dieser  Enveloppe  liegenden  Theile  der  Polyederoberfläche  ausgelöschif 
so   mögen   die   alsdann  noch   übrig  bleibenden  Theile  von  a  und  ^ 
resp.  mit  a^  und  .4,  bezeichnet  sein ;    so  dass   also  a^  und  A,  zwei 
von   einander   völlig   getrennte   Gebilde    repräsentiren.      In   analoge'" 
Weise  mögen  6„,  /?„  definirt  sein,  ferner  c,,  C^,  u.  s.  f.;  w^obeider 
für  die  kleinen  Kugeln  resp.   Enveloppen    anzunehmende    Radius  ? 
stets  ein  und  derselbe  sein  soll. 


19] 
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I  Diese  (i<»nsliinto  (i  braucht  (ilirigins  niiliL  j^'t-railu  eiuu  siiper- 
aliv«  Kleinheit  /u  habfii,  somlnii  nur  ao  klein  zu  sfiii.  d;iss  this 
'olygon  n^  rlnrnt  i'irle  Seiten  hol  uir  «  seiher.  dass  ferner  this 
*oljgon  ^„  ebenso  viele  Seiten  liut  vvi«,'  ^,  u.  s.   f. 

t  Nachdem  (>,  dieser  Reslrielion  eüt^|nechend,  in  heiiliinmU'r  Weise 
liresetzl,  milhin  <»  ,  A  ,  &  ,  //  ,  etc.  ehenralls  vülliij;  bvfitimntt  lixirt 
änil,  wollen  wir  jetzt  in  der  Ebene  der  beiden  Polygone  a,  <*„  eine 
<r('i.'<linio  vom  Radius  (>  eonstniireii.  Diese  Kreislinie  wird,  falls 
man  ihi"  C.enlruiii  iümjs  der  Penpherie  des  Pidtjtjtnts  a^  IVurlwandern 
lilssl,  fortdauernd  mit  der  l'eri|)herie  \w\  a  in  HeriihntiKj  bleiben; 
und  zwar  der  Art,  dass  in  jedem  Aüi^enblick  i'iilweder  einer  uilei' 
zwei  BerUhrtini;s|iunklc  vorhanden  sind.  Fernei"  wird  diese  Kreis- 
linie, wenn  man  ihr  (ii-nlrnm  iiinerhalh  a^  sich  beweisen  liisst,  die 
Peripherie  von  a  ainjeuds  Irellen.  luidlich  wird  diese  Kreislinie, 
falls  man  ihr  ('.entrum  zwinebeii  den  beiden  Peripherien  von  a^^  und  n 
sich  fortbewegen  lössl,  die  Peripherie  von  a  sehneiden,  jedoch  <Ier  Art, 
dass  sie  in  jedem  Augenblick  von  allen  Seilen  oder  Kanten')  des 
l^olygons  rt  innner  nurciwe  oder  aber  zwei  au  feinander jhlgemle  schneidet. 

ti       Diese  Bemerkungen  vorausgeschickt,  werde  ich  nun  nachweisen, 
ass  die  dem  gegebenen   Polyeder  entsprechende  Variable 

K  $=fidct)p-{-f{dfi)^ 

Stets  >  0  bleibt,  so  lange  die  Punkte  p,  q  auf  A^  beschrankt  sind. 
Gleiches  gilt  alsdann  für  eine  BeschrJlnkung  dcrsellicn  auf  ß^,  oder 
auf  C^j  11.  s.  f.  Und  Gleiches  gilt  daher  alsdann  auch  fUr  den  Fall, 
dass  die  Punkte  p,  q  auf  der  gegebenen  Polyederoberllüche  in  völlig 
freier  Bewegung  bcgrilTen  sind.  Denn  welche  Lage  man  den 
Punkten  p,  q  auf  dieser  Oberfliiclie  auch  zuerlheilen  mag,  stets 
werden  sie  entwedei'  beide  auf  A^,  oilvr  beide  auf  />',,,  u.  s.  f.  sicli 
beliiulen,  wie  sich  solches  in  folgender  Art  beweisen  Uisst. 


'       Die  Punkte    p,    q    seien    auf    der    PolyederoberllUclie    beliebuj 

markirl;  und     es     sei     xt     diejenige     der    sieben    PolyederllJichcn 

tf,   £»,   <-!  </,    c,  /',  y,    auf  welcher  p,    und    v   iliejcnige,   auf  welcher 

q  liegt.  ^''"*  Ijezeichne  nun  eine  Ecke  des  Polygons  u  mil  l\   die 

•)  Icl)  bezoiciltie  die  Seiten  des  PoJyyons  a  :ils  Kanten,   weil  sie  Kanten  de»  ge- 
gegetjencn  Polyeders  sind. 
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beiden  von  P  ausgehenden  Seiten  (oder  Kanten)  des  Polygoos  niil 
PP'  und  PP\  und  alle  übrigen  Seiten  (oder  Kanten)  des  Polygons 
zusammengenommen  mit  P"  P".  Und  zwar  richte  man  diese  Be- 
zeichnungen der  Art  ein,  dass  der  auf  u  markirte  Punkt  p  von  jed- 
weder Seite  des  Complexcs  P'P"  einen  senkrechten  Abstand  hat,  der 

(«•)  >  Q 

ist,  —  was  zufolge  der  Ueberlegungen  auf  pag.  69  stets  möglich 
sein  wird*). 

In  analoger  Weise  mögen  auf  v  der  Punkt  Q  und  die  Symbole 
QQ\  QQ'\  Q'Q"  definirt  sein;  also  der  Art,  dass  der  auf  i>  gegebene 
Punkt  q  von  jedweder  Seite  des  Complexcs  Q'Q"  einen  senkrechten 
Abstand  hat,  der 

iß)  >Q 

ist. 

Die  Polyederecken  P  und  Q  liegen   zusammengenommen  (weil 

die  PolyederoberflJiche  aus  sieben  ebenen  Flächen  besteht,  und  keine 

zweisternige   sein   soll)   höchstens   auf  secfis  Polyederflächen.    Unter 

allen  Umständen   wird   also  eine  von   P  und  Q  freie  Polyederfläche 

angebbar  sein.      Sie  mag  w  heissen.     Und  dementsprechend  mögen 

die  Bezeichnungen  u\,  W,  VV^,  angewandt  werden.     Alsdann  gehören 

die  beiden  Polyederflächen 

(y.)  M  =  ip  P  P'  P")     und     v  =  {qQ  Q'Q") 

jedenfalls  zu  W.  Denn  gehörte  z.  B.  u  nicht  zu  VV,  so  niüssle  w 
identisch  sein  mit  w;  es  miisste  also  w  den  Punkt  P  enlhaltcn, 
während  doch  w  (seiner  Definition  zufolge)  von  P  frei  sein  soll. 


')  Denkt  man  sich  nämlich  in  der  Kbenc  der  Polyederflächc  m  um  den  gi^ 
gebenen  Punkt  ;>  (als  Centnnn)  eine  Kreislinie  vom  Uadius  Q  beschrieben,  so  sind. 
welche  Lage  auch  j)  auf  u  haben  mag,  stets  nur  drei  Fälle  möglich.     Entweder  di« 
Kreislinie  schneidet  (rcsp.  berührt)  t)ar  keine  Seite  des  Polygons  u  ;  oder  sie  schneidet 
(resp.  berührt)  nur  eine  Seite  des  Polygons ;  oder  endlich  sie  schneidet  (resp.  berührt^ 
zwei  aufcinanderfolyendc  Seilen  des  Polygons.     Siels  wird  man  also  die  Bezeichnungen 
PP',  PP",  P'P"  der  Art  einrichten  können,  dass  der  Complex  P'  P"  nur  solche  Seilen 
enthält,    die   von  jener  Kreislinie  weder  geschnitten   noch    auch   berührt   werden. 
Alsdann  aber  wird  p  von  jedweder  Seite  dieses  Complexcs  P'  P"  einen  senkrechten 
Abstand  haben,  der  ^■-  p  ist.  —  Q.  e.  d. 
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Die  Piriphcrie   tk-s  (Komplexes    W  ist  ullV-nlnir  idenliscli  mit  dur 

Ä^nphtrie  von  u\     Hieraus  folgt,  iluss  keiner  der  Ijoidcu  Puuklc 

M         (ö.)  P    und     Q 

auf  der  Peripherie  von  VV",  oder  (was  dasselbe)  juil'  der  Peripherie 
Aon  w  hegen  kann.  Denn  sousl  würde  ir  inil  P  hehaflel  sein, 
respeclive  mit  0,  vvührend  doch  w  (seiner  Definition  nach)  von  /' 
und  Q  frei  sein  soll.  Dabei  sei  bemerkt,  dass  die  sechs  den  Complex 
W  conslitiiirenilcn  Flüchen  in  iumn^  und  flusstrc  einiheilbar  sind. 
wobei  alsiiaun  unter  den  tiusscrcn  dit^Jenigen  zu  verstehen  sein  werden, 
welche  der  Peripherie  von    W  sich  anschliessen. 

B  Der  Punkt  p  liegt  auf  «,  also  nach  (;'.)  auch  auf  W.  Nun 
läsitl  »ich  aber  zeiifen,  dasn  ilrr  Punkt  p  nicht  nur  auf  VV,  sondern 
auch  auf  \\\  Heiß.  Dies  bedarf  für  den  Fall,  dass  u  eine  innere 
Flache  des  Complexes  W  ist,  keiner  Erläuterung.  Ist  andererseits 
u  eine  ämserc  FlUche  des  Complexes  W,  so  werden  unter  den  mit 
PP\  PP'\  FP"  bezeichneten  Seilen  des  Polygons  m  eine  oder 
mehrere  vorhanden  sein,  die  auf  der  Peiipherie  von  W  Hegen. 
Hierher  aber  können  die  Seilen  PP'  und  PP"  unmöglich  gehören, 
weil  sonst  P  auf  dieser  Peripherie  liegen  würde,  was  nach  (A.)  nicht 
der  Fall  ist.  Auf  der  Peripherie  von  VV  können  daher  nur  solclui 
Seilen  des  Polygons  m  gelegen  sein,  welche  dem  Complex  P'  P"  zu- 
gchören.  Von  jeder  solchen  zu  P' P"  gehririgen  Seite  hat  aber  der 
Punkt  p,  nach  («,),  einen  senkrechten  Absland,  der  >■  (j  ist.  Folg- 
lich wird  der  Punkt  //  aucli  in  diesem  Falle,  dass  m  eine  äussere 
Flüche   des  Complexes    W   repräscntirl,    noihwendig  auf   IV„   liegen. 

^p     Gleiches   lüsst  sich  ,     mittelst   (,!/.),    {y.),    (<■).),    für   <j    nachweisen. 

Prolglioh  liegen  die  Punkle  /)  und  */  beide  auf  W^,  d.  i.  entweder 
beide  auf  ji„,  oder  beide  auf  /ii„,  u.  s.   f.   —   Q.  e.  d. 

^1  Ist  nun  d<(3  irgend  ein  Klemenl  der  l'liiclie  a„ ,  und  p  irgend 
ein  Puukl  auf  A,^,  so  wird  [vergl.   (2.)  pag.  28] 


{\fi. 


,  ,   ,         da  .  cosd 
i<i<'h  = E^ 


/i'  ilen  Absland  des  Punktes  p  vom  I"]leiiienl  dn  vorstellt,  und 
a  den  Winkel  von  E  gegen  die  auf  dtj  errichtete  Noi'niale  bezeichnet. 
Construirl   man  eine    die   Fillche  h„  in  da   berührende   und   durch  p 


te^HiUdUi  Kujf'^ifldclie.  uod  ist  K  der  Radial  dieser  Koselflidie.  io 
wird  {\*^riä.  etwa  die  Fifnjr  auf  fta^.  Ol]  die  Relatioo  stalt^Hieg: 
tltt'Jthd  -—.  E.     Socuit  folgt  aii5  «16.»: 

(17.)  Woi^        ^'^^ 


iHE  ' 
'd\i>tf,  weil  E  "^'iH  ii»t : 

Von  liier  auK  kann  man  nun  in  genau  derselben  Weise  weiter 
tM;lili<'tfK(;n,  wie  frUhur  beim  Fünfeck  [beim  üebergange  vod  (5.)  zo 
(11.),  (12.)j,  und  gelangt  so  zu  dem  Resultate,  dass 

(19.)  ^' Siels  ^z* 

iHt,  WO  x^  eine  beslinunt  angobbarc  positive  und  von  Null  verschiedm 
(lonslunto  vorstellt. 

U.  s.  w.  —  Man  findet  also  schliesslich ,  dass  der  für  C  ^f*^ 
Fünfeck  auffjeHtelUe  Satz  (15.)  in  genau  derselben  Weise  auch  kl 
dem  hier  betrachteten  siebenflächiyen  Polyeder  gilt. 

Sodann  aber  Obersicht  man  sofort,  dass  man  diesen  Satz  auf 
demselben  Weg(5  (Iberhaupl  für  jede  beliebige  überall  couvej;e  und 
nicht  zuristcriiigt'  geschlossene  Flüche  beweisen  kann.  Man  wird  zu 
(lii'sem  Zweck  die  gegebene  Flache  in  sieben  beliebige  Stücke 
(I,  />,  c,  (/,  c,  /*,  y  zu  zerlegen,  und  dabei  nur  darauf  zu  achlen 
haben,  dass,  falls  die  Flllche  etwa  ebene  Theile  besitzen  sollte,  keiner 
ilieser  ebem'U   Theile  bei  jener  Zerlegung  zerschnitten  wird. 

Alles  /.usanunenj{t>lassl,  gelangen  wir  also  zu  folgendem  Resullale: 

lietrachtet  man  die  früher  ((55.)  pag.  55]  definirte  Variable  C  füf 
irgend  eine  geschlossene  C.urre  oder  Flache  a,  und  setzt  man  dabei 
vor^^ns^  dass  diese  Curve  oder  Fläche  a  überall  convex  und  Afi«t' 
:  weist  er  nige  ist,  so  mrd  Jene  Variable  >:  stets  der  Formel  ctd- 
sprechen : 

(i^).)  0  ^   :  ^-  A  <  t  . 

KV  A  eine  positive  Constante  vorstellt,  die  wirklich  <  1  ist.  Die$^ 
CoNstante  X  mag  die  ('onfigu  rutionsconstante  der  gegebenen  CuTtt' 
oder   Flache  »t  »icminnt  icetdcn. 
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§6a. 
Stelle  von  C  wird  eine  etwas  andere  Variable  z  eingeführt,  und 
letztere  näher  untersucht. 

Wir  wollen    hier  eine   überall  convexc  geschlossene  Curve  oder 
che  a  bclrachlen,  und  dabei  die  zugehörige  Formel  (11  a.)  pag.  33: 

(<)  0S^,<* 

ihrer  vollen  Strenge  verwenden,   was  die  Voraussetzung  involvirt, 
s  jene  Curve  oder  Flache  a  frei  ist  von  Spitzen  resp.  von  Spitzen 
Schneiden*). 
Ein  Blick  auf  die  früheren  Formeln 

/-/  -  /•,'  ^{G-K)z  ,     [(46.)  pag.  52]  ,    " 

fp'-fg'^iG-K)C  ,     f(47.)pag.  52J, 
;t,   dass   man,    slalt   der  Discussion  von  ^,  ebenso  gut  die  von  z 
le  können  eintreten   lassen,   und   dass  letzteres  wohl  sogar  vor- 
ilhafter  gewesen  wäre.    Denn  ^  ist  entstanden  durch  eine  gewisse 
grösserung  von  z,  mithin  ^  z;  und  in  Folge  dieser  Beziehung 

fte  für  die  Beweisbarkeit  der  Formel  z  <  1  mehr  Aussicht  Ver- 
den sein,  als  für  die  Beweisbarkeit  der  Formel  ^  <  1. 
Allerdings  liegt  bei  der  Variablen  z 

(2.)-_i  ^j^  TT^ric^p  —  G-K^'i 

.  (16.)  pag.  52]  der  Uebelstand  vor,  dass  sie  nicht,  wie  dies  bei 
er  Fall  war,  nur  von  geometrischen  Verhallnissen  abhängt,  sondern 
mehr  überdies  auch  noch  von  den  jedesmal  vorgeschriebenen 
clionswerthen  f  dependirt.  Von  diesem  Uebelstande  aber  kann 
1  sich  leicht  dadurch  befreien,  dass  man  vier  Falle  unterscheidet: 

/.  Fall:  die  Punkte  p,  q  liegen  beide  auf  a, 
//.  Fall :  p,  q  liegen  beide  auf  ß, 

III.  Fall:  p  liegt  auf  a,  und  q  auf  ß, 

IV.  Fall:  p  liegt  auf  ß,  und  q  auf  a  ; 


(3.) 


*)  E.s  ist  dieser  §  6  a.  der  einzige,  in  welchem  wir  die  Formel  (4.)  in  voller 
tige  anwenden.  Denn  in  allen  früheren  §§,  und  auch  in  allen  weiter  folgenden  §§ 
\  immer  nur  die  laxe  Formel 


0   S   ^5   ^    1 


nwendung  gebracht.     Vgl.  pag.  33. 
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und   jeden  Fall   einzeln   betrachtet.      Alsdann   nämlich  gewähren  die 
für  u  und  ß  von  Anfang  an  festgesetzten  Bestimmungen: 

(4a.)  A'^/-^^—  ,     (aufa)  , 

(4/if.)  ^^^ASÖ    ,  (auf/!/)  , 

[vgl.  (12.)  pag.  SO]  die  Mittel  und  Wege,  um  die  Variable  z  in  jedem 
solchen  einzelnen  Fall  von  den  /"'s  zu  befreien. 

So  ergeben  sich  z.  B.  im  /.  Fall^  wo  p  und  q  beide  auf  a  liegen 
sollen,  aus  der  Formel  (4«.)  die  Relationen 

n 1'  =  'S"    "^^     ^ i>  =  ö  >   (P  "IT"'  9  beide  auf  a)  ; 

und  hieraus  ergeben  sich,  weil  0-p  und  S-g  [vgl.  (-1 .)]  stets  positiv  sind, 
die  weiteren  Relationen: 

i -?'  ^o  ^  -^     un«l     7- i>  ^«  ^  0  ,  (w  und  g  beide  auf  a)  . 

U  A      '^  Z  (jr A        ' 

Betrachtet   man  also  den  /.  Fall   für  sich  alkin,  so   folgt  ms  (t), 
und  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  letzten  Relationen,  sofort: 

Wir  wollen  das  in  dieser  Formel  enthaltene  z,  weil  es  speciell 
dem  1.  Fall  entspricht,  mit  Zj  benennen,  und  in  ähnHcher  Weise  di^^ 
dem  11.,  111.  und  IV.  Fall  enlsprechcndcn  Werlhe  von  z  resp.  mit  ^r  ** 
und  Z4   bezeichnen.      Alsdann   ergeben   sich   aus  (2.)   mit   RUcksicW 
auf  die   in  (3.)  gegebene   Charakteristik  jener  vier   Fälle ,   und   ^^*^^ 
Rücksicht  auf  (i «,/?.)  im  Ganzen  folgende  vier  Formeln: 

''*  -  ^  ¥h7r 


=.  s  <  - 


Adcc\+f(dß\ 


(5.) 


.2/j;r 


^  ,  _  S{da\-\-f{dß\ 
""*   -  WliTr        " 


2 

— 

^.   . 

2 

= 

Z,  . 

^P 

2 

= 

^3     . 

^ 

^4     ■ 

wo  Z, ,  Zi,   Z,,   Z,  als  Abbreviaturen  dienen  sollen  für  die  Ausdrü  ^^ 
rechts. 

Wir  wollen  jetzt  Zj,  z^,  Z;,,  C4  oder  vielmehr  Z,,  Zj,  Z3,   Z4  eim'^ 
(jenaueren  Discussion  unterwerfen,    indem  wir  dabei  die  ffeyebene  Curi'C 
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oder  Fläche  a  der  in  (1.)   geninniten  Deschriinkumj  unlcrtverfen ,   somt 
aber  über  dieselbe  keine  weitere    Voraussetzumj  machen. 

Der  Ausdruck  Z,  (5.)  gewinnt,   falls  man  aus  ihm  das  Integral 
J\du)p,  mittelst  der  Relation 

fida)p  +fidß)p  =  Ä^r  (i  -  ^p)  ,  [vgl.  (U.)  pag.  5<1  , 

oliminirt,  die  Gestalt: 

(6.)  /,  =  — g—  ,v.'otp=   L_ . 

Mun   sind   zwei  Möglichkeiten   vorhanden,   indem  (i  entweder  einen 
7lieil  von  a,  oder  das  ganze  a  reprüsentirt. 
llepräsentirt  ß  das  ganze  a,  so  ist: 

fid(i)p  =/(c/a)p  =  hit  (4  -  ^p)  , 

/m.y  =/0'<^),  =  A  /r  (<  -  >,)  ,  |vgl.  (14.)  pag.5<]  , 

also  nach  (6.) 

./;  =  ^,  —  ^p  . 

Hieraus  aber  folgt,  mittelst  der  aus  (1.)  entspringenden  Relationen 

0  S  ^p  <  1  , 

sofort : 

(G.)  _  4  <  ^  <  +  4   . 

Reprüsentirl  andererseits  fi  einen   Theil  von  a,  so  ergiebt  sich: 

fid(f)j,  <  fido)p  =  h7ci\  -  ^p)  ^  /»7r  , 

/('//^)9  </(rfff)v  =  A7ir(4  -  &g)  ^lin.  , 

also,  weil  die  (d/?)p,  (t//9),  stets  positiv  sind: 

Or^.J\d,i)p<h7t  . 

Somit   erhält   man   für    den    in    (6.)    angegebenen   Ausdruck  ip    die 
Formel 

d.  i.  dieselbe  F^ormel,  wie  vorher  in  (G.). 
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SleUi  ist  also  i/»  <    1.  und  daher  nach  (6.)  auch 


0.\ 


Z.  Siels  <i  i 


», 


In  goniiu  dütsolbrn  Weise  wird  sich  oflenhar  ergeben,  »Ihsü  aua 
(K.)  2,  Siels  <1 

ist.      Keiner  isl    oiuh  (ö.):  Z,   =    Z^    -     -^,   also,    weil  Zi  <C  1 
i'/j,  fjositiv  isl,   auch: 

(9.)  Z,  slols  <  \ 

Ks  erübriüL  also  ntir  iioeh  die  üiiteiiüut  liiiiii;  des  Ausdruckes 


(U).)     Z,  =  1 


2An: 


wo 


ßi")p  +  ßt(i)^ 


Üeschriinkl    num    sich  zunJicIisl  auf  die   Ebene,  d.  i.  auf  eine  ii 
lübene    ge^'ebeni^    iihcrutl   conrexe   geschlossene  Curve  er,    so   ist  ic  t//y 
Yet'si-fiH'imlvH  des  Ausdruckes  ^   [wie  schon   früher  consUUirl  wunc/e; 
vu;l.  pag.  53,  54]  erfnrderh'ch,  dass  alle  Tangenlou  des  Theiles  u  durt/j 
/y,    und    alle  Tangenten    des  Theiles  fi  durch  (j  gehen,      lüs   ist  afco 
zum   Verschwinden   \ün  ^  erforderlich,  dass  die  Curve  u  ein  ycritd- 
luiitjciit    Vivn'ck   oder  Dreieck  ist,   und    gleiehzeilig  erforderlich,  dass     ; 
dabei   die  Situation  iler  (".urvcntheile  «,  (i  und  die   Lage  der  l'iinkto 
/),  tf  einer  der  drei  folgenden  Figuren  entspricht: 


(M.) 


Betrachtet  man  aber  diese  Figiuen  (in  denen  der  Theil  «  sUirk,  der 
TheilJ/^  sr//H7i(A  angegeben  ist)  ein  wenig  genauer,  so  bemerkt  man,  das? 
der  Punkt  p  in  der  ersten  Figur  nicht  auf  {i  liegt,  ebensowenig  in  d'T 
zweiten  und  dritten  Figur,  dass  niil!iin  alT  diese  drei  Figuren  in  Wider- 
spruch sind  mit  dem  Charakter  des  hier  betrachteten  IV.  Falles  [vgl, (3. |. 

Die  Grösse  ^  kann  also  in  dem  hier  betrachteten  IV.  Füll  nif- 
muls  verschwinden  ' ).     Sie   w  ird   dalier   (weil    sie    ihrer  Natur  nach 


*)  Sie  kann  ;il)er ,  ohne  mil  dem  Chariiktpr  des  IV.  Falles  in  Widerspruch  i" 
geralhenj  uncruUich  ktein  werden  ;  wio  s<}lclies  z.  B.  der  Fall  sein  wird,  wenn  tiwn 
z.  B.  in  der  ersten  Figur  (II.)  auf  der  Periplierie  des  Vierecks  zu  beiden  Seilen  vonf 
und  uncrullirh  nahe  an  p  zwei  Piinkto  //  und  p"  markirl ,  und  die  so  erilsleliendc  un- 
endlich kleine  yebroclienc  Liuie  //'ja  //'  nicht  zu  tr,  sondern  zu  (i  gehören  lässt.  AW*"" 
nätniich  ist  der  Charakler  des  IV.  Falles  ffewahrt,   und  nleicli/eitis  5  unenJIirh  WWn. 
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siliv  isl)  in  dein  hier  betrac]iloton  IV.  E-'all  stets  >  (I  sein.    Solches 
er  erkannt,  folgt  aus  (10.),  ilass  das  diesem  IV.  Fall  enlspiechcnde 
stets  <   I   ist. 

Analoges  wird  sich  utToiiliar  in  analoijfer  Weise  im  Itaiimi'  bei 
ner  fii'scläoiisi'tu'n  FlUche.    fieraiis-slellen.      lind  man   gelanijt   also  zu 

t Resultate,  dass   im  Räume  wie  in  der  Ebene 
(12.)  7,  Siels  <1 

bie  Resultate  (7.),  (8.),  (9.)  und  (12.)  ilberlragen  sich,  millclst 
jr Relationen  (5.),  sofort  auf  r, ,  z^,  r,,  z, .  Man  ei'hlill  in  solcher 
eise  die  Formeln : 


(<3.J 


3,    <   1     .         5,   <    1      ,         =j   <    1      .         =4    <    <     . 


1(1  gelangt  also  zu  der  Erkenn! niss,  dass  (ür  irtjcnd  wvlche  dei' 
oramaelzmifi  ( I .)  vulnprcchcitdi'  rft'srhinsseiiv  (lurve  oder  Ftävhf  n  *//'(• 
ariable  z  stets  <C  1  Ideifd,  daas  sie  also  z,  li,  auch  dann  stets  <Z  i 
etil,  wenn  jene  Curve   oder  Flüche  n  ritte  zweisternige  ist. 

K Gegen  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  an  und  für  sich  ist  nichts 
wenden.  Sehr  sturen*!  aber  für  die  Anwendung  des  Satzes  ist 
>r  Umstand,  dass  die  Variable  z,  im  Fall  einer  ziveislernigen  Curve 
ler  Fläche,  dem  Werllie  1  sich  asymidotisch  zu  nähern  im  Stande 
:  wie  solches  aus  einer  ullheren  Betrachtung  der  in  (II.)  ange- 
uteten  Verhältnisse  leicht  hervorgeht  [vgl.  die  Note  pag.   7(j]. 


§7- 

)aa  äussere  und  innere  Problem.    Lösung  derselben  nach  der 
K  Methode  des  aritbmetisoben  Mittels. 

Ich  habe  die  hier  zu  behandelnden  Aufgaben  —  das  tlussere 
Kinnere  Problem  —  bereits  früher  angegeben  [pag.  20  und  27], 
Sselben  lauten: 

Das  äussere  Problem.  —  Fs  soll  diejeniije  Ftindatiindalfuttclion  (l> 

Kebielvs  "Jl  cotislruirl  urrdi-n,    irtdchf   au    der  dtritzt'   voti  ^l  {d.  i. 
)    vortjesehriehnie    Werliie  f  besilzl.        Oder    kiirzrr    mmjedriickt: 
oll    die    den     vorgesckneheucn    Grenzieetihe»    f   e» Isprechende 
mdamenlidfuHClmn  *  des  Gehietes  ",'[  rtnislrttiti  werde». 
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Das  innere  Problem.  —  Ks  soll  die  den  vorgeschriebenen  Gren:- 
werlhen  f  enlsprechcnde  Fundamenlalfunction  V  des  Gebietes  3  ton- 
struirt  werden. 

Bei  der  Behandlung  dieser  beiden  Probleme  setze  ich  voraus, 
jene  auf  o  vorgeschriebenen  Werthe  f  seien  daselbsl  überall  «fe/ij. 
Die  gegebene  geschlossene  Curve  oder  Flüche  a  soll  mit  Ecken 
rcsp.  mit  Ecken  und  Kanten  behaftet  sein  dürfen.  Jedoch  setze  icli 
voraus,  dass  dieselbe  idteraU  convex  und  keine  zweistemuje  isl. 
DemgemUss  wird  derselben  eine  bestimmte  Configurationsconslanle  i, 
zugehören,  d.  i.  eine  Conslanto,  die  positiv  und  <  1  ist  [vgl.  den 
Satz  pag.  öl)  u.  72]. 

Ich  werde  im  gegenwartigen  §  nur  die  Löstmgen  der  beiden 
Probleme  angeben,  und  den  Beweis  für  die  Richtigkeit  derselben 
erst  im  nUchslfolgenden  §  mittheilen. 

Die  Lösungen  der  beiden  Probleme.  —  Auf  Grund  der  auf  o 
vorgeschriebenen  stetigen  Werthe  /'  bilde  man  zuvörderst  die  Func- 
tionen  W  und  /"  mittelst  der  Formeln: 

hierauf  bilde  man,  auf  Grund  der  Function  /",  die  neuen  Funclioncri 
W"  und  /'"  mitteilst  der  Formeln: 

(.4'. )       u-;  =  ,,\Jrida\, ,      /;"  =  UV  +  />,  /■;  ; 

sodann  bilde  man,   auf  Grund  von  f'\  die  Functionen    VV"  und  f'"- 

[A".)         W^/  =  ^Jndo)r   ,      fr  =  VV,"  +  ^J,"   ; 
U.    S.    W.,    U.    S.    W. 

Alsdann  sind  [vgl.  pag.  48]  die  Functionen  f,\  f",  /;"',  elc, 
ebenso  wie  f^  selber,  auf  o  stetig.  Auch  linden  alsdann  [nach  Satz 
pag.  46]  die  Relationen  statt: 

(B.)        w^,  =  rs'-fs  ,  vr.,  =  /•;+/;   , 

(^'•)     Wa;=f/'-f/  .        "-;•;=/•/'+/:;  . 

U.    S.    W.,    U.    S.    VV. 
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ist  bekannt  [Satz  (34.)  pag.  57],  dass  alsdann  die 
f^'*\  für  «  =  c»,  in  eine  beslimmle  endliche  Comtante  C 
andelt  : 

)  liin„  =  , /•/»)  =  C. 

man  nun,  unter  Benutzung  dieser  Constante  C: 

^s=iO-fs)  +  (C  -  /•;)  +  (C  -/:/')  4-  ■ ..  in  inf., 

•»?,=(/;-/•;)+(/■;'-/:/")+ (/•/*>-/:/^"))  4- ...  in  inr, 

licse  Reilien  auf  a  überall  convcrgent,  und  die  durch  sie 
Functionen  ^,,  rj^  auf  a  überall  s/e%. 
hzeitig  sind  jetzt  die  Lösungen  <t)  und  V  der  beiden 
ahne  Weiteres  angebbar.  Einerseits  nämlich  werden  dieselben 
lentisch  sein  mit  den  daselbst  vorgeschriebenen  f's.  Und 
s  werden  dieselben  für  alle  ausserhalb  a  liegenden  Punkte  a, 
alle  innerhalb  a  befindlichen  Punkte  i  darstellbar  sein 
Formeln : 


"'■=^+*4^/''t''""" 


II  die  in  (P.),  {Q.)  angegebene  Bedeutung  haben. 

erden  also  die  Lösungen  jener  beiden  Probleme  dargestellt 

\  die  beiden  Werthsysteme : 

.)  {^a>fs)    und    (V,-,/;)  . 

auf  dasselbe  hinauskommt:    Sie   werden  dargestellt   sein 

beiden  Werthsysteme: 

•)  (<t>a,  '^as)    und    (V,,  V,-,)  ; 

<t>a,  sind  identisch  mit  den  /*,,  und  die  V„  ebenfalls 
nit  den  /*,. 

in  ((>.),  (/i.),  (/r.),  (/i".)  gemachten  Behauptungen  sollen  im 
§  bewiesen  werden.  Zuvor  aber  mag  hier  noch  auf  gewisse 
ilionen  der  Ausdrücke  {R.)  aufmerksam  gemacht  werden, 
•e  Fonn  der  Lösungen.  —  Aus  (/?.)  ergiebt  sich  durch 
n  der  Werthe  (0.): 

C  +  -^f[{C-f)  +  {G-f')-\-{C-f")+  ...](da),  . 
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Hier  sind  die  Integrationen  sofort  ausführbar.     Einerseits  ist  nümlie\\ 
nach  (A.),  (A'.),  (A".),  etc.: 

und  andererseits  ist  nach  bekanntem  Satz  [vgl.  (8.)  pag.  33]: 

(y.)  fiäo)a  =  0  • 

Man  erhält  somit: 

^  ''     Yf  =  C  +  (Wi  —  VV/)  +  {Wi"  —  Wf'")  +  ...  in  inf. 

Dies  dürfte  die  einfachste  Gestalt  sein,  in  welcher  die  Losungen    cie 
beiden  Probleme  im  Allgemeinen  angebbar  sind. 

Dritte  (aber  hypothetische)  Form  der  Lösungen.    —  Man  kann 
offenbar  die  Formeln  («.)  mit  Rücksicht  auf  (y.)  auch  so  schreiben: 

^a  =  c+^Jl-f-r-r-r--..]uio)„, 

M'.  =  C  4-  -f^j^f[{f  -  n  +  if"  -  n  +  .  . .]  (da)i  . 

Nun  ist  aber  nach  (ß.),  (ß.)  etc.: 

/•+/•'  =  +  Wi,  ,  f"  +  f"  =  +  WJ'  ,  /•(*)  +  f^'^  =  +  W,,  f«)  ,  etc.  elc, 
f-r  =  -  Was  ,  r -  f"  =  -  ^Vas'  >  /•(*> - Z"^^)  =  -  H^fl,(*^  .  ct^- «''•• 
und  überdies  ist  [vgl.  (2.)  pag.  28]: 

(IT* 
^^^)'  =  -^hT  ^^  • 
Somit  folgt  aus  (A.): 

*«=''-  *^/(""  + »'""  +  "■'"*  +  •••)  -Ji "'  ■ 
'*<  =  ''- «!?/(»"  +  "'-"  +  "'»•<•>  +  ■  ■)  '^<"  ■ 

liier  repräsentirt  v  die  auf  da  errichtete  innere  Normale.  Ferner 
ist  T"  =  log  Ja,  rcsp.  =  ™,  falls  man  nämlich  unter  E"  den  Ab- 
stand des  Punktes  a  vom  Elemente  da  versteht.  Und  analoge  Be- 
deutung hat  T'  mit  Bezug  auf  den  Punkl  i. 
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(lonslriiirl  man  jetzt  zwei  auxiliare  i^oschlossono  Ciirvon  oder 
k'lien :  o'  und  a",  bcitio  sehr  wcnuj  von  a  verschieilen,  und  der  Art 
leyon ,  dass  o'  von  ff,  und  o  von  a"  umschlossen  wird,  so  ist 
»nbar  das  innerhalb  ff'  liot?cnde  Gebiet  3'  ein  Theil  von  3>  "nd 
?nso  das  ausserhalb  a"  befindlicbo  Gebiet  ^}{"  ein  Theil  von  *?l. 
roll  Anwonduni^  der  bekannten  Green'schen  Sütze  auf  diese  Ge- 
le 5'  ""<'  ^^l    ergeben  sich  alsdann  <lie  Formeln: 


(;"•) 


/("';;^-^'t;:")-=» 


y'  und  v"  die  inneren  Normalen  von  ff'  und  ff"  vorstellen.  Es 
d  niimlieh  (bei  festgeliallenem  a)  W^  und  T^^  Fundamentalfunctionen 
i  Gebietes  3-  Dcmgemliss  sind  auf  diese  Functionen  die  Green- 
len  Siitze  anwendbar,  wenn  auch  nicht  mit  Bezug  auf  5  sellxir, 
doch  mit  Bezug  auf  jedes  kleinere  Gebiet,  welches,  wie  z.  B.  3'» 

all'  seinen  Punkten  innerhalb  3  liegt.  Bringt  man  nun  aber 
€  Slltze  auf  Wj.,  T'^  und  das  Gebiet  5'  i"  Anwendung,  so  erhalt 
11  die  ernte  der  beiden  Formeln  (^.).  Und  in  analoger  Weise  er- 
bt sich  die  zwcitv  dieser  Formeln  durch  Anwendung  der  genannten 
■ze  auf  >V;,  T*  und  das  Gebiet  T. 

Nun  lüsst  sich  zeigen, .  dass   diese   Formeln  (C.)  im  Allgemeinen 

h.  unter  gewissen  Voraussetzungen,  auf  die  ich  hier  nicht  nUher 
»gehen  will;    vgl.  meinen  Aufsatz   in   den  Math.  Annalen,  Bd.   16, 
^.  409 — 438]  auch  dann  noch  in  Kraft  bleiben,  wenn  man  a'  mit 
und  ebenso  auch  n"  mit  o  identificirt;  so  dass  man  also  (»rhidt: 


(•;•) 


iise  Formeln  (/^.)  k()nnen  hingeschrieben  werden,  nicht  nur  fUr  \\\ 
ndern  ebenso  auch  für  W,  W",  \\'\  etc.  Und  mit  Rücksicht 
f  all'  diese  Formeln  gewinnen  alsdann  die  Ausdrücke  (f.)  folgende 
istalt : 


0'>.) 


n;rJ  \  av  r 

v,  =  c  -  _L/|""f,.,+  n-„;'+ »■„.<■)+. ..)|  j,.,,„ 
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Nun  lässl  sich  zeigen,  dass  im  Allgemeinen  [d.  h.  unter  gewissöTi 
Voraussetzungen,   auf  die   ich  hier  nicht  näher  eingehen  mag;  v^*!. 
in   den  Math.  Annal.  Bd.    16   die  Formeln  {D.)  pag.  414  und  A  ie 
Formeln  (D.)  pag.  436]  die  Gleichung  stattfindet 

dv  dv       ' 

und  dass  also  die  in  (d-.)  in  den  geschweiften  Klammem  enthalter^  ^ 
Ausdrücke  beide  ein  und  denselben  Werth  haben.  Demgemäss  ^^c 
vvinnen  also  jene  Formeln  (t>.)  folgende  Gestalt: 

WO  Q  die  Bedeutung  hat: 

^  dv  dv 

Durch  diese  Formeln  (T.)  werden  die  Lösungen  Oa  und  V,  der  beid«" 
Probleme,  abgesehen  von  der  Constante  C,  dargestellt  ab  PolctiU'^rle 
ein  und  derselben  Curven-  oder  Flächetibeleyung.  Die  Dichtigkeit  dies*"" 
Belegung  ist  =  —  r^. 

Bemerkung.  —  Es  sei  innerhalb  3  irgend  ein  Punkt  t  raarki»*!. 
und  um  i  (als  Centrum)  eine  Kreislinie  oder  Kugelflächc  %  va'" 
Kadius  1  beschrieben.  Denkt  man  sich  nun  die  auf  der  gegebenen 
geschlossenen  Curve  oder  Fläche  a  vorgeschriebenen  Werthe  f,  längs 
der  von  i  ausgehenden  Strahlen,  und  ohne  Aenderung  ihrer  Grössen, 
von  a  nach  x  versetzt,  so  wird  das  arithmetische  Mittel  aller  dieser 
jetzt  auf  X  vorhandenen  Werthe  f  darge.stellt  sein  durch: 

Versteht  man  aber  unter  da  das  mit  dx  correspondirende  Element 
der  gegebenen  C^urvo  oder  Fläche  o,  so  ist  oflenbar  dx  nichts  An- 
deres als  das  {da\.  Jenes  ariihmetische  Mittel  ist  daher  auch  so 
darstellbar: 

also   identisch    mit   {  W,,  [vgl.  (A.)]. 
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Demgemäss  kann  man  dieses  ^IV,  das  arithmetische  Mittel  aller 
a  atisgebreiteten  Werthe  f  in  Bezug  auf  den  Punkt  i  nennen.  Und  mit 
ksicht  hierauf  habe  ich  die  hier  exponirte  Methode,  in  welcher  die 
iinanderfoigendcn  arithmetischen  Mittel  iW,,  4^W,',  ^W/',  etc.  eine 
btige  Rolle  spielen,  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels  genannt. 

§8- 

Beweis  für  die  Bichtigkeit  der  angegebenen  Lösungen. 

Das  schliesslich  sich  ergebende  Ezistenztheorem. 

Zu  beweisen  ist  zuvörderst  die  Convergenz  der  Reihen  (Q.): 


^  =  (C  -  n  +  (C  -  D  +  ( C  -  n  +  • .  •  in  inf., 
I 

il  man 


^^  "^      ri  =  if-  n  +  if"  -  D  +  if^'^  -  f^'h  +  ...  in  inf. 


^*'^  .^  =  ,;(»)  + g(«)  . 

2ra   man   dabei   den   Restgliedcm   ()'"',    t;'"'    die    Bedeutungen    zu- 
icilt : 

^(n)  =  (C  —  /•("))  +  (C  —  /•("  +  '))  4-  .. .  in  inf., 

folgt  aus  (37.),  (38.)  pag.  58  sofort: 
(a.)       abs  ^(«)  ;^  (G  —  A) (A»  +  il«*'  +  ;L"+»  +  ...  in  inf.)  , 
iß.)      abs  «;('»)  S  (ß  —  Ä)  (A*«  +  A«"*«  +  A»«+«  +  ...  in  inf.)  , 

►,  weil  X  ein  positiver  achter  liruch  ist,  a.  fortiori: 
(y.)      abs  <;(»)  ^  (G  —  A)  (A«  +  ;L«+'  4  ;i"+«  +  . . .  in  inf.)  . 

1  nunmehr  folgt  aus  {a.)  und  (/.): 

abs  ^(»)  ^ (G  —  A')  ^^-j  , 

(*•)  ,„ 

abs  s(«)  S  (G  -  iif)  ^-^  , 

der  Ausdruck  rechts  in  beiden  Formeln  derselbe  ist.  Denkt  man 
I  nun  diesen  Ausdruck  (was  offenbar  stets  möglich  ist)  durch 
grösserung  von  n  unter  einen  beliebigen  Kleinheitsgrad  e  hinab- 

58* 
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gedrückt,  so  sind  die  Reslglieder  q^''\  fe-'"\  ihrem  absoluten  Betrage 
nach ,  in  sämmllichcn  Punkten  der  Curve  oder  Fläche  o  kleiner  als 
jenes  (.  Hieraus  aber  folgt,  dass  die  Reihen  nicht  nur  convergetit 
sind,  sondern  auch,  dass  die  durch  sie  dargestellten  Functionen  ^,  ^ 
auf  a  stetig  sind. 

Erläaterung.  —  Hai  man  nämlich  n  so  weil  vergrösserl,  dass  abs  ff**) 
riir  siimmlliclie  Punkte  derCurvo  oder  Fläclic  a  kleiner  als  £  ist,  so  finden 
riir  je  zwei  solche  Punkte  s  und  s^  die  Formeln  staU  : 

(o  )  abs  ^Z")  <  e  , 

ib.)  abs  ^,/")  <  e  . 

Andererseits  kann  kein  Zweifel  darüber  bestehen,  dass  der  geicMossent 
Ausdruck 

i(»)=(c— n  +  cc— n  +  --.  +  (c— /-(»-O) 

eine  Function  reprjisentirt ,   welche  [ebenso  wie  f,  f',  f",   ...  ;     'VS^' 
pag.  78]  auf  a  überall  sleUg  ist;   und  man  kann  daher  durch  gegenseitig^ 
Annäherung   der  (bis  jetzt  beliebig  gelassenen)  Punkte  s  und  s^  <)afut 
sorgen,  da.ss 
(c.)  abs  d/")  —  lij^»))  ebenfalls  <  e 

wird. 

Solches  aber  ausgeführt  gedacht,  folgt  jetzt  aus  (a.),  (6.),  (c.)  sofo**- 

abs  K^t/»)  +  ^,(«))  -  (^^,(")  +  e..^"^)l  <  3e  , 

oder,  was  dasselbe  ist  (vgl.  (2.)| : 

abs  (^j' —  |5,)  <  3t   . 

D.  h.  ^  ist  im  Punkte  s  stctiij  ;   .?  war  aber  ein  beliebiger  Punkt  der  Cu  *"^^ 
oder  Fläche  a.     U.  s.  w. 

In   analoger  Weise    ergicbt   sich    der  Beweis    mit   Bezug   auf       *''" 
Function  r;. 

Da  nun  die  Functionen  §,  ij  auf  a  überall  stetig  sind,  so  j?»**'' 
ordiniren  sich  die  in  (R.)  pag.  79  angegebenen  Ausdrücke 


(5.) 


ohne  Weiteres  dem  allgemeinen  Theorem  pag.  47.     Demzufolge 
jedes  der  beiden  Werthsysteme 

.(<t>„,  <t)«,)und(n.  r„) 
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eiQu  Fundamentalfunclion  des  Gebietes  91,   und  anderersüits  jedes  der 
beiden  Systeme 

(0.,  4>,-,)  und  (V,.,  V,.,) 

«^ine  Fundamenlalfunction  des  Gebietes  % 

Soll  also   nachgetvieseti  werden^   dass  die  Systeme  (<t>„,    4>„j,)  und 
C^,-,    V,J    wirklich   die  Lösungen    unserer  beiden  Probleine   sind,    so 
u:ird  nur  noch  zu  zeigen  sein,  dass  die  <t>„,  identisch  mit  den  /",,  und 
*lie  Y,,  ebenfalls  identisch  mit  den  /j  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  substitulren  wir  in  (5.)  für  ^  die  Zerlegung 
{t.\  und  erhalten  so,  indem  wir  gleichzeitig  für  x  einen  Punkt  a 
«intreten  lassen,  die  Formel: 

<t>a=  C  +  J^J\^"^  +  ?<"))  {da)„  , 
d.  i.  die  Formel: 

(6.)  <t>a  =  <!>«('•)  +  P„^")  , 

wo  alsdann  4>o(">  und  Po^"^  die  Bedeutungen  haben: 
(7.)  <t>„(«)  =  C  +  ^/l<''>  {da)a  , 

(8.)  Pa^")  =  J^/q^"^  (^^)«  • 

Dabei  mag  die  Zahl  n  vorläufig  ganz  ad  libitum  gewählt  sein. 

Aus  (7.)   ergiebt  sich  durch  Substitution  des  Werthes   von   ^"^ 
[vgl.  (1.),  (2.),  (3.)]: 

<D„(«)  =  c+j^J^{C-n  +  {C-n  ...  +  (C-/-(»-^))](rfa)«  ; 

hier  aber  ist  die  Integration  sofort  ausfuhrbar  mitteist  gewisser  schon 
im  vorhergehenden  §  [auf  pag.  80]  notirter  Formeln: 

Man  erhält  in  solcher  Weise: 
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Nach  den  Formeln  (/?.),  (ß'),  (ß")  etc.  pag.  78  ist  aber 

"as  ''^  IS  ts     ' 

"as" —  IS  IS     > 

\ir    " f" f" 

"  as    —  13  IS     1 


woraus  durch  Addition  folgt: 

y^as  +  W^;  4-  TT«,"  . . .  +  lF„,(«-0  =  Qn)  _  /;  . 
Demgeniäss  ergiebt  sich  aus  der  Formel  (9.)  für  <t>a/"^  folgender  Werth : 

00.)  <l>a,('*^  =  c-A/»>  +  /',  ■ 

Was  nun  ferner  den  Ausdruck  (8.)  belriffi: 

so  subordinirt  sich  derselbe,  weil  |  selber,  mithin  auch  das  [dem  | 
zugehörige  RestgliedJ  (»^"^  auf  a  stetig  ist,  ohne  Weiteres  dem  Satze 
pag.  59.  Diesem  Satze  zufolge  sind  z.  B.  die  absoluten  Werlhe  der 
Po^")  und  Pfl/"^  durchweg  %  %M,  falls  man  nSmlich  unter  J/ den 
absolut  grössten  Werth  von  (»^"*  auf  a  versteht.    Man  erhält  also: 

absPo,(«)S2itf  . 
Dieses  itf,  der  absolut  grösste  Werth  von  (>*"'  auf  o,   ist  aber  nach 
(4.)  nothwendig 

S(C-*r),— T 
Demgemäss  ergiebt  sich: 

absP„,c»):S2((;-Ä')^^^  , 
oder,  was  dasselbe  ist: 

(H.)  P„,('»)  =  20(G-A')^  ^"^  , 

wo  0  einen  unbekannten  positiven  oder  negativen  ächten  //w* 
vorstellt. 

Subslituirt   man  jetzt  die   Werthe   (10.),   (H.)    in   die   aus  (6) 
sich  ergebende  Formel: 

SO  erhält  man 

(1«.)     <t>as  =  C  +  f,  -fji'')  +  20((;  -  A)  ^~j  • 
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se  Formel  ist  gültig  für  jedwedes  n ,  weil  »  zu  Anfang  ad  libitum 
vähh  war.  LSisst  man  aber  n  ins  Unendliche  wachsen,  und  be- 
tet man,  dass  die  Configurationsconslante  X  positiv  und  <  1  ist, 
ergiebt  sich 

(13.)  <t>a,  =  C-f-/;-lim„=„/-/«)  , 

>  mit  Rücksicht  auf  (P.)  pag.  79: 

In  analoger  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  auch 

05.)  ¥,,=/-, 

was  weiter  auszuführen  überflüssig  sein  würde.     Nachdem  aber 
beiden  Relationen   (14.),  (15.)  constatirt  sind,  ial  hiermit  zmjleieh 
Richtigkeit    aller    im    vorhergehenden    §    gemachten    Behauptungen 
ffethan. 

Bemerkung.  —  Man  wird  vielleicht  der  Ansicht  sein,  dass  die  Relation 
(14.)  auf  kürzerem  Wege  ableitbar  sei,  dass  nämlich  dieselbe  direct  aus 
der  Formel  (10.)  sich  ergebe,  sobald  man  daselbst  n  =  oo  macht. 

Um  genauer  hierauf  einzugehen,  sei  zunächst  bemerkt,  dass  die 
Function  <t>  ausführlicher  zu  bezeichnen  sein  würde  iHit  <t>''\  Uasere 
Aufgabe  bestand  in  der  Ermittelung  derjenigen  Werthe,  welche  diese 
Function  <t>  oder  <t>'""  für  die  Punkte  as  annimmt;  und  hierüber  haben 
wir  durch  die  Relation  (1 4.)  Auskunft  erhalten  ;  denn  dieselbe  lautet : 

(«•)  (<J>''')a,  =  /•,   • 

Aus  der  Formel  (10.)  hingegen  würde  .sich  für  n  =  oo  ein  ganz  anderes 
Resultat  ergeben  haben,  nämlich  folgendes : 

m  (<*>o/''>)»  =  «=/,  • 

In  solcher  Weise  geschrieben ,  dürfte  der  Unterschied  klar  zu  Tage 
liegen.  —  Wir  können  uns  so  ausdrücken:  Die  linken  Seiten  der  For- 
meln ({(.),  (ß.)  beziehen  sich  beide  auf  den  Ausdruck  ^J-**\  jedoch  mit 
dem  Unterschiede^  dass  die  linke  Seite  von  (a.)  denjenigen  Wcrth  be- 
zeichnet, welchen  dieser  Ausdruck  annimmt,  sobald  man  darin  zuerst 
n  =  oo  machte  und  sodann  a  nach  s  rücken  lässt;  während  die  linke 
Seite  von  {(t.)  denjenigen  Wcrth  bezeichnet,  welchen  der  Ausdruck  an- 
nimmt, sobald  man  die  genannten  beiden  Operationen  in  umgekehrter 
Reihenfolge  vornimmt. 

Nachdem  wir  nun  die  Richtigkeit  der  im  vorhergehenden  §  ge- 
cnen  Lösungen  der  beiden  Probleme  bewiesen  haben,  ist  damit 
Ictch  auch  constatirt,  dass  diese  Probleme  stets  lösbar  sind,  d.  h., 
3  die  durch  die  beiden  Probleme  geforderten  Functionen  0,  V 
s  existiren;  so  dass  wir  also  zu  folgendem  Theorem  gelangen. 
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Existenztheorem.  —   Es  sei   in  der  Ebene  oder  im  Räume  i*tii«> 
geschlossene  Ctirve  oder  Fläche  a  yeyeben,  welche  mit  Ecken,  resj).   »«)i( 
Ecken  und  Kanten  behaftet  sein   kann,  welche  aber  überall  conv»  c  jß 
und   nicht   zweisterniy  sein  soll.      Und  von  den  beiden  GebieteHy      j,^ 
welche  die   Ebene    oder  der  Raum   durch   diese   Curve   oder   FWtAc^ 
zeHegt  wird,  mag  das  äussere  mit  %  das  innere  mit  3  bezeichnet  if^^iff 

Denkt  man  sich  nun  auf  a  irgend  welche  daselbst  stetige  Werlß,^.  r 
vorgeschrieben,  so  wird  immer  eine  Fundamentalfunction  0  des  Gebieten 
%  existiren,  welche  auf  a  jene  vorgeschriebenen  Werthe  f  besitzt;  e/ey. 
gleichen  wird  alsdann  stets  eine  Fundamentalfunction  V  des  Gebietes  3  c  j?/- 
stiren,  welche  ebenfalls  auf  a  jene  vorgeschriebenen  Werthe  f  besitz/. 

Auch  sind  diese  Fundamentalfunetionen  <t>  und  V  durch  die   An- 
forderung,   auf  a   mit  jenen    vorgeschriebenen    Werthen  f  identisch  zu 
sein,  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  [zufolge  der  Sätze  pag.  ^0 
und  20]. 

§9- 
Sich  anschliessende  Betraohtiingen. 

Wir  hallen  fest  an  den  Vorstellungen,  Voraussetzungen  und  Be- 
zeichnungen der  beiden  vorhergehenden  §  § ;  so  dass  also  z.  B.  0  und  V 
die  den  vorgeschriebenen  f  entsprechenden  Fundamentalfunetionen 
der  Gebiete  %  und  3»  und  diese  /'  auf  a  Überall  stetig  sein  sollen. 

Ausser  f  selber  mögen  auf  der  gegebenen  Curve  oder  Fläche  ö 
noch  unendlich  viele  andere  Functionen*) 

(i.)  r,  f\  f\   ...  /"^  ...  ininf. 

ausgebreitet  sein,  die  (ebenso  wie  /')  auf  o  überall  stelig  sind.  Dabei 
wollen  wir  annehmen,  dass  p' ,  bei  ins  Unendliche  wachsendem  f? 
gegen  jene  eigentlich  vorgeschriebene  Function  /"  convergirt.  Alsdann 
wird,  sobald  auf  o  irgend  ein  Punkt  .v  markirt  ist,  die  diesem  Punkte  s 

zugehörige  Quantität 

abs(/,i'-/;) 

*)  Diese  Functionen  sollen  vollständig  andere  sein,  als  die  in  den  vorhergehenden 
§  §  besprochenen  Functionen 

/■', r,  /■'"-  .../n... 

Zur  bessern  Unterscheidung  habe  ich  daher  die  einen  durch  obere  Indices,  die  antlern 
durch  Acceiüe  bezeichnet.  So  ist  ja  z.  B.  auch  das  cingoklanuucrlc  (n)  ebenfalls  nur 
eine  Andouttuig  für  m  aufeinanderfolgende  Accenle. 
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[iircli  Vergrüsserung  dos  Parameters /i  untor  jeden  beliebigen  Klcin- 
leilsgrad  hinabdrUckbar  sein.  Oder  genauer  ausgedrückt:  Es  wird 
Isdann,  falls  irgend  ein  Klcinlicitsgrad  f„  ad  libitum  gegeben  ist, 
iets  eine  positive  ganze  Zahl  p^  von  solcher  Grösse  angebbar  sein, 
lass  jene  Quantität 

abs  (/•/-/,) 

C  *,  ist,  nicht  nur  für  p  =:z  p^,  sondern  auch  für  alle  ganzen 
ItaLlcn  p,  die  >  p^  sind. 

Wir  wollen  jetzt  aber  die  über  die  Convergenz  von  f^  gemachte 
Voraussetzung  noch  weiter  verschärfen,  nämlich  annehmen,  dass  /"'', 
bei  ins  Unendliche  wachsendem  p,  für  alle  auf  o  befindlichen  Punkte  s 
^leichmämy  gogen  f  convergirt.  Alsdann  wird,  nachdem  irgend  ein 
Kleinheitsgrad  t^  ad  libitum  gewählt  ist,  stets  eine  Zahl  jt^  angebbar 
»ein  von  solcher  Grösse,  dass  die  Formel 

(2.)      ahs  (/■/  —  Q  <  «ß ,  (/;  beliebig,  aber  ^  /),  gedachl)  , 

irnitUan  slaltündel  für  sämmlliche  Punkte  s  der  Curve  oder  Fläche  o. 
Dies  vorangeschickt,  betrachten  wir  jetzt  die  den  Functionen 

fundr,  r,  r>  ■■■  p\  ••• 

1  ts|)  rechend  en  Fundam  entalfm  clionen 

<D  und  0',  <D*,  0)',  ...  0P,  ... 

■tf    Gebieten  51*);    und   legen   uns  die   Frage    vor,    ob    ebenso   wie 
gegen  /'  convergirt,    ebenso   vielleicht   auch  <!>''  gegen  <1>   conver- 
t'en  wird. 

Nach  der  Definition  von  <J>  und  <!>''  ist:  <!>„,  =  j\  und  ebenso: 
'«''  =  /,'',  oder  wenn  man  hier  (wo  kein  Missvcrständniss  möglich 
j    H  für  as  schreibt: 

(D,=/;     und     <D,"=//  . 

-nigeniHss  ist  jene  simultan  für  alle  Punkte  s  geltende  Formel  (2.) 
eil  so  schreibbar: 

(3.)    abs  (pgV  —  <|)^)  <;;  ^^ ,  (p  beliebig,  aber  ^  ;>„  gedacht)  . 


*)  Diese  Fundainentalfunclioncn  des  ücbietes  21  würdea,  falls  es  beliebt, 
öri  conslruirl  werden  können  niiUcIsl  der  Methode  des  arillimolisohen  Mittels 
f»>   79).    An  ilirer  £x»Y(;n2  ist  also  kein  Zweifel. 


Da  nun  «t)*"  —  <t>  (ebenso  wie  0  und  ^  selber)  eine  Fundamenlal- 
fuDction  des  Gebietes  ^  ist,  so  können  wir  auf  diese  Function  ct>>'  —  <t> 
ohne  Weiteres  den  ersten  Satz  pag.  26  in  Anwendung  bringen.  Als- 
dann aber  gelangen  wir  auf  Grund  der  Relation  (3.)  sofort  zu  der 
allgemeineren  Formel: 

(4.)     abs  (<t>^f  —  0a,)  <  €„ ,  (p  beliebig,  aber  ^  /)„)  , 

nämlich  zu  dem  Resultat,  dass  diese  letztere  Formel  simulian  statt-- 
findet  für  sämmtliche  Punkte  x  in  ganzer  Erstreckung  des  Gebietes  '$^- 

Erläuterung.  —  Ist  nämlich  U  irgend  eine  FundamentalfunctioD  d^^^ 
Gebietes  Ä,  und  flndel  für  alle  auf  der  Grenze  von  8,  d.  i,  auf  ff  gelegene^^ 
Punkte  s  die  Formel  statt : 

—  Co  <  ^4  <  +  «0     . 

so  wird,  zufolge  des  ersten  Satzes  pag.  86,  für  alle  Punkte  x  in  ^oiuer  "^ 
Erstreckung  von  fi  die  analoge  Formel  gelten : 

—  «0  <  t^'o:  <  +  «0    • 

Oder  mit  anderen  Worten :  Findet  für  die  Punkte  s  cm  der  Creme 
von  'ü  die  Formel  statt : 

(a.)  abs  l/,  <  Co  . 

so  wird  für  alle  Hinkte  x  in  ganzer  Erstreckung  von  9(  die  analoge 
Formel  gelten: 
(/?.)  abs  U^<e,  . 

Mittelst  dieses  Satzes  (a.),  {ß.)  gelangt  man  aber  sofort  von  der 
Formel  (3.)  zur  Formel  (4.).  —  Q.  e.  d. 

Erinnern  wir  uns  an  die  Art  und  Weise,  wie  [bei  (2.)]  #„  und  ;), 
cingolUhrt  worden  sind,  so  werden  wir  dieses  Resultat  folgender- 
massen  klar  zu  stellen  haben:  liezcichiiet  t-^  einen  ad  libitum  ge- 
gebenen Kleinheitsgrad,  so  cd'islirt  stets  eine  positive  ganze  Zahl  p^  von 
solcher  Grösse,  dass  die  Formel 

abs  (<Dj.P  —  0J.)  <  «„  ,    (/>  beliebig,  aber  ^  pj  , 

simultan  erlullt  ist  für  alle  Punkte  x  in  ganzer  Erslreckung 
von  %.  —  Hierfür  aber  könnet»  wir  kürzer  sagen:  Die  Function  <t>'' 
convergirt,  bei  ins  Unendliche  wachsendem  p,  in  ganzer  Erstreckung  des 
Gebietes  %  gleichmässig  gegen  die  Function  0. 

Dass  man  Analoges  in  Betreff  des  Gebietes  3  und  der  Function  V 
zu  beweisen  vermag,  bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung.  Man 
gelangt  daher  zu  folgendem  Satz. 
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Theorem.  —  In  der  Ebene  oder  im  Räume  sei  eine  geschlossene 
Curve  oder  Fläche  a  gegeben^  welche  mit  Ecken,  resp.  mit  Ecken  und 
Kanlefi  behaftet  sein  darf,  welche  aber  überall  convex,  und  keine 
zweisternige  ist.  Ferner  sei  auf  a  irgend  welche  daselbst  stetige 
Function  f  vorgeschrieben. 

üeberdies  sei  [durch  irgend  welche  Methode,  oder  vielleicht  auch 
durch  Zufall]  eine  mit  einem  variablen  Parameter  p  (=  1,  2,  3,  4,  ...) 
behaftete  Function  p  entdeckt,  welche  ebenfalls,  und  zwar  für  jedwedes 
/},  auf  a  stetig  ist,  und  welche,  bei  ins  Unendliche  wachsendem  p,  für 
sämmtliche  Punkte  der  Curve  oder  Fläche  a  gleichmässig  gegen  f 
convergirt. 

Bezeichnet  man  alsdann  die  den  Functionen  f,  p  entsprechenden 
^tmdamentalfunclionen  der  Gebiete  %  und  3  *»»<  <t>,  ^^  und  mit  V,  V^, 
«o  wird  O**  in  ganzer  Erslreckung  von  *3l  gleichmässig  gegen  <t>,  und 
H^^  in  ganzer  Erstreckung  von  5  gleichmässig  gegen  Y  convergiren. 
Wir  haben  hier  dieses  Theorem  unter  der  (besonders  betonten) 
^Voraussetzung  bewiesen,  dass  a  überall  convex  und  nicht  zweislernig 
^t,.  Doch  lasst  sich  das  Theorem  von  diesen  Restrictionen  befreien, 
-^»n  die  hierzu  erforderlichen  Mittel  zu  gewinnen,  werden  wir  in  den 
^«isiden  folgenden  §§  zunächst  einige  speciellere  Untersuchungen 
**izustellen  haben. 


§10. 
Anwendung  der  Methode  des  arithmetisohen  Mittels  auf  die  Kreislinie. 

Bringt  man  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels  auf  eine 
Kreislinie  a  in  Anwendung,  so  tritt  insofern  eine  Vereinfachung  ein, 
als  die  t%  durchweg  =  0  werden.     [Vgl.  (9.)  pag.  33.] 

Die  auf  der  Kreislinie  o  vorgeschriebenen  Werthe  /"  oder  /j  seien 
daselbst  stelig,  mithin  darstellbar  durch  eine  Fourier'scJie  Rci/ie: 

oo 
A  +^(^l<")  cos  nw  +  fiC)  sin  nio)  , 

n=l 

wo  (o  das  Azimulh  vorstellt,    und  die  A,  A^"*,   U^**^  Constanten  sind. 
Dabei   aber  wollen  wir   zuvörderst  auf  den  Fall   uns  beschränken. 
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dass  diese   Reihe  endlich  ist,   dass   mithin    für  jene  /'  oder  f,  ein«d 
Formel  vorliegt  von  der  Gestalt: 


p 

>: 

n  =  l 


(1 .)      f=fg  =  A  +^"'(^1(">  COS  n w  4-  fi(*»)  sin  nio)  , 


wo  p  irgend  eine  endliche  Zahl  vorstellen  soll. 

Es  sei  (>  der  hadim  der  Kreislinie  a ;  demgemäss  seien  (c  «r**) 
die  Polarcoordinalcn  irgend  eines  auf  a  liegenden  Punktes  ».  ß«_3- 
zeichnet  man  nun  den  Abstand  dieses  Punktes  s  ((>,  m)  von  irgec^d 
einem  Punkte  «((*„»  w^)  mit  ii',  so  ergeben  sich  die  Formeln: 

ij*i  =  Q*  -{-  Qa*  —  2^^o  cos  (ti)  —  w„)  , 
T  =  log  ^,  =  log  ~  -[-2;  7^  (f  fcos  n(w-iOa)  ,      (?<?«). 
Nun  ist  nach  (2.)  pag.  28: 

wo  V  die  mnerc  Normale  von  o  bezeichnet.     Somit  folgt ; 

(2.)«  iäa)a  =  —  LZ'  (f  f  ^^  «^"  —  "«^    ^"  ■ 

In   analoger  Weise   erhlilt  man   ferner   für   den  Abstand  E  des 
Punktes  s  ((^  w)  von  irgend  einem  Punkte  /  ((>,,  o»,)  die  Formeln : 

£^  =  ^*  4-  ^i*  —  2  p  ^,  cos  (tti  —  w,)  , 

7-=  log  ^,=  log  -  4-2" 7i  y^j  cos  M(w-w,)  ,      (^,-  <  (.)  . 

Bezeichnet  man  nun  wiederum  die  innere  Normale  von  a  mit  p,   so 
ist  nach  (2.)  pag.  28 : 

(rf a).-  =  -r-  da  = r-  gaio  . 

UV  a(>  ^ 

Somit  folgt: 

(2.)i        ida\  =  4-  M  4-27  (-^- )"cos  niw  —  ioA  dio  . 

Dies  vorausgeschickt,  haben  wir  nun  zu  verfahren  nach  den 
allgemeinen   Xorschriflen   (pag.  78)   der    Methode    des    arithmetischen 
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Alittcls,  und  in  solcher  Weis«  die  Functionen  W,  /",  W,  /",  elc, 
sotiann  die  Functionen  |,  »/,  endlich  die  Functionen  0,  V  zu  con- 
striiiren.  Die  letzteren  werden  alsdann  die  Lösungen  der  beiden 
Probleme^  d.  i.  die  den  voryeschriebenen  Werlhim  f  enlsprechenden 
f^undamentalfunelionen  der  Gebiele  9t  und  3  reprllsentiren. 

Nach  jenen  allgemeinen  Voi-schriftcn  [vgl.  {Ä.),  (/?.)  pag.  78]  ist: 

(3).         Wa=^lfr{da)a,     und    f;  =  Wa, -\- f,  . 

Hieraus  folgt  durch  Substitution  der  Werthe  (1.),  (^.)„  und  durch 
Ausführung  der  Integration: 

Wa  =  —  >7  (i-fc^W  cos  M  w„  +  fiW  sin  n  w„)  . 

Lasst  man  jetzt  in  dieser  Formel  den  Punkt  a((>„,  ro„)  unendlich  nahe 
on  den  Kreislinienpunkt  s  ((>,  o))  heranrücken,  mithin  q„  in  q  und  (o„ 
in  w  iibergehen,  so  erhält  man  keineswegs  das  W,,  sondern  viel- 
mehr das  W„g  [vgl.  den  allgemeinen  Satz  pag.  46];  so  dass  man  also 
7.U   folgender  Formel  gelangt: 

W„,  =  —  2!  (^^"^  cos  nw  +  Ä(")  sin  nio)  . 

Siibstituirt   man  diesen  Werth  in  der  zweiten  Formel  (3.),  und 
substituirt  man  daselbst  gleichzeitig  für  f,  den  Werth  (1,),  so  folgt: 

(4.)  fs  =^  ,   d.  i  =  Const. 

Da   nun   von  den  Functionen  /i,  /,',  /],",  /"/",  etc.  jede  aus  der 

vorhergehenden   in   genau   derselben  Weise  entsteht,  wie  /",'  aus  /",, 

$0  gelangt  man  ohne  Weiteres,  auf  Grund  der  bereits  vorliegenden 

Formeln  (1.),  (4.),  zu  dem  Resultate,  dass  /i"  =  A,  dass  ferner  /",'" 

ebenfalls  =  A  ist,  u.  s.  w.     Man  erhält  also: 

(5.)  fs=fs"  =  fr=  •••  =A  , 

mithin  z.  B. : 

Iimn  =  ,  fs^"^  ebenfalls  =  A  . 

Die  in  unseren  allgemeinen  Vorschriften  auftretende  Constante  C 
[vgl.  (P.)  pag.  79]  wird  daher  im  gegenwartigen  Falle  identisch  mit 
A  sein: 

(6.)  C  =  A  . 
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Ferner  sind  nach  jenen  allgemeinen  Vorschriften  [vgl.  (0)  pag.  7^^"^ 
unter  |,  y  folgende  Functionen  zu  verstehen: 

I  =  (c - /•)  +  (c  -/•')  +(c  -n-}-.  . 
v  =  ^r-n  +  (f'-n  +  ir'*^-f^'h  + . .  - 

Hieraus  folgt  durch  Substitution  der  Werthe  (5.),  (6.): 

Und  dcmgemass  ergeben  sich,  auf  Grund  unserer  allgemeinen  Vor-— - 
Schriften  [vgl.  (/?.)  pag.  79],  für  die  Lösungen  0  und  Y  der  hmlen  ^ 
Probleme  die  Formeln: 


(8) 


Diese  Formein  (8.)  sind,  mit  Rücksicht  auf  die  bekannten  Re- 
lationen : 

f{do)a  =  0      und    fida)i  =  %n  ,    [vgl.  (8.)  pag.  33]  , 
auch  so  darstellbar: 

K-=  +  A-^Jado\ , 
V,  =  -  ^  +  -^Jri'fo\ . 

Beachtet  man  ferner,  dass  nach  (1.) 

2« 

Ifda  =  I fgdo)  =  'i/rgA  ,     mithin     A  =  3- — Jfdo 
0  " 

i.st,  so  kann  man  die  Formeln  (9.)  aucli  so  schreiben: 

Wir  haben  bisher  nur  den  Fall  betrachtet,  dass  die  vorgeschrie- 
benen Werthe  f  durch  eine  endliche  Reihe  (1.)  dargestellt  sind.  Be- 
vor wir  zum  Fall  einer  unendlichen  Reihe  übergehen,  erscheint  es 
gut,  zuniichst  die  Ausdrucksweiso  ein  wenig  zu  Undem,  nämlich  die 


(10.)  '^ 
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bisher  mit  /",  <l>,  M'  benannten  Functionen  fortan  mit  /*,  <t>',  V  zu 
^zeichnen.  Alsdann  gelangen  wir,  auf  Grund  der  Formeln  (1.)  und 
(*0.),  zu  folgendem  Satz: 

Sind  auf  der  Kreislinie  a  die   Werthe  vorgeschrieben: 

(^  ^  )    fP  =  f^P=A  -\-Jj  (yl(»)  cos  nw  +  äC»)  sin  n w)  , 

n  =  l 

"'o  p  irgend  eine  endliche  Zahl  vorstellig  so  sind  die  diesen  Werlhen  f 
*^fi isprechenden  Fundamentalfunclionen  O**  und  ^^  der  Gebiete  91  und  3 
^^icht  angebbar. 

Einerseits  nämlich  werden  dieselben  auf  o  mit  jenen  /*  identisch 
*®»n.  Und  andererseits  werden  dieselben  für  alle  ausserhalb  a  liegen- 
*^Cfn  Punkte  o,  resp.  für  alle  innerhalb  a  befindliclien  Punkte  i  dar- 
^^^IWar  sein  durch  die  Formeln: 


(12.)  -^ 


Q' 

**'o  Q  den  Radius  der  Kreislinie  o  vorstellt. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle    über,   dass   auf  a   irgend  eine 

Function  f  in  ganz  beliebiger   Weise  vorgeschrieben  ist,  nur   mit  der 

K^csti-iction,   dass   sie  längs  a  stetig  sein   soll.     Diese  Function  f  ist 

«ilsdann  darstellbar  durch  eine  Fouriersche  Reihe: 

00 
(43.)       f=A  4-^' </!(»)  cos  nw  -h  Ä^  sin  nw)  , 

n  =  l 

also  darstellbar  durch  die  Formel: 

wo  /"'  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  (11.). 

Da  nun,  nach  unserer  Voraussetzung,  die  vorgeschriebene  Function 
f  auf  o  stetig  ist,  so  wird  die  in  (1 4.)  angegebene  Convergenz,  nach 
einem  bekannten  Satz^)  über  die  Fourier'sche  Reihe,  gleichmässig  sein 
für  alle  auf  a  befindlichen  Punkte.  Demgemäss  sind  die  dieser  vor- 
geschriebenen Function  f  entsprechenden  Fundamentalfunclionen  <t>  und  V 
der  Gebiete  %  und  3  sofort  angebbar  auf  Grund  des  Theorems  pag.  91, 
nttmlich  darstellbar  durch  die  Formeln: 


P' 
')  Heine:  Handbnch  der  KiigririincUonen.    1878.    Bd.  1.  pag.  58. 
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wo  <t>/,  V,^  dio    in  (12.)    angcgebenon  Bedeutungen    haben.     Sub- 
sliUiirt  man  aber  diese  Werlhc  der  0/,  V/  in  (15.),  so  erhall  man: 


(<6.) 


<^a  =  li-  p  =  .  (  ~-  /P  '/-  -  ^./>  C/*^)«)  . 
M'.  =  Hm  p  =  ,  (-  ^  /P  ^/a  +  -^  /tp  (rfa),) 


Die  hier  auftretende  Operation  linip=„  ist  in  Anbetracht  der  Foniicl 
(i  4.),  und  namentlich  in  Anbetracht  des  Umstandes,  dass  jene  durcli 
(14.)  ausgedrückte  Convergenz  ftlr  alle  Punkte  der  Kreislinie  o  j/wA- 
mässig  ist,  ohne  Weiteres  ausführbar;   —  man  erhült: 


(17. 


tmd  gelangt  daher  zu  folgendem  Satz: 

Satz   über  die   Kreislinie.   —    Sind  auf  einer  getjehenen   KrC^- 
linie  a  irgend   welche   daxelbsi   stetige   Werlhe  f  vorgeschrieben i 
sind  die  diesen  Werthen  entsprechenden  Fundamenlalfunelionen  <t>  ut*^* 
der  Gebiete  %  und  3  in  einfacher   Weise  angebbar. 

Einerseits  nämlich  werden  dieselben  auf  a  mit  jenen  f  ideni*' 
sein.  Und  andererseits  werden  dieselben  für  alle  ausserhalb  n  lirf/* 
den  Punkte  a,  resp.  für  alle  innerhalb  a  be/indlichen  Punkte  i  d* 
stellbar  sein  durch  die  Formeln: 


(18.) 


WO  Q  den  Uadius  von  a  vorstellt. 

Man   kann    übrigens    diese    Formeln   [vgl.  (2.)   pag.  28]    aucff 
schreiben: 


(19.) 


Q 

hier  bezeichnet  E  den  Abstand  des  Punktes  a  oder  i  vom  Elemente 
und  d  den  Winkel  von  E  gegen  die  auf  da  errichtete  innere  Xorm» 
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Subsliluirt  man  in  (18.)  für  da,  {do)„,  {da)^  ihre  analylischen 
sdrücke  [vgl.  (2.)„  (2.),]: 

da  =  gdio  , 
(,la)a  =  —  I  ^^  (^1  cos  n(w  —  w„)  j  d(o  , 

{da).  =  +  H  +2J  (-)  cos  w(w  —  w,)   dio  , 
[1  gleichzeitig  für  f  die  Enlwickelung  (13.): 

.)  f=A  +2J  M(")  cos  nw  4-  ö(")  sin  nwj  , 

.1=1  ^  ' 

[i  fuhrt  man  sodann  die  in  jenen  Formeln  (18.)  angedeuteten  Inte- 
itionen  wirklich  aus,  so  gewinnen  die  Werthe  der  <t>„ ,  V,  folgende 
statt: 

OO  /  o  vn 
(t)„  =  A  -{-2^  (-^)  (.4(»)  COS  nWfl  +  ä(")  sin  nwo)  , 

T  =  ^  +2J  (-)  (^^"^  «'S  nw,-  +  5^"^  sin  nwf)  . 
.1=1  '  ^  ' 

Diese  nin/««  Formeln  (21.)  besitzen  gegenüber  den  ursprunglichen 
rraeln  (18.)  einen  wesentlichen  Unterschied.  Aus  jenen  urspriing- 
\en  Formeln  (1 8.)  kann  man  niimlich  die  Werthe  der  Fundamenlal- 
ictionen  in  einem  auf  o  liegenden  Punkte  s  nur  dadurch  erhalten, 
»  man  die  Punkte  a  und  i  diesem  Punkte  s  sich  im  Unendliche 
»er»  lässt  (nümlich  nur  dadurch,  dass  man  die  betreffenden  Con- 
•genzwerthe  <!>„,  und  M*^,  bildet);  —  hingegen  kann  man  aus  den 
um  Formeln  (21 .)  die  Werthe  der  Fundamentalfunctionen  in  s  einfach 
iurch  erhalten,  dass  man  a  und  i  mit  s  zur  Coincidenz  bringt; 
3  sich  solches  durch  Vergleich  der  Formeln  (21.)  mit  (20.)  sofort 
jiebt. 

Beiläufige  Bemerkungen,  —  Man  kann  übrigens  zur  Lösung  der 
den  Probleme  auf  viel  kürzerem  Wege  gelangen  ohne  die  Methode 
;  arithmetischen  Mittels.  Der  Einfachheit  willen  beschränke  ich 
3h  bei  den  hierauf  bezüglichen  Auseinandersetzungen  auf  das  innere 
)blem. 

Iblumdl.  d.  K.  Oosellfiih.  i.  Wissenscli.  XXII.  54 
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Selzt  man  ebenso  wie  früher: 

p  , 

{{.)         fP  =  A  +2!  (yl^")  cos  n fti  +  äW sin  n w)  , 

»1=1 
und 


(2.)  /•=limp^,/-P, 

und  bezeichnet  man  die  den  vorgeschriebenen  Functionen  p  und  /" 
entsprechenden  Fundamcntalfunclioncn  des  Gebietes  3  ™il  *•'''  ""t^  ''') 
so  ergiebl  sich: 

(3.)  V,P  =  A  +2!  (  -j^C^^"^  cos  n  w,  4-  ä("^  sin  n  w.)  , 

WO  (p,,  oi,)  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  t  sind,  während  (>  den 
Radius  der  gegebenen  Kreislinie  a  vorstellt.  In  der  That  übersieht 
man  leicht,  dass  dieser  in  (3.)  angegebene  Ausdruck  den  Bedingungen 
(1 .),  (2.)  pag.  1 G  entspricht,  und  dass  derselbe  also  eine  Fundamenlal- 
junciion  des  Gebietes  3  ist;  und  überdies  erkennt  man  sofort,  dass 
diese  durch  (3.)  dargestellte  Fundamentalfunction  am  Rande  von  % 
d.  i.  auf  o,  identisch  wird  mit  den  in  (1.)  vorgeschriebenen  Werlhen  f^. 
Setzt  man  nun  voraus,  dass  f  auf  o  stetig  ist,  so  wird  die  in 
(2.)  angegebene  Convergenz  auf  a  (ilcichmässiij  sein,  nach  einem 
bekannten  Satze  über  die  Fourier'schen  Reihen.  Und  demgemäss  wird 
die  der  Function  f  entsprechende  Fundamentalfunction  V  des  Ge- 
bietes 3  ohne  Weiteres  angebbar  sein  auf  Grund  des  Theorems 
pag.  91,  nJlmlich  dargestellt  sein  durch  die  Formel: 

(4.)  H',  =  Iim^^,V,^  . 

Auch  wird  diese  Convergenz  (i.),  zufolge  jenes  Theorems,  glcichmässig 
sein  in  ganzer  Erstreckung  von  3;  so  dass  man  also  zu  folgendem 
Satze  gelangt: 

Ist  auf  der  Kreislinie  o  eine  daselbst  stetige  Function  f  vorge- 
schrieben, so  mrd  dieselbe  in  eine  auf  a  glcichmässig  convergirende 
Fourier'sclie  Reihe  entwickelbar  sein: 

oo 
(.5.)  f=A  +2J  (^^"^  cos  nio  +  ä(")  sin  nio)  . 

n  =  l 

Und  gleichzeitig  wird  alsdann  die  dieser  Function  f  entsprechende 
Fundamentalfunction   V  des  Gebietes  3  darstellbar  sein  durch  folgende 
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in  ganzer  Erstreckum/  von  3  (flcichmäsgif/  convergirende  Entwickelung : 
(6.)      V,  =  A  -\-j;  i^\    {AW  cos  nw  +  BW  sin  nio)  . 

"it^r  repriisentireti  ((>,,  w.)  die  Polarcoordinateu  des  Punktes  t,  während 
(^    den  Radius  der  Kreislinie  a  vorstellt *). 

Bringt   man  jetzt    auf  die   hier   vorliegenden   Verhüllnissc  den 
*^*"sien  Salz  pag.  20  in  Anwendung,   so  erkennt  man  sofort,  dass  für 
J<^ilweden  Punkt  i  die  Formel  stattfindet: 
(7.)  K^^i^G  , 

'^'Vo  K  und  G  den  kleinsten  und  (jrössten  Werth  von  f  auf  der  Kreis- 
*»nie  a  bezeichnen  sollen. 

Diese  Bemerkungen  (o.),  (G.)  und  (7.)  führen  schliesslich,  falls 
*laan  zur  Abkürzung  den  positiven  lichten  Bruch  —  mit  q  bezeichnet, 
^u  folgendem  Resultat: 

Satz  über  die  Foarier'sclien  Beihen.  —  hl  die  mit  irgend  welchen 
ilonstanten  A,  A<"\  ß(">  behaftete  Reihe 

OO 

(a.)       f{b})  =  A  +2J  (^^"^  cos  n  w  +  M")  sin  n  w) 
ti=i 

für  alle  Werthe  von  <a  gleichmässiy  convergcnl*")^  so  gilt  Gleiches 
auch  von  der  Reihe: 

OO 

iß.)       V(w)  =  A  +2^  9"  (/!(«)  cos  n  w  +  ßC)  sin  n  to)  , 
«=i 
vorausgPMtzt^  dass  die  Constante  q  der  Redingung  entspricht  i  0  ^  7  ^  1 . 
Und    gleichzeitig   wird    alsdann    fftr  jedweden    Werth  von   o)    die 
Formel  stattfinden: 

wo  K  und  G  den  kleinsten  und  grössten    Werth  der  Function  f{(o) 
vorstellen  sollen. 

In  ähnlicher  Art  werde  ich  späterhin  zu  einem  verwandten 
Satze  gelangen.  Und  diese  Sützc  sind  nicht  blos  beiläufiger  Natur, 
sondern  fttr  den  weiteren  Fortgang  meiner  Untersuchungen  von 
"Wichtigkeit. 


*)  Wir  sind  hier  zu  demselben  Resultate  gelangt,  wie  vorhin  pag.   97  in  der 
zweiten  Formel  (H.). 

**)  Aus  dieser  Voraussetzung  folgt  alsdann  ofTenbar  bereits  von  selber,  dass  /"(w) 
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§11. 
Anwendung  der  Methode  des  arithmetisohen  Mittels  auf  die  Kugelflächei^s 

Auf  cinor  i^ogohonon  Kuffolfläche  a  seien  irgend  welche  Worlli    ^ 
vorgeschrieben,  die  daselbst  stetig  sind,  mitbin  darstellbar  sind  durc — : 
eine  Laplacc'sclu'  Reihe: 

»1=1 

wo  A  eine  CoiisiUinie  bezeichnet.  Dabei  wollen  wir  aber  zu  Anfa^^^ 
auf  den  Fall  uns  beschrlinken,  dass  diese  Reihe  endlich  ist,  dass  aL  s 
jene  vorgeschriebenen  Wert  he  /'  oder  /",  der  Formel  entsprechen: 


(<•)  /■=/:.  =  ^-f-2' >'(">(//,«) , 


11=1 


wo  p  irgend  eine  endliche  Zahl  vorstellt. 

Es    sei   Q    der   Radius   der    Kugelflüche    o;    demgcmäss   sei^p^^o 
((),  »'/,  fi))  oder  ((),  /i,  fö)  die  Polarcoordinaien   eines  auf  a  liegende?;) 
Punktes  s.    Dabei  soll  «  die  geographiftche  Ltinge^  und  t>  das  C4omplemf*9ii 
der  geographischen  Breite  sein;  Überdies  soll  /i  =  cos  &  sein.     Br«- 
zeichnet   nun  E  den   Abstand   des    Punktes  s  ((>,  /i,  (o)   von   irgcn«/ 
einem   Punkte   «((>„,  /m„,  w„),   und  y  «l^n  Winkel,  unter  welchem  (> 
und  (>„  gegen  einander  geneigt  sind,  so  gelten  die  Formeln: 


cos 


7  =  /'/'rt  +  Vi  —  ^<*  ^/^  —  /<„*  cos  (w  —  lOa) 


(.1.)     r  =  -  =  -  +2'  -L  p(«)  (cos  y)  ,  (t»  <  e«)  ■ 

Bezeichnet   man    nun  die   innere  Normale   der  KugelflJiche  a  mit'»'! 
so  ist  nach  (2.)  pag.  28 

{no)„  =  -^  da  =  —  -7-  Q   <i ß  "'<>  , 
"       (Iv  U()  ^ 

also,  falls  man  für  T  den  obigen  Werth  einsetzt: 

{%.)„    {daX,  =  -  [2.'  "  (yj*'  P^"^  («-"s  ;')|  du  do,  . 
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Bezeichuel  man  underorsüits  den  Abstand  des  Punktes  6-((^,  /i,  m) 
von  irgend  einem  Punkte  «((*,,  //,,  w,)  mit  E  und  den  Neigungs- 
wiokel  von  (>  gegen  (>,  mit  y,  so  wird: 

£«  =  Q*  -]r  Qi*  —  iQQi  cos  y  , 


cos  y  =  fi(.tf  +  Kl  —  ^t*  Vi  —  /!,*  cos  (w  —  w,)  , 

i  1  oo        w 

iJ.)       r  =  -  =--  -      4-2"  -n^i  ''^"^  («OS  y)  .      (?.  <  ?)   . 

Oringt  man  also  die  allgemeine  Formel  (2.)  pag.  28: 

(r/a),-  =  —-  da  = ;-  o*  <i/t  aw 

'        tlp  (iQ  ^ 

imi   Anwendung,    in    welcher   v   die    innere  Normale    bezeichnet,    so 
cirgiebl  sich: 

(2.),-       {da\  =  U   +  2;{n  +  <)  (^j"  M">  (cos  Ad,idio  . 

Dies  vorangeschickt,  haben  wir  nun  zu  verfahren  nach  den 
<MUyemeinen  Vorschrillen  der  Methode  des  arithmetischen  Mittels. 
ENach  (A.),  (D.)  pag.  78  ist: 

(3.)        W„  =  ^Jf'iäc)„    und    r;  =  W,,,  +  /:, 

Hieraus  folgt  durch  Substitution  der  Werthe  (1.),  (2.),,  und  durch 
Ausfuhrung  der  Integration: 

'^"  =  -1:^(1;)"^' ^"''""■-'- 

I^üssl  man  in  dieser  Formel  den  Punkt  a((>„,  ^„,  w„)  unendlich 
nahe  an  den  KugelflUchenpunkt  .s((>,  /i,  co)  heranrücken,  mithin  (>„ 
in  (),  /i„  in  //,  und  w„  in  lo  übergehen,  so  erhalt  man  keineswegs 
das  W, ,  sondern  das  VV„,,  [vgl.  den  allgemeinen  Satz  pag.  4G];  so 
«lass  man  also  zu  folgender  Formel  gelangt: 

Substituirt  man  diesen  Werlh  in  der  zweiten  Formel  (3.),  und  substituirt 
MBan  daselbst  gleichzeitig  für  /j  den  Werth  (1.),  so  folgt: 


(4.)         r/  =  -i+J:  .-^ri^y^"^U',o^)- 
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Da  nun  von  den  Functionen  /j,  /,',  /",",  /,'",  etc.  jede  aiis  dor 
vorhergehenden  in  genau  derselben  Weise  entsieht,  wie  /",'  aus  /"„ 
so  gelangt  man,  auf  Grund  der  bereits  vorliegenden  Formeln  (l.i 
und  (4.)j  ol»n^'  Weiteres  zu  folgendem  Formelsystem: 


(5.) 


M=l 


etc.     etc.     etc. 

Hieraus  folgt  sofort: 

Hm  «=,/•/">  =  /!  . 

Die  in  unserni  allgemeinen  Schema  [vgl.  (/*.)  pag.  79]  mit  L^  ^• 
zeichnete  Conslante  ist  daher  im  gegcnwilrligen  Fall  identisch  mi^A- 

(6.)  C  =  yl  . 

Substiluirt  man  jetzt   die  Wertlie   (5.),  (6.)   in  die   allgeuieirK^^' 
Formeln  [(().)  pag.  79]: 

^  --  (c  -  /•)  +  (C  -/•')  +  (C    -  /-)  -1-  .  .  .  , 

'/  =  (/■-  /■')  +  er  -  D  +  (A*>  -  /<=^)  -t-  •  •  •  • 

so  ergi(>ljt  sich  ohne  grosse  Mühe: 

(7.) 

Und  demgcmJiss  ergeben  sich,  auf  Grund  unserer  allgemeinen  Vor- 
schriflen  [vgl.  (/^)  pag.  79 1  für  die  Lüsuiujen  <t>  um!  V  der  hciiki' 
Probleme  die  Formeln: 


^K    Will..' 
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(8.) 


Snbstituirl  man  liier  für  (dal,  '"^1  (f'o),  ''"'c  Worlhc  (2.)^,  und  <2.),, 
_^so  sind  die  [üb(jr  ,u  =  —  1  ...  -f  I  und  w  ~  0  ...  2;r  n'tvh  er- 
B slreckeudeu]  Integrationen  sofort  ausführbar;  so  dass  mau  urhiiU: 

H  Wir    haben   bisher    nur    den    Fall    betrachtet,    dass    die    vori,'e- 

^  schriebeneu  /'  (I.)  diirtli  eine  mdiivhv  Reilie  dari^cstelll  sind.     Deeh 

—^  sind  die  für  diesen  besuluiinklen  Fall  erhaltenen  ilesullale  (S.),  niiltelsl 

V  des  Theorems    pag.   91    auf  den   allgemeinern  Fall  einer  mwndlirhfu 

Reihe  ohne  Weiteres  übertrai!;b<ir,    falls  man    nur  beaehlet,  dass  thc 

■fVorgeschriebeniMi  Werthe   /'   aiil   fr  steliij   sein    sollen,    dass   also   die 

diese  Werthe  ausdrückende  ins  Cni'ndlielie  fortlaufende  Lajilace'sche 

Reihe»  nach  einem  bekannten  Satze*),  auf  n  (jtekiimäisgig  convergirt. 

IWir  gelang<'n  somit  zu  folgenileni  Resultat  : 
Auf   einer    Ktujel fluche   u   aeieii    irgend    welche    W'erlhe  f    vov- 
gcnchrieben  y   die  daavJhsl  aletifj   ftind,    und  die   daher  daralellbar  aiitd 
durch  eine  auf  a  ijteickmtfssitj  vonvertjirende  Laplacesvhe  Heike: 

VlPO  A  eine  Couslanle  vorstellt. 

H  Ahdami   icerden    die  diesen    Werthen   eulsprechetidi'u  Fnndametiful- 

functiom'ii    ct>    und  ^  der  Gebiete  ""H    und  3    dartjedvlU    ticin    duich    die 

tieii : 

von  denen  die  erstere  <jlei  ehmüssitf  eonvertjirt  in  fftitner  ErslrerknHij 
^von  *}[,    während  dii'  letzlere  i/leiehmünsiff  convertjirt  iit  ijanzev  Er- 
Hreckuntj  von  3- 

■  Dubei    bezeivhnel   {»    deii    lind  ins   der    (jefjebenen    Knijelfhutte    a. 

Fenui'   Stint   (p,,,    /*„,    ißj   und  ((j,  ,    fi,j   w,)  die    Pohirvoordinalen   der 
Punkte  a  und  i. 


oo 


(9.) 


f=A-{-2;  r<"i{/^(^)  , 


n=l 


(10.) 


oo 


•)  Heine     llandlmcJi  der  Kuselfiinrlionen.      1878.   Dil.  I,   f>;if>.   SU). 
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Um  die  in  (10.)  auftretenden  unendlichen  Reihen  zu  summiren^ 
sei  aufmerksam  gemacht  auf  die  aus  (A.)  und  (2.)„  resullirende 
Formel : 

^  krtQb  27r  l?a       ;^i  WJ  J     ^ '^ 

sowie  auf  die  aus  (J.)  und  (2.)«  sich  ergebende  Formel: 

wobei  unter  E  in  der  erslercn  Formel  der  Abstand  des  Elementes 
(/ a  ((>, /i,  (o)  vom  Punkte  a,  in  der  lelzleren  hingegen  der  Abstand 
jenes  Elementes  vom  Punkte  i  zu  verstehen  ist.  Mit  Rücksicht  auf  diese 
Formeln  kann  man  den  Ausdrücken  (iO.)  folgende  Gestalt  verleihen: 

nämlich  zeigen,  dass  diese  letzteren  Ausdrücke  (iL),  bei  wirklicher 
Ausfuhrung  der  Integration,  in  jene  früheren  Ausdrücke  (10.)  über- 
gehen.    Man  gelangt  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Satz  über  die  Kugelfläohea  —  Sind  auf  einer  tjegchenen  Kugel- 
fläche a  irgcml  welche  daselbst  siel  igen  Werthe  f  vorgeschrieben, 
so  sind  die  diesen  Wei'then  entsprechenden  Fundämenlalfunclimien  ^ 
und  V  der  Gebiete  %  und  3  *w  ziemlich  einfacher   Weise  angebbar. 

Einerseits  werden  nämlich  dieselben  auf  a  mit  jenen  f  identisch 
sein.  Und  andererseits  werden  dieselben  für  alle  ausserhalb  a 
liegenden  Punkte  a,  resp.  für  alle  innerhalb  a  befindlichen  IHmkte  i 
darstellbar  sein  durch  die  Formeln: 


(12.) 


Uebrigens   kann  man   diese  Formeln  [vgl.  (2.)  pag.  28]   auch  so 
schreiben : 


(13.) 


A  1    /» r  W  <    .    <         M       cos  <5 1  . , 
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Dabei  bezeichnet  (j  Jen  Radius  der  Kuyel/läche  a,  und  ()„  den 
ntralabxiand  des  Punktes  a.  Ueberdies  bezeichnet  E  den  Abstand 
i  Punktes  a  oder  i  vom  Elemetite  Ja,  und  d  denjciiiyen  Winkel^  unter 
li'hem    E  yeyen   die  auf  da  errichtete  innere  Normale  (jeneitfl   ist. 

Man  beuicrkl,  dass  dieser  Satz  über  die  Ktige^läche,  seiner 
nzen  Form  nach,  parallel  stellt  zu  dem  früher  (pa^.  OG)  über  die 
'eislinie  aufgestelUem  Satz. 


§  1^. 
Aufstellung  eines  sehr  allgemeinen  Theorems. 

Es  handelt  sich  hier  um  die  weitere  Verallgemeinerung  des 
boü  auf  pag.  Ol  aufgestellten  Theorems,  oder  vielmehr  um  die 
^rrciung  dieses  Theorems  von  der  damaligen  Restriction,  dass  die 
gebene  Curve  oder  Flilchc  o  überall  convex  und  keine  zweistemuje 
in  solle. 

Wir  werden  zunächst  nur  den  Fall  der  Ebene,  d.  h.  den  Fall 
»er  Curvc  in  Betracht  ziehen,  und  hierbei  Gebrauch  machen  von 
m  über  die  Kreislinie  erhalteneu  Specialsatz  pag.  96.  Jenem  Special- 
z  schliesscn  sich  gewisse  ZusUlze  an,  von  denen  hier  gleichfalls 
brauch  zu  machen  ist.' 

Jener  Specialsatz  lautete  folijendermassen  [vgl.  (19.)  pag.  961: 
d  auf  einer  Kreislinie  a,  irgend  welche  daselbst  stetiijc  Werthe  /', 
'geschrieben  *),  und  bezeichnet  man  die  beiden  Gebi(jte,  in  welche 
Ebene  durch  «j,  zerlegt  wird,  mit  ^,  und  3,  •>  so  wird  die  jenen 
irthen  /*,  entsprechende  Fundameutalfunction  <l>  des  Gebietes  91,  für 
j  innerhalb  91^  liegende  Punkte  x  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 

(< •)    <»>x  =  ^j[^^  -  '-^^) /".  ^<^.  .     [^  innerhall)  «J  . 

IT  ist  (>,  der  Radius  von  o, .  Ferner  bezeichnet  E  den  Absland 
ä  Punktes  x  vom  Elemente  t/o, ,  und  rV  den  Winkel  von  E  gegen 
5  auf  do^  errichtete  innere  Normale. 


*)  Wir  ersetzen  hier  absichtlich  tlic  früheren  Bezeichnungen  ff,  p,  Ä,  3,  /" 
-h  o^,  Q^,  ^^,  ^^,  f^,  und  zugleich  die  Bczeiciinung  a,  i  durch  .r. 


sto 


r..  N 
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Glcichxojlii^'  \vii*l  alsdann  ilie  Jonen  Wt-rllicn  l\  ciilspivchi'inli' 
riiiiduuicnUilfimc'tiun  H'  des  Gchicles  3,  'Ur  alle  inm-rhalb  3,  liewiiilin 
l'iinkU'  X  dariJiesk'lll   sein  diirrli   folgende  Formel: 

(2.)     H»,  =  1  /(--  ^'^^   +  '-^.-'1  /,  da,    ,     |,r  innerhalb  %\  . 

wo  (j, ,   Ey  <)  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  in  (1.). 

Hieraus  aber  ergeben  sieh,  lalls  man  die  Drfinilinn  der  I'uikLi- 
luenlalluncliünen  (pag.  10  und  f»yg.  ^1)  berücksicliligt,  suforl  foIjiiL'nilL' 
weilero  Satze: 

Eralvr  Zmad.  —  Verslelil  nian  unler  /",  eine  längs  der  Kreis- 
linie o,  stelige  Funetiün,  ferner  unter  %i  irgend  ein  volhliiudiij  iiiun- 
futth  'Jl,  liegendes  Gebiet,  so  wird  der  in  (I.)  angegebene,  iiiil  E,  i 
behaflele,  also  von  der  Lage  des  variablen  Punktes  x  abliSlngtüiilf 
Aiisdniek 


(3.) 


eine  FundifmciUalfunctioti  ilrs  Gchüies  91^  sein. 

Zweifrv  Zusatz.  —  Ist  eine  lüngs  a,  stetige  Funelion  /",  gcj^olicii, 
und  veisleht  man  tinter  5i  irgend  ein  volhUmd'uj  innerhalb  3,  \^<^W^ 
des  Gebiet,  so  \%ird  der  in  (2.)  angegebene,  mit  E,  t)  beluifldt'. 
also  von  der  Lage  des  variablen  Punktes  x  abhängende  Ausdnuk: 

OS  6\ 


/(-,T  +  '^) /■."". 


eine   Fititdamcntalfunctio»  des  Gcbick's  ^2  ^^'■^^^ 

Solches  vorangesctiickt,  gehen  wir  über  />u  unserm  eigeniliol 
Tliema.     In  der  Ebene  sei  eine  ganz  in'lichiijc  geschlossene  CurM 
gegeben,  un«l  auf  dei^selben  sei  irgend  welche  daselbst  uMiye  Funclio«/^ 
vorgeschrieben.      Ferner   existire    eine    mit    der    verilnderlichen 
p  (^   I,  i,  3,  ...)  behaflele  Funelion  /''.   welche  ebenfalls  [uud 
für  jeden  Werlh   der  Zahl  /)]   auf  a  stctuj   ist,   und  welche,  bei 
Unendliche  wachsendem  yj.  \{\y  alle  auf  <i  befindlichen  Punkte  *■  ^i 
mdsüitj  gegen  /'  rünvergirl.     leberdies  sei  es  [mittelst   irgend  weli 
iMelliodcn'  gegliickl.  die  dem  /"''  entsprechenden  Ftindamentallunctic 
<P''  untl  ¥''  der  Gebiete   »H  und  3  wirklich  zu  eonstruircn.  — 

Wir   ividh'ti    ilie  dintirt/fU'nzvn    ctdtrivkeln.,  die  am  diese»    V 
setzuinji'ti    sirft    t'rtjvhviK    und    dtthn    imttirnllirh    iinlersuclti^n^    fd>    rh 


l 
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m  p  yeo^n  f  converyirl,  vbcnao  vielleicht  auch  <t>''  und  V  yeyen  bc- 
^mmlc  Limitalfunctioncn  cotwergiren,  und  ob  femer  (falls  solches  der 
Fall  sein  sollte)  diese  Limitalfuncliotwn  die  den  f  enlsprechenden  Fun- 
damentalfunclionen  der  Gebiete  91  und  3  sind. 

Bezeichnet  6^  einen  ad  libitum  gewählten  Kleinheitsgrad,  so  wird 
[in  Folge  der  gleichniüssigen  Convergenz,  welche  die  Function  /*  nach 
unserer  Voraussetzung  besitzen  soll]  stets  eine  positive  ganze  Zahl  p^ 
exisliren  von  solcher  Grösse,  dass  die  Formel 

(5.)  abs  (/"/  —  fs)  <  «0  .     (P  beliebig,  aber  ^  p^  gedacht)  , 

mtdtan  erfüllt  ist  fUr  alle  auf  a  beÜDdlichen  Punkte  s.  Man  kann 
also  diese  Formel  z.  B.  successive  auf  zwei  Zahlen  p  und  q  an- 
wenden, falls  nur  jede  derselben  ^  /j„  ist.  Durch  Combination  der 
so  entstehenden  beiden  Formeln  ergiebt  sich  alsdann  sofort: 

(5a.)         abs  (/]/  —  f/')  ■<  2«o  ,    (p  und  q  beliebig,  aber  beide  ^  pj  , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

ßb.)      abs  (O,^  —  *l*s''X  2£„  ,     {p  und  q  beliebig,  aber  beide  ^  /;„)  ; 

^t»Bn  es  ist  <i>/    identisch  mit  //,  zufolge  der  für  <t>''  gegebenen  De- 

^nition;  und  ebenso  <t>/  identisch  mit  /'/. 

Beachtet  man  nun,  dass  die  Formel  (56.)  [ebenso  wie  (5.)  und 
(S  fl.)l,  simultan  stattfindet  für  alle  Punkte  s  der  gegebenen  Curve  o, 
^Od  beachtet  man  ferner,  dass  auf  die  Fundamentalfunction  <i>i' —  V 
^^Or  erste  Satz  pag.  26  ohne  Weiteres  anwendbar  ist;  so  gelangt  man 
'^Cfcfort  zu  der  allgemeinen  Formel*): 

(^  c.)      abs  {0J.P  —  0^')  <C  2«„  ,     {p  und  q  beliebig,  aber  beide  ^  p^,)  , 

dämlich  zu  dem  Resultate,  dass  die  letztere  Formel  simultan  statt- 
ßndet  für  sämmtliche  Punkte  x  in  <jamcr  Erstrcckuiuj  des  Gebietes  %. 
Also  der  Satz: 

Bezeichnet  t^  einen  beliebifien  Kleinheitsgrad,  so  exi&lirt  stets  eine 
pontive  ganze  Zahl  p^  von  solcher  Grösse,  dass  die  Formel 

(.6.)      abs  (4>a.P  —  <Pj.^)  •<  2  €„  ,     {p  und  q  beliebig,  aber  beide  ^  /)„  gedacht)  , 

simultan  erfüllt  ist  für  sämmtliche  Punkte  x  in  ganzer  Erstreckung 
des  Gebietes  %. 

•)  Vgl.  die  Erläuterung  auf  pag.  9«, 
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Markirt  man  also  in  Erstreckunii;  von  %  irgend  einen  bestimuHfo 
fenlen  Punkt  x  {a  oder  *•),  und  lässt  man  also  in  dem  Ausdruck  <|)/ 
nur  noch  das  p  variabel,  so  sind  die  Schivankunyen  dieses  Ausdruckes 
jenseits  p^  (d.  i.  für />  ^  p„\  durch  Vergrösserung  von  j«„,  unter  jed- 
weden Kleinhcitsgrad  2«,,  hinahdrilckhar.  Man  wird  also  z.  B.  für 
/j„  eine  endliche  Zahl  von  solcher  Grösse  angeben  können,  dass  alle 
jenseits  p^  liegenden  Werlhe  dieses  Ausdruckes  vom  Werlhe  <!>/♦  um 
weniger  als  j^^  abweichen.     U.  s.  w. 

Kurz,  man  gelangt  auf  Grund  des  Satzes  (6.)  zu  dem  Resultate, 
dass  das  jenem  festen  Punkte  x  entsprechende  <t>j',  für  /)  =  oo,  gegen 
eine  feste  endliche  Grenze  convergirt.  Bezeichnet  man  diese  Grenze 
mit  <I>J  oder  kürzer  mit  <l>^,  so  wird  in  solcher  Weise,  weil  x  in 
Erslreckung  von  91  jede  beliebige  Lage  haben  darf,  eine  neue 
Function  <t>^  de/inirt  sein  für  alle  Punkte  x  des  Gebietes  *Jl,  und 
zwar  eine  Functicm,    die   in  ganzer  Erstreckung   von    91    endlich  ist. 

LUsst  man  nun  in  (6.)  die  Zahl  q  ins  Unendliche  wachsen,  su 
verwandelt  sich  daselbst  das  OJ'  in  <t>'^  d.  i.  in  <i>j..  Man  gelangt 
in  solcher  Weise  also  zu  der  Formel : 

(7.)      abs  (0/  —  0J.)  <  2c„ ,   ip  beliebig,  aber  ^  /)„  gedacht)  ; 

und  zwar  zu  dem  Resultate,  dass  diese  Formel  [ebenso  wie  (61 
selber]  simultan  stattfindet  für  alle  Punkte  x  in  ganzer  Erstreckung 
von  91.  Mit  anderen  Worten:  Man  gelangt  zu  dem  Resultat,  dass 
die  Function  <!>/,  bei  ins  Unendliche  wachsendem  ;>,  für  alle  Punkte 
des  Gebietes  91  (jleichnu'muj  gegen  0^  convergirt. 

Wir   haben   somit  nachgewiesen,   dass  eine  in  Er- 
streckung   von   91   überall   endliche   Function   <t>^  eiislirl, 
(A.)      von  solcher  Beschaffenheit,   dass  die  gegebene  Function 
<t>/,   bei   ins    Unendliche   wachsendem  /),   in  ganzer  Er- 
streckung von  91  (jleichmiissiy  gegen  <t>^  convergirt. 
Da  0/,  seiner  Definition  zufolge  (nömlich  als  Fundamentalfunctioo 
des  Gebi(;tes  91),    in  Erstreckung  von  91  stelif/  ist,   so    liegt  es  nahe 
zu   vermuthen,    dass    Gleiches    auch    gelten    wird    von    der    neuen 
Function  0^.      Auch    liegt   es  nahe  zu  vermuthen,    dass  0^,   ebenso 
wie  0J',  an  der  Grenze  von  91,  d.  i.  auf  a  identisch  sein  wird  uiil  [■ 
Um  näher  hierauf  einzugehen,  markiren  wir  in  Erstreckung  von 
91  irgend  einen  Punkt  x  («  oder  s),  und  beschreiben  um  diesen  festen 
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inkt  X  (als  Ccntruni)  eine  Kreisperipherie  vom  Radius  q.  Diesen 
idius  Q  wird  man  offenbar*)  so  klein  machen  können,  dass  für 
mi  auf  51  beschrankte,  sonst  aber  innerhalb  der  genannten  Peripherie 
;i  bewegliche  Punkte  x^  und  x,  fortdauernd  die  Relation  stattfindet : 

(8.)  abs  {<t>x/ —  Or/X  6„    . 

ibei  mag  p  beliebig  fixirt,  aber  ^  p^  gedacht,  und  unter  *„  derselbe 
ßinheitsgrad  wie  in  (7.)  verstanden  werden.  In  dieser  Formel  (8.) 
nn  man  alsdann,  zufolge  (7.),  <!>''  mit  <t>  vertauschen,  ohne  dabei  einen 
hier  von  mehr  als  it^  hineinzubringen.    Somit  ergiebt  sich  die  Formel  : 

(9.)  abs(<t>a;,  —  <D.T,)<5fo   , 

d  zwar  wiederum  als  gültig  für  zwei  auf  91  beschränkte,  sonst 
er  innerhalb  jener  [mit  dem  Radius  (*  um  x  beschriebenen]  Kreis- 
ripherie  frei  bewegliche  Punkte.  Demgemäss  ist  <l>  im  Cenlrum 
dieser  Peripherie  stetig  zu  nennen,  also,  weil  x  in  Erstreckung 
ti  31  beliebig  gewählt  war,  auch  stetig  zu  nennen  in  ganzer  Er- 
2ckung  von  91. 

Was  ferner  die  Werthe  von  <t>  an  der  Grenze  von  91,  d.  i.  auf 
)ctriffl,  so  gilt  für  jedweden  auf  a  gelegenen  Punkt  s  die  Formel: 

^^s     —  Ist 

olge  der  Definition  von  <l>^.  Lässt  man  aber  hier  die  Zahl  p  ins 
endliche  wachsen,  so  folgt: 

(9a.)  <^s  =  fs- 

Somit  sehen  wir  unsere  Vermuthungen  bestätigt,   und  gelangen 
0  zu  folgendem  Satz: 

Die  in  (A.)  definirte  Function  <t>j.  oder  <l>  ist  in  ganzer 
(B.)    Erstreckung  von  91  stetig,  und  an  der  Grenze  von  91,  d.  i. 
auf  a  identisch  mit  f. 
Wir  haben  jetzt,  um  unser  eigentliches  Ziel  zu  erreichen,  noch  die 
fferentialquotientcn  von  <i>   zu  untersuchen. 

Man  markire  inn^halb  91  irgend  einen  Punkt  a  (vgl.  die  folgende 
ar),  beschreibe    um    a  (als  Centrum)  zwei  vollständig  innerhalb  91 


*)  Weil  nämlich  <i>^^  eine  Fundamentairunetion  des  Gebietes  "8t,  mithin  in  ganzer 
reokung  von  %  stetig  ist. 
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liegende  Kreislinien  o,  und  o^  mit  den  Radien  p,  und  (>, ,  ((>,  >  (>,), 
und  bezeichne  das  von  o,  umschlossene  Gebiet  rail  3p  ^^s  von  o, 
umschlossene  mit  %.  Alsdann  ist  z.  B.  3,  ein  Theil  von  91.  Folglich 
wird  die  Fundamentalfunction  <t>^  des  Gebietes  ^  zugleich  auch  em 
Fundamcntalfunclion  von  3,  sein,  mithin  für  alle  innerhalb  3,  liegen- 
den Punkte  X  darstellbar  sein  durch  die  Formel  (2.): 

(10.)  <D^P  =  ^/(-    -^  +  ^-T*^)  0/  da, ,  ix  ionerhall)  3,)  , 

wo  <t>f  den  Werth  von  <t>''  im  Elemente  da^  vorstellt. 

Fraglich  ist,  ob  diese  Formel  (10.)  noch  Gültigkeit  behalt,  wcdq 
man  in  ihr  <t>''  durch  <t>  ersetzt.  Bezeichnet  man  vorläufig  den  durch 
diese  Substitution  hineintretenden  Fehler  mit  A,  setzt  man  also: 

(11.)         A^  +  <t>^  =  i  /'(-  -^^^  -f  *''*^,  ^)  0, d a,  ,     {X  innerhalb  3.) , 

so  folgt  aus  (10.),  (11.)  durch  Subtraction: 

(12.)  A^  +  (<t)^-0^/')=i-/(-2^^  + -°-|^)(<l>.-<t>/)^/</.,(.xionerhalb3.). 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  das  hier  eingefuhrle  A,  [seiner  Definilion 
(11.)  zufolge]  von  p  uuahluhuj'uj  ist,  al.so  für  einen //<'^t'6<?M*>»*  l'unkl  i 
jede.smal  einen  vöHuj  bcslimmtru,  fmli'u  Werth  besitzt. 


Beschränkt  man  jetzt  den  Punkt  x  auf  das  Gebiet  3,  (weiche-^ 
ein  Tliril  von  3,  ist),  so  wird  die  Entfernung  E  des  Punktes  x  von^ 
Elemente  lla^  stets  ^  ((>,  —  q^),  also 
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.  Bezeichnet  man  also  den  absolut  grösslen  Werlh  von  (0  —  <!>'') 
ganzer  Erstreckung  des  Gebietes  ^  mit  M^,  so  ergiebl  sich  aus 
I  für  alle  Punkte  x  des  Gehich's  3»  die  Formel: 

\j.  ^  MP  4-  — /  (ö 1 — — )  M»»  da^  ,  (.r  in  Erstreckung  von  %) , 

weil  /fio,  =  2;i()^  ist: 

abs  Aj.  S  2  MP  M  ^ ^ — )  ,  (x  in  Erstreckung  von  %)  . 

;htet  man  nun,  dass  A^  für  einen  bestimmten  Punkt  x  des  Ge- 
is 3,  einen  (von  p  unabhängigen)  völlif/  bestimmten  festen  Werth 
dass  aber  andererseits  die  rechte  Seile  der  Formel  (13.),  wie 
der  Definition  von  M*"  folgt,  durch  Vergrösserung  der  Zahl  p 
r  jedweden  Kleinheitsgrad  hinabdrUckbar  ist,  so  ergiebt  sich  aus 
}r  Formel  (13.)  sofort: 

A3,  =  0  ,     (a;  in  Erslreckung  von  3,)  . 

gemäss  gewinnt  die  Formel  (11.)  für  alle  Punkte  x  des  hier 
achteten  Gebietes  3,  t^ie  einfachere  Gestall: 

\    PI        \  cos  d\ 

^x  =  —J  l~  2p~  ~*~  ~H~}  ^'  ^''*  '  ^^  '"  Erslreckung  von  3,) . 

Hieraus  aber  folgt,  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  (4.),  sofort,  dass 
ne  Fundamentalfunction  des  Gebietes  3^  ist.  Beachtet  man  daher 
bekannten  Eigenschaften  einer  solchen  Fundamentalfunction  [vgl. 
16],  und  beachtet  man  ferner,  dass  der  Mittelpunkt  a  des  Ge- 
is 3j  innerhalb  ?l  beliebig  gewählt  war,  so  gelangt  man  zu  fol- 
tern Resultate: 

In  jedem  Punkte  a,  der  innerhalb  %  liegt,  sind  die 
ersten  und  zweiten  Ableitungen  von  <t>  nach  x,  y  stetig. 
Auch  findet  in  jedem  solchen  Punkte  a  die  Gleichung  statt: 

(r.)  ö*<t)  ■  (>*<t>_ 

Dabei  sind  unter  a;,  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 

Punktes  a  zu  verstehen. 
Man   construire  jelzt   drei   concentrische   Kreislinien   o,,    or^,  S, 
10  die  gegebene  Curve  0  umschliessen,  und  vollständig  innerhalb 
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%  liegen,  und  bezeichne  die  Radien  dieser  Kreise  mit  (>^,  q^,  f^^ 
((>,  <  (>^  <  R).  Ferner  bezeichne  man  das  amserhaW  «i,  liegpD«Ac 
und  von  n^  hc(jrmzte  Gebiet  der  Ebene  mit  ^,,  ebenso  das  aimwAaÜ 
a^  liegende  und  von  o^  begrmzle  Gebiet  mit  91^ ;  so  dass  also  'Ä,  C5ti 
Thfiil  von  91,  ist,  und  %  ein  Theil  von  91.  —  In  der  hier  folgoncl^. 
Figur  sind  die  drei  Kreislinien  (der  Raumcrsparniss  willen)  ni<zi 
völlig  ausgezogen,  sondern  nur  angedeutet. 


<i>^  ist  eine  Fundamentalfunction  des  Gebietes  91,  also  auch  <?»" 
Fundamentalfunction  von  91,,  also  ftlr  alle  innerhalb  ^,  liegcn<'''« 
Punkte  X  darstellbar  durch  die  Formel  (1.): 

(16.)  <t>J  =  -i/l^^ ^)  <t>P  da,  ,     ix  innerhalb  «,)  , 

wo  <t),^  den  Werth  von  <!>''  im  Elemente  rfo,  vorstellt. 

Fraglich  ist,  ob  diese  Formel  (1 6.)  gUltig  bleibt  bei  einer  Ver- 
tauschung von  <t>^  mit  <t>.  Bezeichnet  man  den  durch  eine  sol<'lio 
Vertauschung  entstehenden  Fehler  mit  A,.,  setzt  man  also: 

(17.)         A,  +  <t).,  =  ^-/lä^  -  ''-/)  ^»  '^*^.   '     ("^  innerhalb  «,)  , 

so  folgt  aus  (IG.),  (17.)  durch  Subtraclion: 

(18.)    A^.+(0,-(t>,P)=  ^/(^^  -^)(<t>.  -  <i>i^)<io,  ,  {X  innerhalb«,). 

Um  nun  das  (von  p  unabhängige)  A,  zu  ermitteln,  beschränken 
wir  den  Punkt  x  auf  das  (einen  Thril  von  91,  bildende)  Gehicl  % 
Alsdann  ist  der  Abstand  E  des  Punktes  x  von  (/o,  stets  ^  ((>,  —  P,^ 
mithin 

-TT   stets    57  • 
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zeichnen  wir  also  den  absolut  grösslcn  Wcrth  von  (<t>  —  0^)  in 
izer  Erstreckung  des  Gebietes  91  [ebenso  wie  früher]  mit  M'',  so 
iebt  sich  aus  (18.)  für  alle  Punkte  x  des  Gebietes  ^  die  Formel: 

),  weil  fda^  =  27r(>,  ist: 

)  «bs  Aj.  ^  2  M**  /l    I ^ — I  ,      (x-  in  Erstreckung  von  «J  . 

Hieraus  aber   folgt,   durch  dieselben  Ueberlegungcn  wie  früher 
(13.): 
)  A^  =  0  ,     (j;  in  Erslreckung  von  31^)  . 

iigomiiss  gewinnt  die  Formel  (1 7.)  fUr  die  Punkte  x  dieses  Gebietes 
die  einfachere  Gestalt: 

)        ^.c=  —  /  (,j ,r\  ^i  do^  ,     (x  in  Erslreckung  von  ?tj) . 

raus  aber  folgt,  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  (3.),  dass  <t>  eine 
idamenlalfunction  des  Gebietes  91^  ist. 

Demgemüss  ergiebt  sich,    aus  den  bekannten  Eigenschaften  der 
idamentalfunctionen  [vgl.  den  Satz  pag.  23],  z.  B.  folgendes  Resultat: 
Für  den  in  der  letzten  Figur  angedeuteten  Kreis  iS' 
findet  die  Formel  statt: 

wo  R  den  Radius  des  Kreises  vorstellt. 
Und   gleichzeitig  ergiebt   sich    aus  dem  Umstände,   dass  <t>  eine 
idamental function    des   Gebietes  \    ist,   auch   noch   folgender    Satz 
1.  (i.)  pag.  22]: 

Die  Werthdifferenzen,    welche  <t>   ausserhalb  des   in 

der  letzten  Figur  gezeichneten  Kreises  S  besitzt,   sind, 

durch  Vergrösserung  des  Radius  II  dieses  Kreises,  unter 

jedweden  Kleinheilsgrad  hinabdrückbar. 

Blicken    wir    nun    zurück    auf  die    soeben    constatirten  Eigen- 

aften   (A.),   (B.),   (f.),   (A.),  (E.)  unserer  Function  <t>,  so  erkennen 

[vgl.  pag.  21]   nicht   nur,   dass  <t>   eine  Vundamentalfunction   des 

ietes  91   ist;    sondern   zugleich  auch,  mit  Rücksicht  auf  (B.),  dass 

sC   Fundamentalfuuclion  <t>   an  der   Grenze   des  Gebietes  91,   d.   i. 

o  identisch  ist  mit  den  daselbst  vorgeschriebenen   Werthen  f. 

ibbandl.  d   K.  ü'vbi'Usoli.  d.  Wibbvuech.  XXII.  55 
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Wir  liabori  liif^nuit  «nn-r  vorläufige*  Zifl  <:*n>'j<-L:.  1*ä  «i 
ülx.'rt><.')i<.'n  liridil.  <]»>>  uusf.'nf  BetracLttiDreB  üi>ei  o'  ji  »oAisa 
Weise  bei  M"  wiederhoJJiar  sind, 

fie&ffleidien  übersehen  wir  leicht,  das?  fas^  £*eurB  ^{«iHba 
J{elrachlun;;en.  wie  hier  in  der  Ebene,  audi  im  tUvmt  aKteBv 
sind.  Der  ein/Jff<*  L'nlerschied  wird  nur  darin  liesU.*beiL  «fabeu  M 
des«  die  KreiislinU'  betrf:'frend<*n  S|>ecialsatze&  il*J.^  {la^.  £*6.  alsdMidrr 
die  Kufjelßäclie  betreffende  SpeciHlsHtz  H3.|  par:.  fOi  anznveiii«  k 
—  J)ciri($emä.s.s  gelanfreii  wir  zu  fülf^endem 

Theorem.  —  /n  der  Ebene  mter  im  liattme  «ri  eime  ^^nz  htHeki^t 
tjescIthmKeite  (jtrve  oder  Flache  a  tjeijfben.  die  z.  ß.  «mck  ml  Edn, 
rcHp.  mit  Ecken  und  Kaulen  behaftet  nein  darf.  Femer  «ri  9wf  « iffoi 
weiche  daitelbid  Ktc.tiye  Function  f  vortje$chrieben.  \ 

L-eberdie.H  sei    durch   irgend  welche  Melhode  oder  durefa  Zofalf    ■ 
eine  mit  einem   variablen  Parameter  p  behapetc  Funciwm  p  fefnia. 
welche  cbenfalh^  und  zwar  für  jedweden  p.  auf  n  ntelig  iW.  uaJ  t(i<k, 
bei   iuH  Unendliche   wachsendem   p,    für   alle   auf  n   lietjeiideii  /Wir 
ffleichmnssiy  gegen  f  convergirt. 

(ielingl  en  alsdann,  die  dieser  Function  f  entsprechenden  Ftu^ 
mcnlalfunclionen  <^  und  V'  der  Gebiete  %  und  3  -"  convlruire»').  f^ 
wird  hierdurch  zugleich  auch  die  Existenz  derjenigen  Fundamfiild- 
fuuctiouvn  <t>  und  V  der  (iebictc  "}{  und  3  bewiesen  xein.  welche  J«"» 
eigentlich  vorgeschriebenen  Wertheu  f  entsprechen. 

Und  zwar  wird  <t>'',  bei  ins  Unendliche  wachsendem  p.  in  ipff'-^ 
Erstreckung  von  ''}[  gleichmässig  gegen  <t>  convergiren.  Und  fAf«*" 
wird  V,  für  p  rr:  oo,  in  ganzer  Eratreckung  von  3  gleichmäsf^9 
gegen  Y  convergiren. 

*)  Ist  i]i<!  (;cf;<;|)<Hic  diirv«;  (hUt  i''lii(')iü  <J  überall  conrex  und  keine  zirci*lerni;/*' 
so  siinJ  <t>''  iiiiti  ¥''  ronstniirlj.ir  «lunli  «lio  Mollio<1c  iles  arilhnielischen  MilleK 
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Nachträgliche  Bemerkangen. 

Erste  Bemerkung.  —  Im  Anschluss  an  eine  Stelle  der  lüinleitung 
g.  3,  i)  mag  hier  noch  folgender  Satz  milgelheill  werden,  durch 
lohen  das  dort  Gesagte  bedeulend  verallgemeinert  wird: 

Ist  die  Methode  des  ariihmelischen  Mittels  für  irgend  eine  geschlossene 
rve  convcrgent  und  correct,  so  wird  sie  diese  Eigenschaften  auch 
'ten  für  jedwede  andere  Curve,  welche  aus  jener  durch  die  dem  Gesetz 
'  reciproken  Radien  entsprechende  Transformation  entslehl. 

Ich  behalte  mir  vor,  den  Beweis  dieses  Satzes  bei  späterer  Ge- 
jenheit  milzutheilcu.  Ob  aber  ein  analoger  Satz  auch  im  Räume 
'  geschlossene  Flüchen  cxistirt,  nuiss  vorläudg  noch  dahingestellt 
Mben.  Jedenfalls  ist  hier  im  Räume  die  betreffende  Untersuchung  eine 
?sentlich  andere,  und  bei  weitem  schwieriger  als  im  Fall  der  Ebene. 

Zweite  Bemerkung.  —  In  Betreff  der  Formeln  (Q.)  pag.  79: 

i=(c-/-)4-(c-n  +  (c-r)  +  -- .  ^ 

bemerkt,  dass  man  dieselben  auch  so  schreiben  kann: 

'.   s^  =  + (c-n 4- (c-n  +  (c-n  +  (c- /■")  +  +  .■ . , 
'f  ,;  =  _ (c- /•) 4- (c-n-(c-r)  +  (c -/•'")— +  .  •  • ; 

raus  z.  B.  folgt: 

I  +_»?  =  (C  _  /■')  +  (C  -  /•'")  4-  (C  -  / W)  +  .  .  .  , 

^-—i  =  (C-f)  +  (C  —  f")+iC-f(*))+.  .  .   . 

Dabei   ist  im  Auge  zu  behalten,    dass  alle  diese  Formeln  nach 
angegebenen  Rinomen    fortschreiten,    und   ihre  ('onvergenz   und 

Ligkeit  verlieren  würden,  falls  man  diese  Binome  zcrrcisscn  wollte. 

2.  B.  würde  die  Formel 

n  =  f-r  +  f"  -  f"  +  f^'^  -  f^'^  +  -• .  ■ 

Dn  deswegen  sitmlos  sein,  weil  f^"^  bei  wachsendem  n  nicht  geg(5n  0, 
iern  gegen  die  Constanle  T  convergirt,  letztere  aber  im  Allge- 
nen  von  0  verschieden  ist. 
Was  den  Beweis  der  Formeln  (0),  (0  •),  (Q"-)  betrifft,  so  ist 
erste  der  beiden  Formeln  {Q'.)  bereits  constatirt  worden  durch 
Betrachtungen  pag.  83  —  87,  Und  genau  in  derselben  Art  und 
se  ist  auch  die  zweite  dieser  beiden  Foniieln  beweisbar.  Sobald 
'  die  beiden  Formeln  {Q'.)  bewiesen  sind,  ergiebt  sich  hieraus 
3  Weiteres  auch  die  Richtigkeit  der  Formeln  (Q.)  und  (Q".). 

Dritte   Bemerkung.   —    Bei    dem    Beweise,    den    ich   für    den 
V>satz  pag.  96  gegeben   habe,   ist  von  mir  stillschweigend  voraus- 
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gesetzt  worden,  dass  die  Function  /'  längs  der  gegebenen  Kruislinii' 
nicht  nur  sleliy^  sondern  auch  ubllteUungsweise  monoUm  sei.  Doch 
betrifft  das  nur  den  Beweis  des  Satzes,  nicht  aber  seinen  lnh<\\!(. 
In  der  That  ist  hervorzuheben,  dass  der  Satz  selber,  in  der  ihm  auf 
pag.  9G  zuertheiltcn  Fassung,  vollsläiidlg  corrcii  ist.  iVgl.  meine 
Vorlesungen  über  die  Riemann'sche  Theorie,  II.  Aufl.,  1884,  pag.  410. 
Aehnh'ches  ist  zu  bemerken  hinsichtlich  des  die  Kugelflcichu  ho- 
trctTenden  Hulfssalzes  pag.  104.  Ich  behalte  mir  vor,  auf  diesen 
Gegenstand  spUter  von  Neuem  zurU(*kzukonunen. 
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